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AVERTISSEMENT. 


Los Memoiros (juti nous puhlions dans ce second Volume 
so dislnluicnt.cn trois groupes distincts. 

Les plus importants peuvent etre considers coniine 1’ormant 
nil eomplcmcnt natural de la Thcorie unalyllque de. la chalctir. 
On y tmuvcra developpees les reeherehes <pie Fourier a pour- 
suivios jicndant taut, d’annees sur la thcorie physique de la 
clialeur rayonnante, sur le ref'roidissement seculaire du globe 
terrestre, sur la temperature des espaoos planctaircs. 

tine autre sorio de travaux se rapporte a la resolution dos 
equations numeriques. Fourier a, oounne on sail,, apporte sur 
retie importanto question des vues qui dtaient; absoluinenl 
nouves, et (jui se sunt montrees feeondos entre les mains de ses 
sueeesseurs. Nousavonsaussi, par quelques einprunts a Yl/is- 
toirc de VAcademic pour les annees i8a3 et i8«4, pu fain* 
eonnaitre d’une maniere asscz precise certaines idees sur la 
thcorie des illegalities auxquelles I’illustre g^ometre attachait 
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une importance qu’il est permis, aujourd’hui, de tronver mi 
pen exageree. 

Enfin, snr l’invitation de notre maitre M. Joseph Bertrand, 
nous avons tenu a faire connaitre quelques-uns des Memoires 
sur l’analvse des probabilites que Fourier a publies pour 
eclairer les recherches statistiques dont la direction lui avait 
ete confiee parle comte de Chabrol. 

Un seul travail echappe a cette classification : il merite pour- 
tant d’etre signale ici, car il a servi de debut a Fourier. C’est le 
Memoire sur leprincipe des ritesses virtuelles, publie en 1796 
dans le V e Cahier du Journal de l ’Ecole Poly technique. Nous 
avons reproduit ce Memoire, remarquable a bien des egards, 
on se trouve donnee pour la premiere fois la demonstration du 
principe des vitesses virtuelles qui est aujourd'hui generale- 
ment adoptee. 

Nous avons du renoncer a jomdre a cette edition une etude 
sur la vie et les ecrits de Fourier. 11 nous a paru que l’eloge 
d’Arago etait trop repandu pour qu’il y eut interet a le repro¬ 
duce. Mais nous tenons a signaler le Discours que Cousin 
a prononce en venant prendre seance, comme successeur de 
Fourier, a l’Academie francaise, et surtout les nombreuses 
notes biographiques qu’il a ajoutees a ce Discours, et oil se 
trouvent reunis une foule de details interessants qu’il tenait de 
Fourier lui-meme, de ses contenaporains ou de ses amis. On 
trouvera ce Discours et les notes qui 1 ’accoropagnent dans 1’Ou- 



AVERT1SSEMENT. VII 

vrage que Cousin a publie sous le titre suivant: Fragments et 
souvenirs. 

Dans 1 ’Avertissement du premier Volume, nous avions 
signale comme perdu le premier Memoire de Fourier sur la 
theorie de la clialeur, celui qu’il a presente le ai de- 
cembre 1807 a la premiere Classe de l’lnstitut. Les allusions 
si frequentes et si precises que fait le grand geometre a ce tra¬ 
vail et aux notes qui l’accompagnent (') nous avaient beau- 
coup frappe. Comme Navier avait ete charge, apres la mort 
de Fourier, de publier l’Ouvrage inacheve intitule Analyse des 
equations determinees, nous avons pense que les papiers de 
Fourier avaient du lui etre remis et avaient pu, apres la mort 
de cet eminent ingenieur, etre legues a la Bibliotheque de 
l’Ecole des Ponts et Chaussees. Et, en effet, nous avons re- 
trouve dans le riche Catalogue des Manuscrits de cette Biblio¬ 
theque le Memoire de Fourier, inscrit sous le n° 267 . Ce 
Manuscrit nous a ete communique avec beaucoup d’empresse- 
ment. Nous avons pu l’etudier; il est suivi de quelques-unes 
des Notes que Fourier a remises en 1808 et 1809 a Lagrange 
et a Laplace pour repondre a leurs objections, 011 pour les pre- 
venir. Nous avons controle tous les renvois que Fourier fait 
a ces differentes pieces; il va sans dire que nous les avons 
trouves exacts. 

La liste des ecrits scientifiques de Fourier, que le lecteur 


(') Voir le t. I, p. xxvi, 462, 529, 532, et le l. II, p. io3, 180, 201, 209, 278, 420. 
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trouvera a la suite de cet Avertissement et que nous avons 
tache de rendre aussi complete que possible, montrera, nous 
l’esperons, que rien d’essentiel n’a ete oublie dans notre edi¬ 
tion. Comme nous n’avons jamais songe a publier les OEuvres 
completes, litteraires et scientifiques, de Fourier, nous consi- 
derons notre tache comme terminee, an moins pour le mo¬ 
ment. 


12 janvier 1890. 

Gaston DARBOUX, 


de l’Academie des Sciences. 
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Oi;\RA(li:S SCIKNTIFIOUES I)E FOURIER. 


i 1 i*s (Onmgi's iimnjm.s (Tun uslerisquo no %unmt pas duns Ins deux Volumes do noire edition,) 


I. M6moires. 

Memoire sur la Statique nontenant la demonstration du principc dos vi- 
l esses \nineties el la theorie des moitHMils {Journal dr PErolr Polytcch- 
/tit/ur, \ ‘ <!ahiet\ p. en; i 

Memoire sur la propagation de la rhaleur dans lrs corps solides (Extra'll 
public dans le Bulletin dr la Sncirtr philonu/tfiit/nr, l. 1 , p. u-Hid; mars 
i 8<>K u 

’Theorie do la rhaleur ( i/males dr Chitnir rt dr /Jiysu/ur, t. Ill; tKi(>, 

p. 

Nop* Mir la rhaleur raumnante ( in/udrs dr ('fdnde rt dr Physitjur, t. IV; 

iKi~, p, t *K-i ). 

Questions sur la throne physique dr la rhalrur rayonnante ( Anna las dr 
(* hint ie rt dr l*hysiqm\ t. \ I; 1^17, p. aa<pdo 3 ). 

Stir la temperature des habitations et stir le memvement varie dr la chaleur 
dans Irs priMites rrrtanguhiires (Extrait public dans le Bulletin de la Sovietr 
philomathitfne ; iKiK, p. i-itl. 

Question d* Vnalyse algebrique ( Bulletin de la Soviet / 1 philomathujur; i8j8, 

p. di-ti; I. 

Note relative atix vibrations des surfaces elasticities el an memvement des 
nudes {Bulletin de la Society philomathique: i8i8 , p. i a<j-i 36 ). 

IL 
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LISTE RES OUVRAGES SCIENTIFIQUES 

'Memoire sur la theorie analylique des assurances (Annales de Chimie et 
de Physique, t. X; 1819, P- *77-189). 

Extrait d’un Memo ire sur le refroidissement seculaire du globe terrestre 
{Bulletin de la Societe philomathique; 1820, p. 68-70, et Annales de Chimie et 
de Physique, t. XIII; 1819, p. 4*8-437). 

*Sur le mouvement de la chaleur dans une sphere solide dont le raycn est 
Ires grand {Journal de Physique, t. XC, p. 234). 

Sur l’usage du theoreme de Descartes dans la recherche des limites des 
racines {Bulletin de la Societe philomathique; 1820, p. 156-165 et p. 181-187). 

*Sur quelques nouvelles experiences thermo-electriques (en commun avec 
Oersted, Annales de Chimie et de Physique, t. XXII; 1823, p. 376-389). 

Memoire sur la temperature du globe terrestre et des espaces planetaires 
{Memoires de VAcademic des Sciences, t. VII; 1827, p. 070-604, et Annales de 
Chimie et de Physique, 1. XXVII; 1824, p. 186-167). 

Resume theoriquc des proprietes de la chaleur rayonnante {Annales de 
Chimie et de Physique, t. XXVII; 1824, p. 286-281). 

* Theorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides, I re Par tie 
{Memoires de VAcademic des Sciences, t. IV; 1824, p. 185-555). 

Remarques sur la theorie mathematique de la chaleur rayonnante ( An¬ 
nales de Chimie et de Physique, t. XXVIII; 1820, p. 337-365). 

Theorie du mouvement de la chaleur clans les corps solides, II e Partie 
{Memoires de V Academic des Sciences, t. V; 1826, p. i 53 - 246 ). 

Solution dTme question parliculiere du Calcul des Inegalites {Bulletin de 
la Societe philomathique; 1826, p. 99-100). 

Recherches experimenlales sur la faculte conductrice des corps minces 
sounds a Paction de la chaleur, et description dTm nouveau thermometre de 
contact {Annales de Chimie et de Physique, t. XXXVII; 1818, p. 291-315). 

Memoire sur la theorie analylique de la chaleur {Memoires de VAcademic 
des Sciences, t. VIII; 1829, p. 681-622). 

Remarques generates sur l’application des principes de l’Analyse algebrique 
aux equations transcendantes {Memoires de VAcademic des Sciences, t. X ; 
1831, p. r 19-146). 
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Mrmoiro <rA.nal.yfie sur le monvemcnl <lc la chaleur dans les llni< 
vrafj;e posllunne, Me.moires do l'Academic das Sciences, I. XII; 1833 
V>o) • 

Meinoire sur la distinction ties raeines imaginaires ct sur Rapp lie,*' 
theoremes d’Analyse algebrique a diverses mpiations Iransoendanles 
cialemeut a relies qui dependent do la theorie do la chaleur (Me/* 
r \ aid tunic des Sciences, I. VII; 1S97, p. Gofi-Ge/i, el Bulletin de U 
philomathitjuc; p. 177-180). 


IL ficrits academiques. 

Rapport sur les (onlines ( Memoir'es de VAcademic des Sciences , 1. 
p. ad). 

‘ Kloge de M. Relambre (Me moires de l’ Academic des Sciences, 1. 
p.cctv). 

‘ Analyse des travaux de, I’Academic royalty des Sciences (Parlie m 
tique) : 

~ Pendant l’aunee 1899 ( Mem oi res de i [endemic des Sciences* 1 . 
p. '>A 1 -‘Wo). 

•» Pendant Rannee 189G (inline Reeueil, t. VI; 1K■ >7, p. i~Go). 

Pendant l'annee 1899 (qneme Reeueil, t. Ml; 189,7, p. 1-91). 

Pendant banner 18 >,“> (inline Reeueil, 1. Mil; 1S99, p. 1-79), 

- Pcuuhmt banner 1H9G ( inline Reeueil, t. IX; i8iio, p. 1-90). 

Pendant banner 1897 (mrme Reeueil, I. \; 1HG1, p. 1-79). 

‘llloge historique do Sir William Hersehel {mthno Uecueil, l. \ 
p. Gi-Hu). 

‘Kloge historique de M. Breguot (qn(hne Recueil, t. VII; 1897, p, 

'itlogo historique de M. Charlies (mchne Reeueil, 1 . VIII ; 1899, p, 

*£loge historique de Laplace (nuhne Recueil, l. X; i 83 i, p. 81-ioa 

III. ~ Ouvrages s6par6s. 

Theorie analytique de la chaleur. Paris, Didot; 1822. 
*Reeherehes statistiques sur la villa de Paris el le departei 


XII LISTE DES OUTRAGES SCIENTIFICUES DE FOURIER, 
la Seine (4 Volumes publies de 1821 a 1829 sous la direction de 
Fourier). 

Cette publication contient plusieurs ecrits de Fourier: 

‘Notions generates sur la population (1821, p. ix-lxxiii). 

‘Memoires sur la population de la ville de Paris depuis la fin du xvn e siecle 
(1823, p. xm-xxvm). 

Memoire sur les resultats moyens deduits d’un grand nombre d’observa- 
tions (1826, p. ix-xxxv). 

Second Memoire sur les resultats moyens et les erreurs des mesures (1829, 
p. ix-xlviii). 

^Analyse des equations determinees, premiere Partie. Paris, Didot; 
i 83 o (Ouvrage posthume et inacheve, public par les soins de Navier). 

IV. — Manuscrits conserves a la Bibliotheque de l’Ecole des Ponts 

et Chaussees. 

‘Lecons d’Analyse de 1’Ecole Polytecbnique, 19 Lemons (1 Cahier in-4°). 

‘Lecons d’Analyse et de Mecanique professees a l’Ecole Polytecbnique. 
Manuscrits de Tauteur (1 dossier de 8 Cahiers in- 4 0 )* 

‘Memoire sur la propagation de la chaleur presente a l’lnslitut le 21 de- 
cembre 1807, avec Notes presentees en 1808 et 1809 (1 Vol. petit in-fol.). 

‘Rapport a 1 ’Institut sur un Memoire de M. Desprelz relatif au refroidis- 
sement de plusieurs metaux (1817, 1 Mem. in- 4 0 )* 

Rapport sur un Memoire intitule : Tableau des consommations de VIn¬ 
dustrie de Paris en 1817 (1 feuille in- 4 0 )* 
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MO l IV 7 KMENT 1)1’ LA CHALEUR 


DANS u:s COUPS SOIJDKS. 



La premiere Partie cle ce Memoire a paru en 1824 dans Ie Tome IV des 
Memoires de FAcadcmie des Sciences (pour les annees 1819 et 1820). 

Nous avons indique dans 1 ’Avant-Propos du Tome 1 les raisons pour les- 
quelles il nous parait inutile de le rep rod u ire ici. Voici d’ailleurs les litres 
des principales divisions : 

I. Exposition. 

IL Notions generates et definitions preliminaires. 

III. Equations du mouvemont de la chalour. 

TV. De la propagation de la chaleur dans une lame rectangulaire dont les tempera¬ 
tures sont constantes. 

V. Du mouvemont lineaire et varid do la chaleur dans une armille. 

VI. De la communication de la chaleur entre les masses disjointes. 

VII. Du mouvemont varid de la chalour dans une sphere solide. 

VIII. Du mouvemont varid de la chaleur dans un cylindre solide. 

IX. De la propagation do la chaleur dans un prisme dont Fextremite est assujeltie a 

une temperature constant©. 

X. Du mouvcment varid de la chalour dans un solide de forme cubique. 

XI. Du mouvement lineaire et varid do la chaleur dans les corps dont une dimen¬ 

sion est infinie. G. D. 
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XII. 

Hi■ < i ft ni/unttiins ft m .sin s, tl tin inttiwmatl t/r lit rhalcur dans li/ilerirar 
tl ain spftt'n solith . tlttttl hi snrfarc rsl assujctlic a ties changvmenls 
jit rttiiln/iit \ dt Irmpi'nitan s, 

m. 

avoir avpusa las 1ms ganaralas tin moiivnmniit da la dialiuir 
,|a 11 > las maps miIkIos, tl no M*i'a point iautilr d’indiqunr unn das prin- 
clpairs applications da aafta llinoria. Oil a ahoisi pom* art olijt'l la 
quasi hui .Irs li'iupi-raltm's taiTastras. Ain-una branalin da I'atuda da 
la nature nr nulls mtarassr davantaga, at iia pant nous oIJrir un sujaf 
phis distil- da huh rai liaralias, V la varita, IVxamaii da aatta graudn 
ijiiastti'ii avigarait das idisai'vatiiuiH axualas at inttltiplinrs, <[iii n ant 
pumt anaura ala tiutas; mats un pant maiutniuwit drlarmitirr par la 
aalanl las |uis da la propagation da la chalnur dans la globe (arrnstra, 
at taiitatiar it uua tliaul'ia aitiiuntllia las observations ijlli (Hit (*ta 
raauailhas jusiju'iai. 

has ditlarants points da la siirlsiaa da la 1 arm soul iuegalninent 



La premiere Partie cle ce Memoirc a paru en 1824 dans le Tome IV des 
Memoires de V Academic des Sciences (pour les annees 1819 et 1820). 

Nous avons indique dans TAvant-Propos du Tome 1 les raisons pour les- 
quelles il nous parail inutile de le reproduire ici. Voici d’ailleurs les litres 
des p rind pales divisions : 

1 . Exposition. 

IL Notions generates et definitions prcliminairos. 

HI. fiqualions du mouvomont do la chalour. 

IV. De la propagation de la chalour dans uno lame rectangulaire dont les tempera¬ 

tures sont constantcs. 

V. Du mouvement lindaire ot varie do la chaleur dans uno armille. 

VI. Do la communication do la chalour entre les masses disjointes. 

VII. Du mouvement vari6 de la chalour dans une sphere solide. 

VIII. Du mouvement vari6 do la chaleur dans un cylindre solide. 

IX. De la propagation de la chaleur dans un prisme dont Fcxtremitc est assujettie a 

une temperature constanto. 

X. Du mouvement varie do la chaleur dans un solide de forme cubiquc. 

XL Du mouvement linoairc et varie de la chalour dans les corps dont une dimen¬ 
sion ost infmie. G. D. 
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XII. 

Ih s temperatures terrestres. et du mnueement dc la e/udetir dims I'l/ileneur 
d'tmc sphere solide, do/it In surface est assnjet/ie a des ehanpemenls 
perioditptcs de temperatures. 

80 . 

jni's a\oir oxposo los lois j'l'iti'raU*s du tuouvoinonl do la olialour 
d;m> los corps solidus, il no sera point intililo d’indi<im*r uno dos prin- 
<-tpatos applications do ootto thoorio. On a ohoisi pour ool objol la 
question dos temporal tiros torrostros. Auotino branoho do l’oludo do 
la naluro no nous intorosso davauta^o, ot no pout nous olli-ir tin sujot 
plus di^no do nos roohorohos. A ia vorilo, I’examon tlo collo Rrando 
quoslinn o\ijs'orait dos observations oxaotos ol multiplioes, tpti n’ont 
point otiooro btb i’aitos; mats on pout maiutenanf determiner par lo 
oaloul I os Inis do la propagation do la ohalour dans lo globe lorroslro, 
ot rainonor it into thoorio oommuno los ohsorvations <pii out olo 
roottoillios justpt’ioi. 

l,os dillo rents points tlo la surface do la 1 orro soul iuegaloment. 
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exposes a I’action des rayons solaires. Les mouvements que cette pla- 
nete accomplit sur ellc-meme et dans son orbite rendcnt tres variables 
les effets successifs de la chalcur du Soleil. Si Ton plagait des thermo- 
metres dans les differents points de la partie solide du globe, imme- 
diatement au-dessous de la surface, on remarquerait des changements 
eontinuels dans chacun de ces instruments. Ces mouvements de la 
cbaleur a la surface ont des relations necessaires avec tons ceux qu’elln 
eprouve dans l’interieur du globe. On se propose ici d’exprimer ces 
relations par I’Analyse. 

Les grandes variations de la temperature a la surface du globe sonf 
periodiques : elles se reproduisent et redeviennent sensiblement les 
memes apres l’intervalle d’une annee. Ainsi la question consiste prin- 
cipalement a determiner le mouvement de la cbaleur dans un globe 
solide, d’un diametre immense, dont la surface est assujettie a Fac¬ 
tion periodique d’un foyer exterieur. On fait ici abstraction des causes 
propres qui pourraient faire varier la cbaleur dans l’interieur meme de 
la Terre; car dies n’ont qu’une influence extremement bornec sur le 
systeme general des temperatures. Au restc, il convient d’etudier sepa- 
rement toutes les causes qui concourent aux temperatures terrestres, 
ct de soumettre d’abord a unc analyse rigoureuse les effets des causes 
principals. En comparant ensuite les resultats du calcul ct ceux de 
1’observation, on distinguera les effets accidentels, etl’on parviendra a 
determiner les lois constantcs des grands mouvements que les varia¬ 
tions de temperature occasionnent dans les mers et dans l’atmosphere. 

Si Ton suppose que tous les points de la surface d’un globe solide 
immense soient assujettis, par une cause exterieure quelconquc et 
pendant un temps infmi, a des changements periodiques dc tempera¬ 
ture pareils a ceux que nous observons', ces variations nc pourront 
affecter qu’une enveloppe spherique dont 1’epaisseur est infiniment 
petite par rapport au rayon; e’est-a-dire qu’a une profondeur verti- 
cale peu considerable la temperature d’un point aura une valeur con- 
stante qui depend, suivant une certaine loi, de toutes les temperatures 
variables du point de la meme verticale situe a la surface. Ce resultat 
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important esl donno par los observations, el I’on vt'rra aussi qu’il esl 
facile d(‘ lo deduire do la Ihoorio. Mais il faul rontarquor quo, la valour 
fixe d(‘ la temperature n’esl point la memo lorsqu’on change do vor- 
lioalo, paree qu’on suppose quo Ii>s points eorrospondanls do la surface 
eprouvonl iitegalemcnl I’action du foyer oxtoriour. Si done on lail abs¬ 
traction do I'onvoloppo du finin' solido, on pourra (lire quo los divers 
points do sa surface sont assujetlis ii dos temperatures constant,os pour 
cliacuu do cos points, mais inegales pour ill's points di lie rents, La 
question consislora muintonaiil. ii connailro (|ind doit el re l’dlat intc- 
ricur rdsiiltanl do 1’otat dound do la surface. II faudra representor par 
dos formulos goncralos lo mouvomenl constant do la chaleur dans 1’in- 
toriour do la sphere, ct determiner la temperature live d’un point 
desiguc, On voil, par cot expose, quo nous avons iei deux questions ii 
traitor : dans la premiere, on ennsidoro los oscillations periodiquos do 
la clialcur, dans 1’eii veloppe do la sphere, it dos profondours aeeos- 
sibles; el dans la soeoude, <;tii n'intcrosso, pour ainsi dire, quo la 
(Itcoric, ii s’agil do determiner los temperatures lives el morales do 
la parlie inferieure du solide qui no parlieipe point aux perturbations 
ohsorv cos it la surface. 

81 . 


(>u siipposera done, on premier lieu, quo la surface, d’uno sphere 
stdnle, d'un ties grand diami-tre, ost assujottie on sos divers points ii 
des chan^eiueuts pcriodiijues tie temperature, analogues it ceux quo 
Ton remartjue \ers la surface do la I'erre; el 1'on determinora quel esl 
relict tie cos variations it une profondeur pen considerable. 

11 taut d*abord conddorer tj«»e Ton tbiit iei fa ire abstraction du inou- 
\ement tie la chaleur dans h* sens horizontal. Kn diet, tous los points 
do la surface qui sont eonligns, et eompris dans une assoz grande 
ctemiue, doiveiit etre regardes nmime egalcmont alfeetes par It's 
causes exterieures : il on resulte quo les points eorrespondants places 
dans riiitericur it une profondeur pen considerable out aussi, dans lo 
undue instant, des temperatures sensibiement egales; done ils so com- 
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muniquent ties quantites tie chaleur extremement petites. II n’en est 
pas de meme des points contigus d’une meme ligne verticale; leurs 
temperatures, prises dans un meme instant, different entre dies de 
quantites incomparablement plus grandes que celles des points ega- 
lement distants de la surface. Par consequent, le mouvement de la 
chaleur qu’il s’agit de connaitre, pour une ligne verticale donnee, est 
scnsiblement le meme que si tous les points de la surface de la sphere 
subissaient des changements periodiques entierement semblables. II 
reste done a considerer le mouvement de la chaleur dans cette derniere 
hvpothese. Les points egalement distants du centre de la sphere con¬ 
served alors une temperature commune e qui varie avec le temps 
ecoule /. En designant par x la distance au centre, on voit que e est 
une function de x et t qu’il faut determiner. L’equation 

di CD \iCr 2 x dx) ’ 

quo Ton a obtenue precedemment (art. 11) ('), represente les varia¬ 
tions instantanees des temperatures dans une sphere solide dont les 
couches spheriques sont inegalement echauffees; e’est-a-dire que, si 
I’on donnait actuellement aux points de la sphere places a la distance '.v 
une temperature e, v etant une fonction de x donnee, et que Ton voulut 
connaitre le resultat instantane de Paction mutuelle de toutes les parti- 
cules, il faudrait ajouter a la temperature de chaque point la dilferen- 
tielle 

K f (Pe 2 dr \ , 

CD ydj; 2 x dx) 

On voit par la que cette equation, que Pon avait trouvee pour le cas oil 
le solide se refroidit librement apres son immersion dans un liquide, 
exprime aussi la condition generale a laquelle la fonction e doit satis- 
faire, dans la question que Pon traite maintenant. On remplacera la 
variable x par X — u, X designant le rayon total de la sphere, et u la 


( t ) Theorie de la chaleur, art. 113, p. 92 . 


G. D. 
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(lislaun- pcrpeiidiculairc nitre la surface cl le point dont la lenipc- 
ralurc cst t . On uliticut par ccltc suhsliluliun, c| cn consideranl \ 
routine tin Ires ^rand nniiibrr. 


ih' |\ l) V 
<>/ U> ,o«' 

On annul f mi panmir it *v mum* rrstilfat mi ronsidrrant iminodia- 
hniHUif lr motmuinuil linraiiv *li* la rhalrur dans un solidr trnninr 
par mi plan ititini; mats i 1 \ a, dans la qursfinn drs trinprrat urrs 
Irna’sltvs * divrrs prints i|iir Tan in* prut rriairrir quYn rmplovnnl 
Trqtiaftutt plus puirndr <jut numrut it la sphrrr. 

11 taut a juulnr a {i\ rnnarqurs pjvrrdrntrs qur Ton prut rnrnrr faiiv 
al^frarfmn dr Final primilif dans Injiirl m* trouvail lr solidr lorsqu’on 
a rmuiiiu in* a asmjrftir la Mirlarr au\ variations prriodiqtirs dr trm- 
prralftrr. Kit rtlrt, rr t rlat initial a rtrront inurlfrmrnt rhan^r, rl prn- 
daiif mi trtups nitiiii, mi sortr <j11 il s rst tratisfontir pro^rrssi vrinrnl 
un ini aiiln* Hat, ijm nr dnpMtd pi its qur 1 1 1 • ^ truiprraturrs varinldrs 
dr la rt * j 111 i • { Ini ittMitr prrtiidtipir. l,a dillrrrnrr <*nl n* rrt 

n t a I final r! ndlii qtti avail ru Inut all nnilinrurriUMi 1 a dhuittur dr 
plus rit plus, rl a ilisparii dYI Iraiuuiir r?itirnuttMif ; rltr rrstillail d'unr 
rlialrtir r \rrdunli* * j u i ** V\f d l ssiprr Itlirriitrtil daifs IVsparr rxfrrirur 
till dan s lr sfdtdr 1111 i 111 , \n rr Mr , n- uiMftr rrMtllal* qu’il rO farilr 
d‘apna r\ oir a fttinn, sr drd tl i f ,i!hH dll ralrtil. II rsf rxprimr par Irs 
liirntiilf's ru nri ,tl*- qur (‘tut idiftnif mi a v an t rjjard it Trial initial ; rl 
I MI I rrnitn,t1 1 fan Iriinuif ijlli* lr * trinprrat urrs tinalrs du sol idr sun 1 
p«‘rtndtijtirs„ ,u in!i‘\ iMiitMit Irs uiiuiirs aprrs un inlrrvallr dr Iruips 
rj*at a rdm tjtn di*t«‘ni» inr \v jvtsutr drs iMtiprraf tirrs dt* ha surlarm Il 
a paru Miprillu d Yuli rr im «tatis rr drvrlnpprinrnl. 

On \iiit 111a111 1 r11anI ijsir la fnurtiou rhnvhrr r dr a* rt / rst prrin- 
diijur par rapport an trinps /, rl qtiYIlr satUfait *t lYqualion grnrralr 

M K MV k *JV 

«if l ill thi 3 4 #li# ? 
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Elle salisfait aussi, lorsqu’on fait u — o, a i’equation determinee 

<’ = ?(*)> 

cp etant une fonction periodique que Ton suppose connue. C’est au 
moycn de ces conditions qu’il faut determiner la fonction i\ 

La nature de la fonction cp est telle, par hypothese, qu’elle ne change 
point de valeur si Ton ecrit t -+- 0 au lieu de t, 0 etant la duree dc la 
periode; il doit en etrc de meme de la fonction v. 

On satisfait a l’equation (e) en supposant 

y = ae~^ u cos (2 g s kt — gu), 

on 

t> = ae~s ,L s i n (2 kt — gu). 

Ces valeurs particulieres se deduisent de celles que nous avons em¬ 
ployees jusqu’ici; il suffit de rendre les exposants imaginaires. Les 
quantites g et a sont arhitraires. On peut done exprimer la valeur 
generale de t> par l’equation suivante : 

(’ = -I- e~& K [a cos(2^ 2 kt — gu ) -b b sin (2 g* kt — gu )] 

-b e -#>" [ a t cos(2 g\ kt — g x u) + b t sin (2 g\ kt — g t u )] 

-b cos (zgl kt — g 2 u) -b b 2 sin(2^1/fi — g^u)] 

-b. 

En supposant it = o, on aura l’equation de condition 

y(t)—-y-a cos2g- 2 kt -b b sin2 g* kt 
-b a L cos 2 gf kt -b bi sin 2 g\ kt 
-b cos2g -|kt -b sin2g -|kt 



Pour quo cede fonction soit periodique et qu’elle reprenne sa valeur 
lorsqu’on augmente 1 dc l’intervalle 0, il suffit que 

zg i k8 = 2 in, 

i etant un nombre entier quelconque. Si l’on prend pour g, g K , g t , ■■■ 
des nombres qui satisfassent a cette condition, la valeur generale de e 
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doinuui pur l’equation (<•) sera periodique aussi, ct ne changera point 
lorsqu’on eerira i f-0 an lieu do f; car eette substitution ne fera 
qu’augmenter d’un multiple de la circonfercnee entibre toutes les 
quantiles <|ui soul, sous les sign.es sinus on cosinus. 

On a done 


V 

( / ) - a | (t J cos ( 

,'V‘K 

h { sin 

[ 2 7T \ 

(-0 0 



t r/ a cos ^ 


sin 




i rr : , cos ^ 

1 . 

>T')' 

sin 



La l‘<)n<‘lion cp(/) 

(Maa( supposed 

couiuu\ 

il sora lac*ilc v dV.n 

(leduire les 

valours <lus ooofli 

irionls a s , a, 2i <t : 

i» ^ * * 

, b 

^ ^ 5 , . . 

.. On Iron- 

vora ( ar( - *11 ) ( 1 

) 

™ :7j 

f V i /) <//, 





rrn, J 

^ y (/) cos | 

\ '• ) 

(It* 



~ l/ ' i 

f y!/) sin 

(t'J 

tit; 



et on general 

\‘i f V< O <•<>«(/ <H, 

-h, f y(0 sin p \y t/l. 

Los integrales doivent efro jiriscs depuis ~]j l - o jusqu’a ? * / 21 c, 
ou depuis / o jusqu’ii / 0. Los coefficients (Slant ainsi determines, 

ot les oxposants ,g ( . ,g,., ,g,. ft, ... elant o, \J jfp \/y tj ■ 


( 1 ) T/ifiinr i/r Iti c/iairnr, art. 241, [>. •* |». 

II. 


(1. I). 
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3 71 / • 7T .! . 

jtq’ ■ ■ • ’ y l jg’ ‘ 3 R ne reste rien d’inconnu dans la valeur de r. 
L’equation suivantc fournit done la solution complete de la question : 


i r 0 

W 9(0 


It -+■• 7j e 


2 -'V^) 


, 2 71 

COS ( -Q-t— It 


l ,?(,)c “ s ( f ‘) d ‘l 


sm 


T‘-“\/ s) A 


9 (f) sin ( ~t\dt 


-VS 


, 2 7T 

COS ( 2 - 75 - £ • 
7 


[ Bi 


- , 2 7T 

sm ( 2 -g -1 - 


'V 2 ^)/ 9(0cos( a ^<) < ftj 
U \/*Z*)f 9(0 sin ( 2 ^ t)dt 


, . 2 7Z 

JTk I cos l 2 -§■ 
2 ~"Vao * ^ 


<?(0 cos( 4 ^ /) di 




82 . 

Cette solution fournit diverses consequences remarquables. Les 
quantites exponenticlles 



forment une suite decroissante, ct la diminution cst d’autant plus 
rapide que la quantite u est plus grande. 11 en resulte que la tempe¬ 
rature des points du solide places a une profondeur un peu conside¬ 
rable cst rcprcsentec sensiblement par les deux premiers termes de la 
valour de v. En effet, il faut remarquer que les quantites variables qui 
multiplient les exponentielles sont toutes affectees des signes cosinus 
ou sinus; elles ne peuvent done acquerir, lorsqu’on fait varier t ou u, 
que des valeurs comprises entre 1 et — 1 . A l’egard des coefficients 
qui contiennent le signe integral, ils sont tous constants; done les 
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Ionites sueeessifs tit* la valour do o diminuont Ires rapidomonl si Ton 
augntenle la valour do it. 

Mil dormant a oollo quanlito a uno oorlaino valour l\ qu’il osl aiso 
do determiner, lo soooud tornio do la sorio dovionl uno quantile oxlro- 
menienf petite, ot alors la valour <lo u os( oonslanto ot dotneuro ainsi 
la mdino pour timlos los prolondours qtti siirpassonl l . Ainsi I’Analyso 
nous fait oounaitro quo la temperature dos lioux proronds osl fixo ol 
no parlioipo auouuouiout aux sarialions qui on) lii'ii ii la surlauo. 

HU. 

Do plus, oollo lonqioraturo iuudamentalo equivaut ii 

, f •» 1 1 1'//, 

yi 1 1 roproM-nlant la loinporaturo variahle du point dr* la surfaee. Done 
la toiuporaturo Ike dos lioux profoud- osl la valour moyonno <lo loutos 
|i*s temperatures variables tdtservecs a la surface. Los obsorvatious out 
dotitio dopuis Intifftemps los monies rosiiltafs; ils so presontont aujmir- 
d’l.ui oouiuio dos consequences ovidoutos do la thoorio inathcmulique 
ilo la olialonr . 

Hi. 

Mu dosij.<i)iint par u la ddbuouoo onlro la loinporaturo moyonno ot 
oollo ill's piituis « 1111 snut places a nuo probwidcur u pen dilloronto 
ilo I , ini aura 

*■ tl 

^ CMS ( * t ) I > 1 / roirt -fj ^ ill | 

^ ‘ _ .<1 i 

f s„, I , I J f .,/isin (•* \ j 'It ] 

, , 11 ' 1 /'*!«' v«)b 

>/. h ol % avanl los valours designees procodent men! par a,, ft, ol g { . 
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Cette derniere equation peut etre transformee en celle-ci 


v—v—\j ©(i) dl-e~s' H (a- 


i 

2 ) 2 sin 


a g 2 kt ■ 


gu -+- arc tang ^ 


Si maintenant on regarde u comme constante, et que Ton fasse varier i, 
la quantite w aura pour plus grande valeur 

Done la temperature d’un point place a une profondeur assez conside¬ 
rable est alternativement plus grande ou moindre que la temperature 
moyenne; la difference, qui est tres petite, varie comme le sinus du 
temps ecoule depuis l’instant oil elle etait nulle. Le maximum de la 
difference decroit en progression geometrique lorsque la profondeur 
augmente cn progression arithmetique. 

Les differents points d’une meme ligne verticale ne parviennent 
point tous cn meme temps a la temperature moyenne; en sortc que, si 
Ton observait dans le meme instant les temperatures des points d’une 
verticale, on trouverait alternativement des points plus chauds et des 
points plus froids. Si l’on veut connaitre a quelle distance sont deux 
points qui parviennent en meme temps a la temperature moyenne, il 
faut ecrirc 1’equation 

sin (zg-kt — gu + arc tang = o, 


d’oii Ton conclut que la difference u ’— u entre les profondeurs doit 
etre telle que 1’on ait 

g(u '— u) - in, 

i etant un nombre entier quelconque. Ainsi deux points dont la 
distance verticale est \ ont dans le meme instant la temperature 
moyenne; mais, pour l’un, cette temperature est croissante; et, pour 
l’autre, elle diminue lorsque le temps augmente. 

On voit par la que chaque point de l’interieur du globe subit des 
variations de temperature analogues a celles que nous observons a la 
surface. Ces variations se renouvellent aussi apres un meme intervalle 
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de temps, qui est la duree de l’annee; mais elles sont d’autant moin- 
dres que les points sont places a une plus grande profondeur, en sorte 
qu’elles deviennent insensibles lorsqu’on penetre dans des souterrains 
profonds. Chaque point parvient, soit a son maximum de chaleur, soit 
a la temperature moyenne, a une epoque qui depend de la distance a 
la surface. Si l’on suivait cette temperature moyenne depuis l’instant 
ou elle alfecte un point donne de l’interieur du globe, en passant avec 
elle dans les points inferieurs, on parcourrait la verticale d’un mou- 
vement uniforme. 

La duree de la periode qui determine le retour des temperatures de 
la surface influe beaucoup sur l’etendue des oscillations et sur la dis¬ 
tance des points qui atteignent on meme temps leur maximum de cha¬ 
leur. En eflet, la plus grande variation ayant pour valeur 

u k /JL 

b'-y- ou e x 9 (a 2 6 -) 2 , 


il s’ensuit que, pour qu’elle demeurat la meme lorsque 6 augmente, il 


faudrait que le quotient 


ne changeat point de valeur : done les pro- 


fondeurs pour lesquelles les plus grandes variations sont egalement 
insensibles dependent du nombre 0, et elles croissent comme les 
racines carrees de la duree des periodes. T 1 en est de meme de la dis¬ 
tance de deux points d’une meme verticale qui atteignent en meme 
temps leur maximum de temperature. Ainsi les petites variations 
diurncs de la chaleur penbtrent a des distances dix-neuf fois moins 
grandes que les variations annuelles; et les points qui atteignent en 
meme temps leur maximum de la chaleur du jour sont environ dix- 
neuf fois moins eloignes que ceux qui parviennent ensemble a leur 


maximum de la chaleur annuelle. 


A l’egard de la constante k, qui represente 


K 

CD 


5 elle influe selon le 


memo rapport que le nombre 0, et les oscillations de la chaleur sont 
d’autant plus amples et plus profondes que la masse qui est exposee a 
son action a une plus grande conducibilite. 
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Par exemple, si la constante k etait infinie, l’etat interieur du solide 
serait partout le meme que celui de la surface : on pourrait le con- 
dure aussi de l’analyse precedente; car, en supposant k = oo dans 
l’equation generate (E), tous les termes qui contiennent u disparais- 
sent, quel que soit le temps et la valeur de v est la meme que si Pon 
fait a = o. 

Les resultats precedents, deduits de l’equation (E'), n’ont point 
lieu, on general, lorsque les points sont places a do tres petites pro- 
fondeurs : il faut alors employer les termes subsequents de la valeur 
de v. L’etat variable des points voisins de la surface depend de la fonc- 
tion pcriodique qui determine les temperatures exterieures; mais, a 
mesure que la chaleur penetre dans le solide, elle y affecte une dispo¬ 
sition reguliere, qui ne depend que des proprietes les plus simples 
des sinus et des logarithmes, et ne participe plus de l’etat arbitraire 
dc la surface. 

85. 

II est facile de connaitre les valeurs numeriques des quantites que 
l’on vicnt de considerer, mais nous ne pouvons appliquer aujourd’hui 
cette theorie qu’aux substances solidcs qui ont ete 1’objet de nos pro- 
pres experiences; car ces quantites h etK, qui expriment des qualites 
speciliqucs des corps, n’avaient jamais ete mesurees. Nous determine- 
rons done les mouvements periodiques de la chaleur dans un globe de 
fer d’un tres grand diametre. 

Pour trouver la conducibilite specifique de cette substance, on a 
observe les temperatures fixes des divers points d’une armille de fer 
exposee ii Paction permanente d’un foyer de chaleur. Du rapport con¬ 
stant - + - — ? on a deduit la valeur approchee de ~ Ensuite on a 
observe le refroidissement rl’une sphere solide de fer : on a conclu la 
valeur num6rique de La comparaison de ces resultats a fourni la 
valeur de K, qui differe peu de f. A l’egard des constantes C et D, on 
en connaissait deja les valeurs approchees. 

L’unite de longueur etant le metre, 1 ’unite de temps une minute, 
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1 unite de poids un kilogramme, les valeurs approchees de h et K peu- 
vent etre exprimees.ainsi : 


h — JL K — £ 

,L 5 J - 2 • 

Quant aux valeurs approchees de C et D, on a 

C = ^, 0 = 7800. 

L’unite qui sert a mesurer les quantites do clialeur est la quantite 
necessaire pour convertir un kilogramme de glace a la temperature o 
en un kilogramme d’eau a la merae temperature o. 

Pour calculer 1’effet des variations diurnes de la temperature, il faut 
prendre 

6 = 1440 minutes. 

Si Ton fait ces substitutions, et que Ton chcrche la valeur de g ou 

V^inr’ on trouvcra qu’en supposant n = 2 m ,3o25 I’exponentielle 
c~ gn est environ —. Par consequent, a cette profondeur de 2 m ,3o2o, 
les variations diurnes scront tr'es petites. On calculera les variations 
annuelles de temperature en conservant les valeurs precedentes de K, 
C, D, et prenant 0 = 365 x i44° minutes : il sera facile de voir que 
ces variations sont tres peu sensiblcs a une profondeur d’environ 
Go metres. 

Quant a la distance qui separe deux points interieurs de la meme 
vcrticale qui parviennent en meme temps a la temperature moyenne 
annuelle, olio a pour valeur ^ et, par consequent, differe peu de 

o 

3o metres. 

Si Ton suivait la temperature moyenne a mesure qu’elle passe d’un 
point int6rieur du globe a tous ceux qui sont places au-dessous de lui, 
on descendrait d’un mouvement uniforme, en parcourant environ 
3o metres en six mois. Les substances qui forment Penveloppe exte- 
rieure du globe terrestre ayant une conducibilite specifique et une 
capacite de chaleur differentes de celles du fer, on observe que les 
variations diurnes ou annuelles deviennent insensibles a des profon- 
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deurs moins considerables, et que la propagation do la temperature 
moyenne s’opere plus lentement. 

Inexperience nous a fait connaitre depuis longtemps que la tempe¬ 
rature des lieux profonds est invariable, et qu’elle est egale a la valeur 
moyenne des temperature observees a la surface dans lc cours d’une 
annee ; que les plus grandes variations des temperatures, soit diurnes, 
soit annuellcs, diminuent tres rapidement a mesure que la profondeur 
augmcntc; que ccs dernieres penetront a des distances beaucoup plus 
considerables; qu’elles n’ont point lieu en meme temps dans les diffe- 
rents points, et qu’a une certaine profondeur les epoques des plus 
grandes et des moindres temperatures sont entierement opposees. 
L’Analyse mathematique fouimit auj’ourd’hui l’explication complete de 
ces phenomenes : elle les ramene a une theorie commune et en donne 
la mesure exacte. Si ces resultats n’eussent point ete connus, nous les 
deduirions de la theorie, comme des consequences simples et evi- 
dentes de l’equation generale que nous avons rapportee. 

86 . 

Nous allons maintenant indiquer uno autre application des formules 
qui represented le mouvement periodique de la chaleur dans un globe 
d’un tres grand diametre. II s’agit d’evaluer la quantite totale de cha¬ 
leur qui, dans un lieu determine, penetre la surface du globe terrestre 
pendant un an. 

On ne peut connaitre que par des observations assidues quel est, 
pour un lieu donne, l’ordre successif des temperatures pendant le 
cours d’unc annee. A defaut do ces observations, qui n’ont point 
encore etc faites avec une precision suffisante, nous choisirons pour 
exemplo reflet resultant d’une loi semblable acelle qui s’etablit d’elle- 
meme dans l’interieur du solide. Cette loi consiste en ce que la diffe¬ 
rence de la temperature actuelle a la temperature moyenne augmente 
proportionnellement au sinus du temps ecoule depuis 1’instant ou cette 
temperature moyenne avait lieu. 

Si 1’On suppose que deux thermometres soient places en deux points 
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trcs voisins d'line im>mc verlieale, cl, quo 1c premier suit immcdiale- 
menl au-dcssous de la surface, la marohe (“.omparec.de. cos instruments 
(era cntinailre les diets respeclifs dc la chale.ur exlcrieure et de la 
chalcur terreslre. horsque lc thermomiTre superieur marquera une 
temperature plus devec que relic du second, il s’cnsuivra quo la cha- 
lenr eommtiniqtteo par les rayons solaires, on d’autres causes exte- 
ricitres, penelre alors dans lc el. rechauffe; mais, lorsque le 

therinoinefrc inferieur deviendra le plus eleve, on en conclura que la 
chalcur excedante que la Terre avail aequiso commence a sc dissiper 
dans I'atmosphere. l,a Tern 1 ac(jnicrt aiasi une chalcur nouvcllc pen¬ 
dant title partic dc I'anneo; <dlc la peril ensuite cnticrcmcnt. pendant 
rautre partic dc la mciiic amice. (lette periodic sc trouve par la divisce. 
cn dcu\ saisnns contraircs. ha question eonsiste a exprimer exaclc- 
mrut la quautitc dc la chalcur qui, traversant une surface d’une elen- 
<1 in* thinner t un metre carrc ), penetre l’intcricur du globe pendant la 
durce dc rcrhaulfcinrtit annuel. Pour mesurer ccttc quantile de oha- 
lettr, on dctrrmiucra comhicn die pourrait fondre de kilogrammes de 
glare. 

Dans lc nis que nous examitmns, Ir mouvement perioditpie de la 
chalcur cst cvprtme par lYqiiatiou suivante : 

it i ' f ’’«• *•*'( o s i /»’)’ >in ^ -x^kt a'” i arelang~y 

Scion Ich pritiripcs que nous avons demontres dans le cours de eet 
Onvragc, la quautitc de chalcur qui, pendant un instant infiniment 
petit ///. passe d'uu point de la vertiealr a un point infdrieur, dans un 
filet solide doitt la seetiim est m, a pour expression — K^udl; K re- 
presente la eoudneihilite interieure (t'ot’r le ionium I, art. 4) ('). Pre- 

, 1 , Un ,.*»• ,{,■ U» • luihur, art. i:*7, p. hi. mi art. 07 ot OH, p. 4 a- Voici d’ailleurs 
I njiiiir!* il.i I f*»m*M*» frontier ; 

j a . iMlimr ijui |u«%c pendant un temps dtkermiml T dans une soction Sd’un 

priMur .xticii' ‘i.nii O n Ii.iii'n ciirres|t*»mlantcs au\ utwawHes x m X sont assujettios & des 
,.h live, ii i'i It. cl «|tu *e incut dan* lc sens suivant locjuol les x augmentent, ost 
po.porticnuellc a Menduc de la wetiun, * h durde du temps, ti la difference des temp6- 
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nant la valeur de on aura l’equation 


du 


dp 

du 


— e -$ u g \i 2 ( a 2 --h b 


2 )2 sin jj 


2 g~ kt — gu — arc tan£ 



L’echauffement annuel commence done lorsqu’a la surface de la Terre 
la quantite qui est sous le signe du sinus, etant nulle, commence a 
devenir positive. II dure six mois, et le refroidissement a lieu pendant 
Tautre moilie de l’annee. La vitesse avec laquelle la chaleur penetre 

dans Tinterieur est proportionnelle a la valeur de — —• Ce flux do 

chaleur, a la surface oil la quantite u est nulle, est represente par 


g\/2 ( a 2 6 2 ) 2 sin 


2 g*kt- 


- arc tang 



II faut maintenant, pour determiner la quantite acquise pendant la 
duree de rechauffement, multiplier Texpression precedente par df , et 
integrer depuis la valeur de t qui rend nulle la quantite, 


2 g~ kt ~ arc tang 


ct -f- h 
a — b 


jusqu’a la valeur de i qui rend cette meme quantite egale a u. 

Si Ton prend entre ces limites l’integrale — ^ ()n aura 

(«*-+-&*)* Xr. 

gk 

i 

On voit, par l’expression generate de la valeur de w, que (a 2 -1- /; 2 ) s 
represente le maximum de la difference entre la temperature variable 
et la temperature moyenne. Soient A cette plus grande variation, dont 
la valeur est donnee par l’observation, etM la quantite tolale de eh a- 


ratures extremes, et elle est en raison inverse de la distance perpendiculaire des bases. 
Cette quantit6 est exprimee par' 

A — X 


R 6tant un coefficient constant qui depend de la nature du solide. 


Gr. D. 
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est devenue plus chaude que les couches inferieures. La saison du 
refroidissement commence done j d’annee avant que la temperature 
decroissante de la surface soit parvenue a sa valeur moyenne; et cette 
saison dure une demi-annee. Si 1 ’on voulait appliquer ces resultats au 
climat de Paris, on pourrait supposer A = 8 d (division octogesimale). 
A l’egard des constantes K, C, D, si l’on choisit celles qui conviennent 
a une masse solide de fer, on aura pour valeurs approchees 

K = f, C = Jf, D = 7800- 
Faisant ensuite 0 = 60.24. 365 , on trouvera 

„ . /2KC09 

On voit par cet exemplede calcul que la theorie fournit le moyen do 
determiner exactement la quantite totale de chaleur qui passe dans le 
cours d’une demi-annee de l’atmosphere a l’interieur de la Terre, en 
traversant une surface d’une etendue donnee (un metre carre). Cette 
quantite de chaleur equivaut, dansle cas que nous venons d’examiner, 
a celle qui peut fondre environ 2856 kg de glace, ou une colonne de 
glace d’un metre carre de base sur 3 [n ,i de hauteur. 

87 . 

II nous reste maintenant a considerer le mouvement constant de la 
chaleur dans l’interieur ‘du globe. On a vu que les perturbations pe- 
riodiques qui se manifestent a la surface n’affectent point sensible- 
ment les points situes a une certaine distance au-dessous de cette 
surface. II faut done faire abstraction de l’enveloppc exterieure du 
solide, dans laquelle s’accomplissent les oscillations sensibles de la 
chaleur, et dont 1’epaisseur est extremement petite par rapport au 
rayon de la Terre. L’etat du solide interieur est tres different de celui 
de cette enveloppe. Chaque point conservant une temperature fixe, la 
chaleur s’y propage d’un mouvement uniforme, et passe avec une 
extreme lenteur des parties plus echauffees dans celles qui le sont 
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ntoins : elle penotre a c.haque instant el do plus en plus dans l’inle- 
riettr <lu p;Iobo pour remplaeer la chaleur qui s<*. delourne vers les re¬ 
gions polaires. On n’enlreprendra [mint, ici de traitor cello question 
dans Louie son clcnduc, pareo qn’olle nous parailseulemenl analyliquo, 
(‘I qu’elle n’a point d’ailleurs line connexion neeessaire avee les fondo- 
nienls do la I iteorie : mais il eonvenail a I’objet de eel Ouvrage de 
monlrer <|iie tonics les questions de ce genre peuvenl maintenanl dire 
soumisos a 1’Analyse malhematique. 

On suppose (pie tons les points do la eiro,(inference d’un grand c.('rc.Ie 
(race sur la surface d’unc sphere solide out acquis el o.onservenl unc 
temperature commune; quo tons les points do la circonlerence d’un 
cercle queleonque, trace sur la surface parallolomonl an premier, out 
aussi unc temperature pcrmancnle el commune, diHeronlo de celledes 
points de I’equatour, et que la temperature fixe decroit ainsi depuis 
Toquatour jusqu’au pole suivant une loi determines La surface etanf 
mainlenue, duraut tin (emps infmi (‘t parties causes exterieures quel- 
eonques, dans Total quo nous venous de dccrire, il est neeessaire que 
le solide pnrvitmne aussi a tin dernier etal, et alors la temperature d’un 
point interieur queleonque n’eprouvera auettrt ohangemonl. Il esl ma¬ 
nifesto (jtte, si, par It* centre d’un parallele et dans sou [dan, on deceit 
unc eireonferenoe d’un rayon queleonque, tons les [mints de eotte cir- 
oonferenee auront la memo temperature. 

Cola jmse, Ton va demontrer que I’liquation suivante 

e ros.c j <•> , ' a ' r dr 

represente tin etal particulier du solide qui subsisterait de Iui-m6me 
s’il etait forme : x designe ia distance d’un point du solide au plan de 
Tequateur, etj sa distance u I’axe perpendiculairo it I’dquateur; rest 
la temperature pcrmancnle du memo point; Tindeferminee rdisparait 
apres Tintegration, qtti doit elre prise depuis r o jusqu’a r ~~ it. L’li¬ 
quation 

c cos.c J e* mr dr 
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satisfait a la question en ce que, si chaque point du solide recevait la 
temperature indiquee par cette equation, et que tous les points de la 
surface fussent entretenus par un foyer exterieur a cette temperature 
initiale, il n’y aurait dans l’interieur de la sphere aucun changement 
de temperature. Pour verifier cette solution, on etablira : i° que la 
valeur de e donnee par l’equation 

(’ = cosa; y V C0S 'dr 


satisfait a l’equation aux differences partielles 


d i v d-e i de 
dx- dy~ y dy 


2 0 que l’elat du solide est permanent lorsque cette derniere equation 
est satisfaite et que les points de la surface sont entretenus a leur tem¬ 
perature initiale. 

En designant par u la fonction de y qui equivaut a l’integrale definic 



e ycoar dr, on aura 


r =z= a cos^r; 


et, subslituant, on a 


(P it i du _ 

4F ~ h y ~dy ~ 


equation differentielle du second ordre a laquelle la valeur de u satis- 

J r* 

I e ?cosrrf r ] a 
0 

forme exprimee par l’equation suivantq 


/ 


e ycos r d r — 7C ( 1 + 


2 - 


r 


y* 


2 2 .4 2 .6 2 2 2 .4 2 .6 2 .8 s 


qu’il est facile de verifier. Cette expression de la somme de la serie 


r 


r , jr_ __ 

2 2 2 2 . 4 2 ' 2 2 . 4 2 . 6 2 


est une consequence evidente de la proposition generale enoncee 
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-Jtt 

dans Particle oil {' ), et <jui domic le dcvcloppcmcnt dc Pinlograle 
I o(/ sin// \tla, ? etant unc Idiiction quelconque. Or Pequalion 


satislail cvidcnimcnt a Pequalion diHerontielle 

ft it I dtt 

U , . i 

dy r y dv 

dour la valour fKirticiilirrr tionmV par I’rqualion 

r' K 

i* row I r *dr 

* n 

satisiail it Pequalion aux diilerenees partidlcs 

il 9 v (p \> I th* 

fl.i 1 ilp # y tly 

Cette deniiere equation cxpriuic la condition neeessairo pour ijih‘ 
rltaqnc point du solide conserve sa temperature. ftn effet, itnaginons 
(|tie. Pave etant divine eu tine infinite de parties cgales t/.v, on clove 
dans le plan d’uu meridien toutes les eoordotinees perpondieulaires it 
eet axe et tpti passenl paries points de division; et paroilletnent, quc, 
le diametre de Pequatctir, dans le plan du memo meridien, etant divise 
on tin uomltre intiui de parties cgales <ly, on tileve, par tons les points 
de division, des perpeudiettlairesqui eoupent lespreeedentes, On aura 
divise ainsi Pa ire du meridien en rectangles inliniment petits; et si le 
plan de ec meridien touriie stir Paxe, le solid© sera divise lui-memo 
en tine infinite d’elements dont 1 st figure est eelle tl'tine armille. 

('diaetin de e«»s elements est place enlre deux a litres daus le sens des a”, 
et entre deux attires dans le sens tics v. La quantile de eltaleur cjiti 
passe cPtm element it eeltti qui est place a pres lui dans le setts des ,r 
est ©gale it 

ill® , 

k 4 'knvdy. 


1 * 1 dt in art. 311,1* 141* 


C*. I>. 
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Ce second element transmet done a celui qui le suit dans le sens des x 
une quantite de chaleur exprimee par 


k % ; ‘ l ' K y d y~ d { k %‘ l ' K y d J')’ 


d indiquant la differentiation par rapport a x. Done l’elemenl interme- 
diaire acquiert, a raison de sa place dans le sens des x, une quantite 


dc chaleur egale a 


k 


dv_ 

dx 


inydy^. 


On voit dc la merae maniere qu’un element transmet a celui qui est 
place aprhs lui dans le sens des y une quantite de chaleur exprimee 
par — k^2-xydx; que ce second element communique a celui qui le 
suit dans le meme sens une quantite de chaleur egale a 

— k 2 n y dx — $ ^/c ^ 2 71 y dxj , 

o etant icile signe dela differentiation par rapport a y. Done I’element 
intermediate acquiert, a raison de sa place dans le sens des_y, une 
quantite de chaleur egale a 

§ { k j^ 27: y dx )- 

II suit de la que la temperature de cliaque point du solide sera inva¬ 
riable si 1 ’on a 1 ’equation 


dl £y d y)+*($?** 


ou 


d 2 v 
dx 2 


d 2 v i dv _ 

i/2 A*, 9 


dy % y dy 

et si, en meme temps, tous les points de la surface sont exposes a une 
action exterieure qui les oblige de conserver leurs temperatures ini¬ 
tiates. On pourrait aussi deduire cette equation de l’equation gene- 
rale (A), article 15 ( < ). 


(*) TMorie dc la Chaleur 3 art. 142, p. 120 . 


G. D. 
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11 ost nbeossairo do r(-in;u*<HM*r <juc liquation 


<’ cos./' 


/•* 

./■ / r dr 


nVxprimo <|u’tm blal pai’liiMiIitM* ol possible; il v a uno. infinite do so¬ 
lutions paroillos, cl oodo derniere n’aurail lion qu’aulant quo. la lein- 
|)braltiro (i\o diininuorait ii la surface, dopuis I’bquatour jusqu’au polo, 
suivant uno Ini cnnfnrmo ii ootto mbmo equation. On pourruit. aussi 
ohoisir rbquation 

,75 

r it c’us n »r I t tf *> r ti/\ 


i‘ a r, ru.H n v ( i 


z / 1 r 1 n\\ % 

vt’ ' aV,* ■*' uC/p.U* 


dans laquello a ost uno roustanlo indbtonninbo ot n nn noinbre arbi- 
It'ain*; ot 1’on toil (jni“ la sonuno di* plusieurs do cos valours partion- 
lioros satisfail encore a rbijiiation au\ dill'oroneos parliollos. Mais on 
n'a on vuo dans oot Artiolo quo do fain* distiuguor, par I'i'xainon d’un 
eas partioulior, ouinnioiit la obalour so propane dans la splu*ro solido 
dout la surfaro ost iucgaloinout bobauHoc. Cost oo <ju’on petit faeile- 
moiit reeoimailrc par family so prcccdcutc. 

Dans 1'olat partioulior quo nous oonsidbrons, qui ost oxprime par 
rb<|iiation 


OHS ( t 1 


P. p.tP 


lo rayon do la sphere olant pris pour funite, i! ost facile do voir quo la 
louipbraturo dos points do la surlaoo dberoil dopuis fequateur jusqu’au 
polo; quo si, par uu point quoloonquo du plan do fbquateur, on elevo 
uno porpondioiilairo jusqu’ii la surlaoo do la spboro, la ((‘tnpbraturo 
dboroit omuuio lo oosinus do la distanoo porpondioiilairo it 1’bquateur; 
ot quo pour uu paratlolo queleonque lit temperature augmente dans lo 
plan do oo parallel** snivanl lo rayon, dopuis lo contro jtisqu’a la surface, 
il. 4 
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Ainsi la temperature du centre de la sphere est plus grande que celle 
dupole etmoindre que celle de l’equateur, etle point lemoins echauffe 
de la sphere estcelui qui est place au pole. 

Pour connaitre les directions suivant lesquelles la chaleur se pro¬ 
page, il faut imaginer que le solide est divise, comme precedemment, 
en une infinite d’anneaux dont tous les centres sont places sur l’axe de 
la sphere. Tous les elements qui, ayant un meme rayon y, ne different 
que par leur distance x a fequateur sont inegalement echauffes, et 
leur temperature decroit en s’eloignant de Fequateur. Un de ces ele¬ 
ments communique done une certaine quantite de chaleur a celui qui 
est place apres lui, et ce second en communique aussi a l’element sui¬ 
vant. Mais 1’anneau intermediaire donne a celui qui le suit plus de 
chaleur qu’il n’en regoit de celui qui le precede; resultat qui est 
indique par le facteur cosx, dont la differentielle seconde est nega¬ 
tive. Les elements du solide qui sont places a la meme distance x de 
fequateur et different par la grandeur du rayon y sont aussi inegale¬ 
ment echauffes, et leur temperature va en augmentant a mesure qu’on 
s’eloigne de La surface. Chacun de ces anneaux concentriques echauffe 
celui qu’il renferme : mais il transmet a l’anneau qui est au-dessous 
moins de chaleur qu’il n’en regoit de l’anneau superieur; ce qui se 

conclut du facteur i -+- -+-..., dont la differentielle seconde 

est positive. 

Il resulte de cette distribution de la chaleur qu’un element quel- 
conque du solide transmet au suivant, dans le sens perpendiculaire a 
l’equateur, plus de chaleur qu’il n’en regoit dans le meme sens dc 
celui qui le precede, et que ce meme element donne a celui qui est 
place au-dessous de lui, dans le sens du rayon perpendiculaire a l’axe 
de la sphere, une quantite de chaleur moindre que celle qu’il regoit en 
meme temps et dans le meme sens de l’anneau superieur. Ces deux 
effets opposes se compensent exactement, et il arrive que chaque ele¬ 
ment perd dans le sens parallele a l’axe toute la chaleur qu’il acquiert 
dans le sens perpendiculaire a l’axe, en sorte que sa temperature ne 
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varie point. On reconnait distinctement, d’apres cela, la route que suit 
la chaleur dans l’interieur de la sphere. Elle penetre par les parties de 
la surface voisines de l’equateur, et se dissipe par les regions polaires. 
Chacun des elements infiniment petits places dans l’interieur du solide 
echauffe celui qui est "place au-dessous de lui et plus pres de l’axe, et 
il echauffe aussi celui qui est place, a cote de lui, plus loin de 1’equa- 
teur. Ainsi la chaleur emanee du foyer exterieur se propage dans ces 
deux sens a la foisj une partie se detourne du cote des poles, et une 
autre partie s’avance plus pres du centre de la sphere. C’est de cette 
maniere qu'elle se transmet dans toute la masse, et que chacun des 
points, recevant autant qu’il perd, conserve sa temperature. 

Le mouvement uniforme qu’on vient de considerer est extreifiemcnt 
lent si on Ie compare a celui qui s’accomplit dans l’enveloppe exte- 
rieure du globe. Le premier resulte de la difference des temperatures 
de deux paralleles voisins, et le second, de la difference des tempera¬ 
tures entre deux points, voisins de la surface, et places dans une meme 
verticale. Or cette difference, prise entre deux points dont la distance 
est donnee, est incomparablement plus grande dans le sens vertical 
que dans le sens horizontal. 

Independamment des changements de temperature que la presence 
du Soleil reproduit chaque jour et dans le cours de chaque annce, 
toutes les autres inegalites qui affectent le mouvement apparent de cet 
astre occasionnent aussi des variations semblables. C’est par la quo 
cette quantite immense de chaleur qui penetre la masse du globe est 
assujettie dans tous ses mouvements aux lois generates qui regissent 
l’univers. Toutes les causes qui font varier l’excentricite et les elements 
de l’ellipse solaire produisent autant d’inegalites correspondantes dans 
l’ordre des temperatures; cet ordre s’altere insensiblement, et se reta- 
blit ensuite dans le cours de ces memes periodes qui conviennent aux 
diverses inegalites. 

Le mouvement ellipti<jue, qui rend les saisons inegales, n’empeche 
point que la chaleur qui emane du Soleil dans le cours de chaque 
annee ne se distribue egalement entre les deux hemispheres; mais 
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cette difference dans la duree des saisons influe sur la nature de la 
fonction periodique qui regie les temperatures de cliaque climat. 11 
suit de la que le deplacement du grand axe de l’orbe solaire trans- 
porte alternativement d’un hemisphere a l’autre ces memes variations 
de temperature. Au reste, les differences dont il s’agit sont tres peu 
sensibles, et le progres en est extremement lent. On doit surtout les 
distinguer de celles qui resultent des causes locales, telles que la con¬ 
figuration du sol, son elevation dans 1’atmosphere, la nature, solide 
ou liquide, de la surface qui regoit la chaleur. C’est aux circonstances 
propres a chaque region qu’il faut attribuer les differences notables 
qu’on observe entre les temperatures moyennes des climats pareil- 
lcment situes dans les deux hemispheres. Les effets des causes locales 
different de ceux dont on a parle en ce qu’ils ne sont point periodiques, 
et qu’ils affectent sensiblement la valeur de la temperature moyenne 
annuelle. 


XIII. 

Des lois mathemaliques de I’equilibre de la chaleur rayonnante. 

89. 

Si Ton place divers corps, M, N, P, ..., dans un cspace vide d’air, 
que termine de toutes parts une enceinte solide entretenue par des 
causes exterieures quelconques a une temperature constante i, tous 
ces corps, quoique distants les uns des autres, prendront une tempe¬ 
rature commune; et cette temperature finale, dont celle de chaque 
molecule s’approche de plus en plus, est la meme que celle de 1’en- 
ceinte. Ge resultat ne depend ni de l’espece, ni de la forme des corps, 
ni du lieu oil ils sont places; quelles que soient ces circonstances, la 
temperature finale sera toujours commune et egale a celle de l’en- 
ceinte. Le fait general qu’on vient d’enoncer donne lieu a differentes 
questions que nous allons traiter dans cet article, en exposant la 
theorie de la chaleur rayonnante. 

II est certain que l’equilibre de temperature entre les corps distants 
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solahlit par 1 irradiation <1 o la chali'in*; on sort*'. <[uo rhaqtte portion 
infminiont petite do la surfaoo, ties corps osl le centre d’un hemisphere 
compose d’mie infinite de rayons. 11 se presente d’ahord la question do 
savoir si tons cos rayons out tine ogale inlensile, on si lour intensite 
vario en memo temps quo Tangle qu’ils font, avoe la surface donl, ils 
s’eloignenf. Kn general, si deux surfaces infiniment. petiles s el cr ine- 
galement eehauflees sunt presentees Tune a Taut re, la plus IVoide 
arqtierra, en vortu de lour ait ion mutuelle, nue notivelle quantile de 
ehaletir qui depend de la distance v des deux surfaces, do Tangle p 
que fait avee s la ligne r, de Tangle y quo fait avec i la memo ligne. r, 
de Telendue infiniment petite .v et t de ces deux surfaces, enlin de 
lours temperatures a et />. Nous demoutrerons quo le resultat de Tac¬ 
tion mutuelle de a et 7 osl exprime par 

at sin/< sino , 

A’ -/'It 

g est tin coefficient constant qui mesure la cnmhleihilite exterieurc 
dcs deux surfaces. Kusiiite nous ferons x*>ir que ce theoreme suffit 
pour evjdiquer distinctement comment sYtahlit et suhsisle, dans tons 
les cas, Tcgaiite de temperature qn'ott observe entre divers corps places 
dans one meme enceinte. 

On ignore eutierement attjourd'ltui la nature de cede force inte- 
rienre dout resulte Teiuissjon de la ehaletir, et la cause qui prodttil 
les reflexions ;i l.t surface. Parmi les physieiens qui out twite de la 
chalenr, les tins l.t enusidcrent coniine urn* mnliere propre. qui tra¬ 
verse les milieux elastiques et les espaces vides; d’autres font eonsister 
sa propagation dans les vibrations d’un Huide extiYiuemenf subtil, 
(.turn qu'il en suit, it est nature! de comparer les rayons de la ehalettr 
it ceux de la liuuiere, et de supposer que les corps se transmetfenf 
mutueliemeut la chalenr dont ils sunt penelres, de meme quo deux 
surface* qui soul inegaletueiit ott egalement eelairees s'envoient roei- 
proquemeut leur lumiere. (Test dans eel echange de rayons que eon- 
si sle pi iiicqvah im nt I’hypothese proposes par M. le professenr Trevosl, 
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de Geneve. Cette hypothesefournit des explications claires de tous les 
phenomenes connus; elle se prete plus facilement qu’aucune autre aux 
applications du calcul; il nous parait done utile de la choisir, et 1’on 
peut meme l’employer avec avantage pour se representer le mode de la 
propagation de la chaleur dans les corps solides. Mais, si Ton examine 
attentivement les lois mathematiques que suivent les effets de la cha¬ 
leur, on voit que la certitude de ces lois ne repose sur aucune hypo- 
th'ese physique. Quelque idee qu’on puisse se former de la cause qui 
lie tous les faits entre eux, et dans quelque ordre qu’on veuille dis¬ 
poser ces faits, pourvu que le systeme qu’on adopte les comprenne 
tous, on en deduira toujours les lois mathematiques auxquelles ils 
sont assujettis. Ainsi Ton ne peut point affirmer que les deux sur¬ 
faces infiniment petites i et <; s’envoient toutes les deux des rayons 
de chaleur, quelles que soient leurs temperatures; on pourrait sup- 
poser indifferemment que celle dont la temperature est la plus elevee 
cst la seule qui transmette a l’autre une partie de sa chaleur; mais, 
soit qu’on prefere l’une ou l’autre supposition, on ne peut douter que 
1’efTet resultant de Taction des deux surfaces ne soit proportionnel a la 
difference des temperatures, aux sinus des angles d’emission et d’inci- 
dence, a l’etendue des surfaces, et reciproquement proportionnel au 
carre de la distance. En effet, il nous sera facile de prouver que, si ces 
conditions n’etaient point remplies, l’equilibre des temperatures ne 
pourrait pas subsister. 

On exprime par le coefficient h la quantite de chaleur qui, pendant 
l’unite de temps, sort de l’unite de surface echauffee a la tempera¬ 
ture i, et s’echappe dans l’espace vide d’air. Pour faciliter l’application 
du calcul, on attribue a cet espace infini une temperature fondamen- 
tale, designee par o, et 1’on congoit qu’une masse dont la temperature 
est a envoie d’elle-meme dans cet espace, quelles que soient d’ailleurs 
les temperatures de tous les corps environnants, une quantite de cha¬ 
leur proportionnelle a la temperature a, et exprimee par ash ; s est 
l’etendue de la surface exterieure, et h le coefficient qui mesure la 
conducibilite. 
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90. 

Ch:t(|U(> parfie iniiniment polite <o d’unc surface eohaulTce ost le 
cantr«‘ d’un hemisphere oontinuollomonl rcmpli par la ehnlcur rayon- 
nanla; cl si I’on pouvait rcccvoir Ionic la quantile quo colic parliculo 
envoic a 1’ospaee cnvironnanl pendant I’unitc <lc temps, code ehalour 
total** serai I exprimee paiv/wA. 1,’inlensite dcs rayons ends pent n’clrc 
pas la memo dans toot rhomisphere, cl dependre d'nnc manicrc quel- 
•’onque do l'angle v quo la direction du rayon fail avec la surface. Pour 
mesurer I'intensite d’ttu rayon donne, on stipposcra (pie Ions los aulros 
qui rempiissent en memo temps {'hemisphere conticnnent aulant de 
elialeur que lui. Dans cello supposition, la quantile totale envoyce par 
runite de surface pendant runitc de temps* no sera plus h. On dcsi- 
Ktiera part; retie chaleur totale, el run prendra (J pour la mesure de 
1 inteusite du rayon donl it s’agit. (» esl tine function ineonnuc. du 
sinus de v. On aura gencralemeut 

U 1 ; » sin v », 

la temperature etaut designee par a. Si, dans la surface hemispberiquo 
dont le centre est mi point de la surface echatdlee, on trace line /.one 
qui ait pour hauteur 1’arc (le rayon etaut i >, on aura uscos^c/'j- 
pour la surface de cede /.one. II est facile d'exprimer la quautito totale 
de chaleur qui. pendant line minute, traverse cette zone, Ku elfct, si 
tons les rayons qui tra\ersent la surface hciuisphcriquc air avaient la 
memo inteusite que eeux qui passeut par hi zone air eosf le produit 
de 1'emission pendant ('unite de temps serait, par hypothesis <» on 
tifi Ft sin ^ ) .* done la chaleur totale qui, dans le mtlme temps, passe 
par la /.one est moindre que <« flans le rapport des deux surfaces 

'*it cosn r/v el lit, Cette chaleur totale est ()U 

♦ * 'I It 

•ttf Ft sin v)cos?*/%-• 

Kn integrant cette ditrerentielle depuis v «> jnsqu’a y *■> on doit 
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avoir la quantite ah : on trouve done en premier lieu la condition sui- 
vante 


(A) 


k = 



in 9) cos9 do. 


Par exemple, si l’intensite etait independante de Tangle d’emission et 
la mcme pour tous les rayons, on aurait F(sin$) = i, et, en integrant, 

h — o* 
n — }D . 

Si Tintensite est proportionnelle au sinus de Tangle d’emission, cc 
qui est le cas de la nature, comme on le verra bientot, on aura 


d’ou Ton conclut 


F(sino) = sino. 


li-. 


cr 

O * 


L’equation (A) exprime que h est Tintensite moyenne de tous les rayons 
cmis. Lorsque Tintensite varie comme le sinus, elle est exprimee par 
^sinfp ou 2 Asin<p : ainsi les rayons emis sous un angle egal a j de 
droit ont une intensite egale a la valeur moyenne; et si tous les rayons 
etaient semblables a ceux qui sortent perpendiculairement de la sur¬ 
face, le produit de Temission scrait double de ce qu’il est en effet. 


91. 

Ces principes etant etablis, nous resoudrons successivement plu- 
sieurs questions particulieres; et la comparaison des resultats fora 
connaitre sans aucun doutc la loi du decroissement de Tintensite des 
rayons. 

i° On suppose que deux surfaces planes, paralleles et infinies, 
soient entretenues a une temperature constante, et que, ensuite, on 
inlroduise dans Tespace vide d’air compris entre ces deux plans un 
disque infmiment petit, dont la base soit situee parallelement aux 
deux surfaces (fig. i); il s’agit de determiner la temperature finale 
que ces plans echauffes communiquent au disque; a designe la tem¬ 
perature constante des plans, p. est le rayon infmiment petit de la base 
du disque, dont Tepaisseur est elle-meme infini ment petite par rapport 



DANS LES CORPS SOLIDES. 


33 


a [x. La conducibilite A des deux surfaces, echauffees est supposee la 
meme que cclle du disque. Oil fait abstraction de la propriety quo 
toutes ces surfaces pourraient avoir de reflechir une partie de la cha- 
leur incidente; c’est-a-dire qii’on suppose qu’aucun rayon de clialeur 
cnvoye au disque ne peut etre refleclii. On verra par la suite que la 
propriety dont il s’agit, a quelque degre que les corps en jouissent, 
n’apporte aucun cliangemcnt it I’equilibre de la cbaleur rayonnante; 


Fig. T. 



f est la distance connuc du centre du disque a 1’un des plans; r de- 
signe la distance variable du disque a un point m du plan, a? la dis¬ 
tance de m au point fixe 0, ct<p Tangle entre r eta;. G ou a^F(sin<p)de- 
signe, comme prccedcmment, Tinlensite du rayon emis sous Tangle © 
a la temperature a, et Ton a Tequation de condition (A) entre A et g. 
Gcla pose, le point m envoie au disque infmiment petit un rayon de 
cbaleur qui, traversant la surface spherique dontle rayon cstr, occupe 
une surface egale a Tcp. s sin cp. En eflel, la forme de ce rayon etant celle 
d’un cone dont les cotes font un angle infmiment petit, le rapport de 
la surface de la base a celle de la section perpendiculaire est celui de 
l’unite au sinus dc Tangle <p. Designons par u la portion infmiment 
petite du plan qui envoie la chalcur de m en p. sous Tangle Si tous 
les rayons qui traversent la surface hemispherique nr 5 avaient la 
memo intensite quo le rayon dont il s’agit, le produit de Temission 
scrait toG : done la quantite totale de cbaleur qui, partant de co, 

tombe sur le disque est 6)G ^ - / S 2 —• Or tous les points de la couronne 

circulaire 2 tc ocdoc, qui a 6on centre au point 0 et pour hauteur dx, 
envoient leurs rayons au disque sous Tangle <p. On remplacera done co 
par an \xdx\ ensuite on mettra au lieu de G sa valeur ag-F(sincp). On 
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a done la diflerentielle 

ntxdx affF(sin?)f**sin<p 
2 r- 

Si Ton metau lieu de x et de r leurs valeurs /cotcp et /coseco, la 
diflerentielle precedente deviendra 

— ag tt/jl 2 F(sincp) cos<p dy 

ou, faisant sin® = ^, 

— agizy. 2 F (z) dz. 

Si Ton veut eonnaitre Taction exercee sur le disque par un plan 
eirculaire dont le rayon est X, on designera par Z la derniere valeur 
du sinus de <p, et Ton prendra Tintegrale precedente depuis z = i 
jusqu’a z — Z, ou, ce qui est la meme chose, on prendra Tintegrale 
agr^ix 2 / F(s)«fe des=Za^ = i. De plus, on aura 

Tintegrale etant prise de s = o a z = \. Done la quantite totale de 
chaleur que le disque regoit du plan eirculaire est 



Si Tintonsite des rayons est independante de Tangle d’emission, la 
quantite de chaleur que le disque regoit du plan eirculaire est 

«A 7 ifx 2 (i — sin<3>) ou almy? sin verse'F, 

en designant par <3> la derniere valeur de la variable <? et par IF la moitie 
de Tangle dont le sommet est au centre du disque et dont les cotes 
embrassent le plan. 

Si Tintensite decroit comme le sinus de Tangle d’emission, on 
trouve 

ah-K^x- cos 2 <l> ou ahitp? sin 2, F. 
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Si 1 on eloigne de plus en plus le disque du plan echaufie, toutes 
les autres conditions demeurant les memes, I’action du plan decroit 
dans le premier cas comtne le sinus verse du demi-angle au centre, et 
clans le second, comme le carre du sinus du demi-angle au centre. 
Dans 1 un etl autre cas, si le plan est infini, la quantite de chaleur que 
le disque re?oit est czA-nrp. 2 , et ne depend nullement de la distance /. 

Iin general, quelle que soit la fonction F(sin^), Texpression 

f F {z)dz 

f F ( S )d: 

* Jq 


sc rcduit a aA-irp. 2 lorsque le plan circulaire est infini; carles termes 
de la premiere integrate deviennent les memes que les termes de la 
seconde. Si done on suppose que 1’intensite des rayons varie suivant 
une fonction quelconque de Tangle d’emission, et si Ton place le 
disque parallelement au plan infini a une distance quelconque, la 
quantite dc chaleur envoyee au disque pendant Tunite de temps sera 
ahiz]x-. II en sera de meme du plan infini superieur au disque : done 
la quantite totale de chaleur re§ue par le disque sera aaA-rrp. 2 . 

Soit b la temperature finale que le disque doit acquerir. La surface 
totale etant a Tip. 2 , et la conducibilite h, il s’en echappera pendant 
Tunite dc temps une quantite de chaleur egale a aMip 2 . Or, pour 
que la temperature acquise par le disque soit permanente, il faut qupl 
rccoivc autant de chaleur qu’il en perd; on a done 


ou 


2 l)k TTjlA 2 zz 2a/lTCll 2 

b=. a. 


Il suit de la que le disque infiniment petit place parallelement aux 
deux plans en un point quelconque de Tespace qu’ils comprennent 
parviendra toujours a une temperature finale egale a celle des deux 
plans. Ce resultat ne depend point de la loi suivant laquelle Tintensite 
des rayons peut decroitre a mesure qu’ils deviennent plus obliques. 
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92. 

On place une molecule spherique infiniment petite au centre d’un 
espace termine par une surface spherique qu’on entretient a la tempe¬ 
rature constante a. II s’agit de determiner la temperature finale de la 
molecule. La conducibilite des surfaces est designee par h, p est le 
rayon de la molecule; on exprime par G ou a^F(sin!p) I’intensite du 
rayon emis sous Tangle <p; et Ton a, comme precedemment, 

TT 

h-=gf F(sin<p) coscp d<$. 

Jo 


Une portion infiniment petite co de la surface interieure de la sphere 
envoie des rayons de chaleur qui remplisscnt continuellement Themi- 
sphere dont le rayon est r. Le rayon qui, parti de co, tombe sur la mole¬ 
cule occupe sur la surface hemispherique egale a 2 it r 2 une portion 
egale a itp 2 . Si tous les rayons sortis de co avaient 1’intensite G, la 
quantite totale de chaleur envoyee par co pendant Tunite de temps 
serait coG. Done le rayon qui tombe sur la molecule fournit pendant ee 


meme temps une 
sincp etant i, 


quantite de chaleur egale a wG^-. 


G = a^F(i) = 


ahF(i) 


I F(sin<p) 


cos 9 dy 


On a aussi. 


Done la chaleur que la portion co donne a la molecule est 


■— w ah 
ar 


F(i) 


J F(sin9)'cos<p<3?9 

0 • 

Le rapport de la surface spherique a co etant on aura, pour Tex- 
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pression de la chaleur totale r e gue par la molecule, 


ou, faisant sin 9 


2 «/l7tp s --- —l 1 ) 



cos 9 do 



Soit b la temperature finale acquise par la molecule; elle dissiperait 
par sa surface une quantite de chaleur egale a 4 bh-Kf. Done on aura 
(’equation 


ou 


^blrKp°z=. lah^Ttp- 


F(Q 

/FM* 


b 


« F(I) 

2 . r> 1 

/ T(s)-dz 

J Q 


Si Tintensile des rayons ne varie point, on a F(.z) = 1 et b = 11 

arriverait done que la molecule placee aucentre de la sphere prendrait 
une temperature finale egale a la moitie de edlle de l’enceinte. 

Si l’intensitc des rayons deeroit proportionnellement au sinus de 
l’obliquite, on a F(s) = s et b = a. Dans ce cas, la molecule acquiert 
et conserve une temperature egale a celle de I’enceinte. 


93. 

On propose maintenant de determiner Taction d’un plan circulaire 
sur une molecule spherique placee dans Taxe du plan. 

On designe, comme ci-dessus, para?, r,/, p les quantiles relatives a 
la position de la molecule et a celle du point qui lui envoie de la cha¬ 
leur ; A est la conducibilite de la surface, a la temperature du plan, G 
ou ag-F(sinp) Tintensite du rayon emis par le plan sous Tangle p. 

On trouve facilement, pour Texpression de la quantite de chaleur 
envoyee a la molecule par la couronne dont la hauteur est dx, la diffe- 
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rentielle suivante : 


ou 


Tin 1 

27tx dx ag F(sincp) —^ 

° T ' 2 7tr- 

nag F(smy)-^-p,d(x~). 


Mettant pour x et/ - leurs valeurs /cots et /cosec<p, on aura la diffe- 
rentielle 

, n/ . COStp/fo 
. —agnp 1 F( sincp)—r 1 — L , 

or \ ' sincp 

ou, faisant sincp = s. 


Mettant pour g sa valeur 

h 

f\{z)dz 

on aura, pour l’expression de la chaleur totale regue par la molecule. 




a/mp 2 


.f. 


'F (z)dz 


f F(s 

*■'0 


)dz 


Si l’intensite des rayons emis est la meme pour toutes les obliquites, 
on a F(s) = i, et la quantite de chaleur regue par la molecule est 
ahnp 2 log en designant par $ la dernierc valeur de <p. L’action du 
disque sur la molecule est done toujours proportionnelle au logaritlnne 
de la secante du demi-angle au centre. Si, en conservant la distance /, 
on faisait varier le rayon du disque, et que les distances extremes R, 
R / , IT, ... crussent comme les nombres i, i, 4 , 8, 16,..., les quantites 
de chaleur revues augmenteraient comme les nombres naturels. On 
pourrait done rendre ces quantites aussi grandes qu’on le voudrait. 

II suit de la que, si tous les rayons qui s’echappent d’un point d’une 
surface echauffee avaient une egale intensite, on pourrait, au moyen 
d’un plan circulaire entretenu a la temperature constante a , communi- 
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quer a la molecule spherique une temperature b superieure a a el 
aussi grande qu’on voudrait. En effet, la molecule laisserait echapper 
par sa surface une quantite de chaleur egale a /|Mup 2 ; ecrivant done 

4MTtp 2 = a/i7ip 2 log^^, 

on a 

_kb 

sin # = e a . 

Ainsi Ton pourrait toujours determiner Tangle <E» en sorte que la tem¬ 
perature b re?ut une valeur quelconque. 

II est facile de voir que ce resultat est entierement contrairc aux 
faits, et que, par consequent, 1’intensite des rayons emis n’est point la 
meme pour tous les rayons. 

Si, dans 1 ’expression 



on suppose F(^) = s, c’est-a-dire si Tintensite decroit proportionttel- 
lement au sinus de Tangle d’emission, on trouvera, apres 1 ’integra- 
tion, 

2ah rep 1 (i — sin#). 

Dans cette seconde hypothese, Taction du disque est proportionnelle 
au sinus verse du demi-angle au centre : elle est toujours moindre que 
2aAitp 2 . 

Si le plan echauffe est infini, la chaleur qu’il donne a la molecule 
est 2aAirp 2 , quelle que soit d’ailleurs la distance/. En supposant au- 
dessus de la molecule un second plan infini, egalement entretenu a la 
temperature a , la quantite totale de chaleur re?ue par la molecule sera 
4 aAitp 2 . Si la temperature acquise etait b, cette meme molecule per- 
drait [\bhttf-. Done b = a, et, par consequent, si Ton place une mole¬ 
cule spherique en un point quelconque de 1’espace compris entre deux 
plans entretenus a une temperature constante, elle acquerra une tem- 
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perature egale a celle des deux plans. Ce resultat doit avoir lieu si Tin- 
tensite des rayons varie comme le sinus de Tangle d’emission. 

94. 

On determines encore Taction d’une surface cylindrique sur une 
molecule spherique placee dans un point de son axe. 

Le point m {fig- 2) envoie a la molecule un rayon de chaleur dont 
la longueur est r, et qui fait avec la surface dont il sort un angle p. 11 


Fig. a. 


m 0 



en est de meme de tous les points qui sont places comme le point m 
dans une zone cylindrique dont le rayon est / et la hauteur dx. II suit 
de la que la quantite de chaleur envoyee par la zone a la molecule dont 
le rayon est p a pour expression 

^ja^F(sin<p)27r/rfx. 

On mettra au lieu de x et r leurs valeurs f cotp et /"eoseep; on trou- 
vera alors 



Done la differentielle precedente deviendra 

— agnip‘ F(sin 9 ) dcp. 

Prenant done Tintegrale depuis p = ^ jusqu’a p = <l>, ou prenant 
Tintegrale, avec un signe contraire, depuis p = $ jusqu’a p = on 
aura la quantite de chaleur envoyee a la molecule par la partie de la 
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surface cylindrique qui est situee a la gauche. Cette quantite est 


ahizp 2 




cos 9 dy 


On aura un resultat analogue pour la partie de la surface cylindrique 
qui est a la droite de la molecule. L’action totale de cette surface sera 
exprimee par la somme des deux termes. 

Si F(sinp) = i, Taction totale de la surface cylindrique sur la mole¬ 
cule sera aht rp 2 (^ -+-en designant par i|/ et <|/ {fig. 3) les angles 


Fig. 3 . 



que font avec la perpendiculaire les deux rayons qui, partant de la 
molecule, aboutissent aux extremites du cylindrc. Cette action est done 
proportionnelle, toutes clioses d’ailleurs cgales, a Tangle au centre, 
e’est-a-dire a celui qui a son sommet a la molecule, et dont les cotes 
comprenncnt la surface cylindrique. Si la longueur de cette surface est 
infinie, la quantite de chaleur regue par la molecule est cmfih-v:. La 
quantite qu’elle laisserait echapper si elle avait la temperature b serait 
[\-K^hb\ on a done b—'^a. Done la molecule placee en un point quel- 

conque de l’axe d’une surface cylindrique echauffee acquerrait une 
temperature moindre que celle de l’enceinte dans la raison des nom- 
bres ir et 4> en supposant que l’intensite des rayons fut constante sous 
tous les angles d’emission. 

Si cette inlensite est proportionnelle au sinus de Tangle d’emission, 
on aura F(simp) = simp; et Ton trouvera, pour exprimer Taction do 

II. 6 
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la surface cylindrique, la quantite suivante : 

ah Trp 2 ( 2 si n p 4 - 2 si n d/). 

Les deux angles ^ et qui, dans le cas precedent, entrent dans la 
valeur de l’action totale, sont ici rcmplaces par leurs doubles sinus. 
Lorsque la longueur de la surface echauffee est infinie, la mesure de la 
quantite de chaleur re^ue est ^ahizp 3 ; et comme la molecule, ayant la 
temperature b, dissiperait une quantite de chaleur egale a 4 bhxp 2 , il 
s’ensuit que b = a. Done, si Ton place une molecule spherique dans 
I’axe d’une surface cylindrique dont la temperature est fixe, la mole¬ 
cule acquerra la temperature do l’enceinte, en supposant que l’inten- 
site des rayons emis decroit proportionnellemcnt au sinus de Tangle 
d’emission. 

95 . 

Nous determinerons en dernier lieu quelle est, dans les deux hypo¬ 
theses precedentes, la temperature que doit acquerir une molecule 
spherique lorsqu’on la place dans 1’axe d’une enveloppe cylindrique 
fermee a ses deux extremites par des plans circulaires. 

Fig. ! { . 


E' 






B 

1 


B' 





E 


II resulte des theoremes precedents (art. 93 et 94 ) que, si l’inten- 
site des rayons varie proportionnellement au sinus de Tangle d’emis¬ 
sion, Taction de I’enveloppe E (fig> 4 ) equivaut a 

rt/nrp 2 (a ship -F- 2 sirup'); 
quo Taction du plan B est 

ah: rp*(2— 2 sin<I>) ou a/ntp i (2 2 sinp), 
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(ft que celle du plan B' est 

ahi rp 2 (2 —■ 2 sim{/). 


Done Taction totale de l’enceinte est 4«A-p 2 ; et, par consequent, la 
molecule, etant placee en un point quelconque de l’axe, doit acquerir 
une temperature egale a celle que conserve l’eneeinte. Ce resultat ne 
depend ni des dimensions, ni du rapport de la longueur du cylindre au 
diametre de la base. Mais, si Tintensite etait invariable, quel que flit 
Tangle d’emission, Taction de Tenveloppe serait, comme on l’a vu pre- 
cedcmment, 

«/e 7 rp 4 (p -+- ip'); 

celle du plan B serait 


ah up- log — 


simp’ 


celle du plan B' serait 


a/mp- log —- rr• 

r sin ip' 


Done Taction totale des surfaces serait 


ah 7 tp a (ip — log simp -+- ip' — log simp'). 

Designant par b la temperature finale de la molecule, on aurait 
h — {«(ip — log sin ip + ip' — log simp'). 

Cette temperature dependrail done de la position de la molecule et de 
la forme dc Tenceinte; elle pourrait devenir, ou moindre que celle de 
Tenveloppe, ou infiniment plus grande, si Ton pla?aitla molecule au 
centre, ou si on la rapprochait de Tune des bases. Or ce resultat est 
entierement contraire aux observations communes : il est done impos¬ 
sible de supposer quo les rayons de chaleur qui sortent sous divers 
angles d’un meme point de la surface des corps-ont une egale intensite. 


96 . 

Nous allons presentment demontrer qu’en supposant 1 intensite 
(lecroissantc etproportionnelle au sinus de Tangle d’emission, il doit 
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s’etablir entre tous les corps places dans un merae lieu une temperature 
commune, independante de leur forme, de leur nombre et de leur 
situation. Soientdeux surfaces planes infiniment petitess et a, placees 
a une distance finie; c’est-a-dire que lcs dimensions des deux figures 
sont incomparablement plus pelites que leur distance y. On suppose 
que l’une des surfaces est entretenue a la temperature finie a-, il s’agit 
de trouver combien la seconde a- en regoit de chaleur dans un temps 
donne. On n’a point egard ici a la partie de cette chaleur qui pourrait 
etre reflechie par <x: on veut connaitre la quantite totale qui tombe sur 
cette surface. Soient/> Tangle que la distance/ fait avec s, cl o Tangle 
qu’elle fait avec cr. II est evident qu’on peut prendre pour les termes 
de la distance y deux points quelconques des deux figures s etcr, etque 
Ton doit regarder comme nulles les variations que les changemcnts de 
ces points occasionneraicnt dans la longueur / et dans les angles p 
et p. Chaque portion infiniment petite w prise sur la surface echauffee 
est le centre d’un rayon de chaleur qui tombe sur cr. II faut d’abord 
connaitre combien ce rayon contient de chaleur. Si par un point de la 
surface c on mene dans le rayon une section qui soit pcrpendiculaire 
a sa direction, il est facile de voir que Tetendue de cette section est 
ersinep. En effet, les lignes dont le rayon est forme faisant entre dies 
un angle infiniment petit, on considerera, selon les principes du Caleul 
differentiel, la forme de ce rayon comme prismatique. Or, si Ton mene 
dans un prisme oblique une section perpendiculaire a I’aretc, Tetendue 
de cette section est ersinp, en designant par a la surface de la base et 
par p Tangle que fait Tarete avec la base. Pour rendre ce resultat evi¬ 
dent, il faut, apres avoir divise le prisme oblique en deux parties au 
moyen de la section perpendiculaire, transposcr ces deux parties, en 
sorte qu’elles forment un prisme droit ayant pour base les deux sec¬ 
tions perpendiculaires •: la hauteur du nouveau prisme devient alors 
egale a la longueur du prisme oblique; done le rapport des hauteurs 
respectives de ces deux solides est le rapport inverse de leurs bases, 
e’est-a-dire que la surface de la section perpendiculaire equivaut a 
a sin®. Au reste, cette proposition se conclut facilement de la compa- 
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raison des pyramides qui, ayant leur sommet en co {fig. 5 ), ont pour 
base la surface inclinee mn, ou les trois surfaces mp, rl, qn, perpendi- 
culaires a l’axe y; il est evident que la derniere raison de ces solides 
est l’unite. Maintenant le rayon qui tombe sur la base ersino appartient 
a un hemisphere dont la surface est 2 t zy i . La direction de ce rayon 


Fig. 5. 



faisantavec le plan dont il sortun angle/), son intensiteestag-F(sin/)); 
a est la temperature ct g un coefficient constant. Done la quantite de 
chaleur envoyee par la portion co est coag-F(sin/)) Si I’on mul- 

tiplie cette quantite par le rapport de s a co, on aura la quantite totale 
de chaleur que s envoic a to : cette quantite est 

g ^, F(sinp)g-siny. 

2 Ufi 

Supposons maintenant quo la surface c soit aussi a la temperature a; 
il est visible qu’elle enverra a s une quantite de chaleur egale a 

F(siny)i sin/). 

2 sty 1 

On voit distinctemcnt par ces deux resultats que, si la fonction 
F(sin<p) est 1 c sinus meme, Faction de s sur a sera egale a celle de a 
sur^, et que, si cette fonction n’est pqs proportionnelle au sinus, les 
deux actions ne seront point egales, Or il est facile de reconnaitre que 
cette egalite des deux actions reciproques est precisement ce qui con- 
stitue Fequilibre des temperatures. Doncil est necessaire que 1 inten¬ 
sity des rayons qui s’echappent ensemble d’un point d’une surface soit 
proportionnelle au sinus de l’angle d’emission. 
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On a vu precedemment (art. 90 , p. 32 ) que le coefficient g est donne 
par Fequation 

IT 




F(sina) cos© do, 


de sorte que Ton a ici g~ 2 A. Done Faction de s sur ct est 


ah 

—sin®. 
ur 


Si les deux surfaces ont des temperatures inegales a et b, le resultat 
de leur action mutuelle sera, comme nous l’avons annonce, propor- 
tionnel a 


(a-b)h 


s smp <7 sin© 

y- 


97 . 

Supposons maintcnantqu’un espace vide d’air soit termine de toutes 
parts, ct que l’cnceinte qui le renferme soit, par unc cause exterieuro 
quelconque, maintenuc a une temperature fixe a : il faut determine'] 1 
Fetat final auquel un corps parviendrait si on le placait dans un point 
de cet espace. 

11 est visible que l’etat dont il s’agit est celui que le corps conserve- 
rait sans aucun cliangement, si on le lui donnait d’abord et si on le 
placait ensuite dans un point do Fespace echauffe. Or on pout s’assurer 
facilement que cela auraitlieu si chaquc point du corps recevait d’a¬ 
bord la temperature a de Fenceinte. En diet, une partie infiniment 
petite quelconque a de la surface de ce corps est exposee a Faction 
d’une infinite de petites surfaces s, s', s", s’", ...; elle envoic a cbacune 
d’elles, d’apres le theoremc precedent, une quantite de chaleur exac- 
tement egalea celle qu’elle en regoit. Done cette partie a de la surface 
du corps ne peut eprouvor aucun cliangement de temperature. Le corps 
lui-meme, dont tous les points interieurs ont la temperature com¬ 
mune a, doit (lone aussi conserver cette meme temperature; done il 
tendrait continuellement a l’acquerir, si son etat initial elait different. 
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Ces resultats sont entierement independants de la forme de l’en- 
ceinte, de celle du corps et dulieu ou on le place. Ainsi tous les points 
de l espace dont il s agit ont une meme temperature, savoir, celle que 
prendraient les molecules que 1 on y placerait; et cette temperature de 
1 espace est celle de 1 enceinte qui le borne. Lorsque plusieurs corps 
ont acquis la temperature commune de l’espace dans lequel ils ont ete 
places, ils conscrvent toujours cette temperature. Un element quel- 
conque de la surface d’un de ces corps est le centre d’une infinite de 
rayons qui composent un hemisphere continuellement rempli de cha- 
leur. L’intensite d’un rayon est proportionnelle au sinus de 1’angle 
qu’il fait avec l’clcment de la surface dont il sort. Ce meme rayon est 
toujours accompagne d’un rayon contraire qui, ayant la meme inten- 
site, sc meut dans le sens oppose, et s’avance vers la surface dontle 
premier s’eloigne. C’est ainsi que chaque point de la surface d’un corps 
est le centre de deux hemispheres qui se penetrent mutuellement; 
I’un est compose dcs rayons emis et l’autre des rayons contraires en- 
voyes par les autres corps. 

98 . 

Si Ton imagine une surface plane infiniment petite &> tracee dans 
1’espace ot pouvant etre librement traversee par les rayons de chaleur, 
lorsque l’equilibrc de temperature sera etahli, cet element recevra une 
infinite de rayons sur les deux cotes opposes A et A' de sa surface. Ce 
disque infiniment petit est done en meme temps le centre d’un hemi¬ 
sphere compose do rayons qui tombent sur le cote A de la surface, et 
celui d’un hemisphere compose de rayons qui s’eloignent de cette 
meme surface A; et il est tres facile de voir que 1 ’intensite de ces 
rayons incidents ou emis est necessairement proportionnelle au sinus 
de Tangle d’incidence ou cl’emission. Done ce cote A de la surface de 
1’elcment co produit cxactement le meme elfet que si to faisait partie de 
la surface d’un corps solide parvenu a la temperature commune. Le 
memo raisonnement s’applique a toutes les parties d’une surface quel- 
conque qui, ayant ete tracee dans Tespace, serait traversee dans tous 
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les sens par les rayons tie chaleur. Done, si ties corps places dans l’es- 
pace ont acquis des temperatures egales, et si Ton supprime tout a 
coup un de ces corps, 1’equilibre de la chaleur s’etablira et subsistera 
de la mememanierequ’auparavant. En effet, les surfaces qui terminent 
la portion de l’espace que le corps occupait recevrontou transmettront 
des quantites de chaleur exactement egales a celles que le corps rece- 
vaitlui-meme, ou envovaitaux corps environnants dont la temperature 
etait egale a la sienne. II fautbien remarquer que cette compensation 
ne peut avoir lieu qu’autant que l’intensite des rayons decroit suivant 
la loi que nous avons demontree. Dans toute autre hypothfese, 1’effet 
des rayons envoyes par un corps solide parvenu a la temperature com¬ 
mune ne serait point le meme que celui des rayons qui, apres la sup¬ 
pression du corps, traversent librement l’espace qu’il occupait. On 
voit, d’apres cela, pourquoi le deplacement de diverses masses parve- 
nues a des temperatures egales n’apporte aucun changemcnt dans 
1’equilibre de la chaleur. 

99. 

II faut considerermaintenantque les rayons de chaleur qui tombent 
sur la surface d’un corps ne penetrent point tous au dela de la surface 
qui les retjoit: une partie de cette chaleur est reflechie dans l’espaco 
environnant, et s’ajoute a ceile que le corps Iui-memc lui envoie. 
Cette propriete depend de l’etat de la surface sur laquelle tombent les 
rayons de chaleur. La quantite des rayons reflechis est tres grande 
lorsque la surface est metalliquc et exactement polio. On remarque 
aussides differences considerables dans les quantites do chaleur que 
les divers corps peuvent envoyer, a temperatures egales. Ainsi deux 
surfaces planes, egales et egalement echauffeos, envoient a l’espace 
environnant des quantites de chaleur tres inegales si l’une est polio et 
l’autre depolie, ou couverte d’un enduit. Or les observations nous ont 
appris qu’il y a une relation constante entre la propriete de reflechir 
les rayons et ceile de les transmettre. Cette meme cause, inconnue 
jusqu’ici, qui s’oppose a l’admission des rayons incidents et cn refle- 
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chit une partie, est egalement contraire a la projection des rayons que 
les corps echauffes tendent a envoyer dans l’espace; elle tend aussi a 
les reflechir vers l’interieur des corps, et ne laisse echapper dans 
l’espace qu’une partie de ces rayons. Toutes les fois que, par un chan- 
gement quelconque opere a la surface, on diminue la faculte d’ad- 
mettre les rayons incidents, on diminue aussi, et dans le meme rapport, 
la faculte de les projeter au dehors. Si l’element co de la surface d’un 
corps parvenu a la temperature commune de l’espace re<joitun rayon R 
{fig. G) qui fait avec la surface un angle cp, ce rayon se divise en deux 



parties Ra et R(i — a), dont l’une poursuit sa route en penetrant dans 
la masse, et l’autre sc reflechit, comme la lumiere, sous le meme 
angle <p. Puisqu’on suppose que le corps est parvenu a la temperature 
de l’espace, il suit des principes que nous avons exposes qu’il doit y 
avoir en memo temps un second rayon r egal au precedent, et qui 
tombe aussi sur la surface en faisant avec elle l’angle <p, suivant une 
direction contraire a celle du rayon reflechi R(i — a). Ce rayon incident , 
alternc r sc divise, comme le precedent, en deux parties, dont Pune rot 
penetre dans la masse et l’autre r(i — a) suit une route contraire a 
celle du rayon incident R. Si la surface au point co n’avait point la pro- 
priete de s’opposer a Pemission de la chaleur, la temperature du corps 
etant devenue constante, il s’echapperait sous l’angle <p un rayon R 
egal a R et suivant une direction contraire; mais ce rayon projete R 
est, comme le rayon incident R, divise en deux parties R'a etR'(i — a); 
Pune poursuit sa route et s’eloigne du corps, tandis que 1 autre partie 
R'(i — a) sc reflechit vers Pinterieur, en suivant la meme route que 
le rayon r. Enfin un quatrieme rayon r' egal aR tend egalement a sortir 
II. 7 
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sous le meme angle <p, suivant une direction opposee a celle de r; mais 
il se divise cn deux parties r a et r'(i — oi), dont l’une s’eloigne du 
corps et dont l’autre est reflechie vers l’interieur de la masse. 

On voit par la que le point cn envoie selon la direction de r' les deux 
rayons r'o c et R(i — a), et qu’il envoie aussi selon la direction de R' les 
deux rayons R'a et r(i — a). Ce meme point regoit dans l’interieur du 
solide, selon la direction R, les deux rayons Ra et r'(i — a); enfin il 
regoit, selon la direction r, les deux rayons ra et R'(i — a). Comme les 
quantites R, r, R', r' sont egales par Thypothese, il s’ensuit que l’ele- 
ment co regoit sous Tangle 9 un rayon egal a R, et qu’il envoie aussi 
sous cet angle un memo rayon R; e’est ce qui aurait lieu si la surface 
etait entierement privee de la propriete de reflechir les rayons. Done 
Texistence de cette propriete, et son plus ou moins d’intensite, n’ap- 
portent aucun changement dans 1’equilibre de la chaleur. 

Il n’en scrait pas de meme si la fraction a qui convient aux rayons 
incidents R et r n’etait point la meme que celle qui convient aux 
rayons projetes R' et r'. Il arriverait alors que la quantite de chaleur 
admisc differerait de la quantite de chaleur emise, et la temperature 
du corps nc serait point constante. Supposons, par exemple, que le 
corps M, parvenu a la temperature commune A de l’espace, soit tout a 
coup remplace par un corps N de meme forme, de meme substance et 
de meme temperature que le premier, mais qui en differe par l’etat de 
la surface. Co corps N ne pourrait point conserver la temperature A si 
le changement de la surface, qui augmente ou diminue la facilite de 
reflechir les rayons, ne modifiait pas egalement la facilite de les 
emettre dans l’espace; or il est entiferement contraire aux faits de sup- 
poser que le corps N prenne une temperature differente de A,; done il 
n’y a aucun doute que la surface reflechissante n’exerce egalement son 
action contre les rayons qui tendent a penetrer dans le solide et contre 
ceux qui tendent a on sortir. Il suit de la que, dans l’equilibre de la 
chaleur, l’intensite des rayons emis decroit proportionnellement au 
sinus de Tangle d’emission, quelle que soit d’ailleurs la nature des 
surfaces; il faut seulement concevoir que les rayons reflechis s’ajoutent 
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a ceux que le corps envoie de lui-meme, et que ces deux parties com- 
posent le rayon emis, dontTintensite decroit comme le sinus del’angle 
d’emission. 

Cette propriete de repousser les rayons incidents, qui varie beaucoup 
avec l’etat des surfaces, et qui n’apporte aucun changement dans l’etat 
d’equilibre, a une influence considerable sur les progres de l’echauf- 
fement et du refroidissement. Si le corps M, place dans l’espace dont 
la temperature commune est A, a lui-meme une temperature infe- 
rieure B, les rayons R et R' n’auront plus la meme intensite, et il est 
facile de voir que 1 ’augmentation de chaleur produite par le rayon R 
sera proportionnelle a a(R — R'). Done la masse s’echauffera d’autant 
plus vite que la fraction a approchera plus de l’unite. Si la surface 
jouissait a un tres haul degre de la propriete de reflechir la chaleur, 
le coefficient a serait tres petit, et le corps s’echaufferait ou se refroi- 
dirait avec une extreme lenteur. 

Ainsi, lorsque, dans un espace vide d’airque termine une enceinte 
solide entretenue a une temperature constante, on place plusienrs 
masses solides qui different par la substance et par la figure ou par 
1’etat des surfaces, ces divers corps, quelle que soit leur temperature 
initiale, tendont continuellement a acquerir une temperature com¬ 
mune, qui est celle do l’enceinte. Ils s’echauffent ou se refroidissent 
plus ou moins lcntemenl, selon qu’ils jouissent a un plus haut degre 
de la propriete de reflechir les rayons incidents; mais cette qualite 
n’influe ni sur la valour de la temperature finale, ni sur la loi du de- 
croissement de 1 ’intensite des rayons emis dans I’etat d’equilibre. Si, 
par exemple, l’un de ces corps refl6chit toute la chaleur qui lu,i est 
envoyee, en sorte quo la valeur de a soit nulle, il n’acquerra jamais la 
temperature commune; mais il contribuera egalement a l’equilibre de 
la chaleur, en reflechissant les rayons qui tombent sur lui, et dont il 
ne change point la temperature. 

Il faut bien remarquer que les rayons qui sortent de l’interieur du 
solide, et qui, aprfes avoir rencontre une surface propre a les reflechir, 
changent de direction en continuant de se propager dans l’espace, 
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conservent toujours leur temperature primitive; celle de la surface 
reflechissante ne peut ni augmenter ni diminuer la temperature des 
rayons reflechis, en sorte que le corps qui absorbe ces derniers rayons 
en re§oit la meme impression que s’ils lui etaient envoyes directe- 
ment. Ce fait est connu depuis longtemps, et se manifeste dans les 
observations sur la reflexion du froid; il est devenu tres sensible dans 
plusieurs experiences que nous avons faites recemment pour observer 
les lois de remission de la chaleur. Par exemple, on a transporte un 
plateau de glace G {fig. 7) dans une piece fermee, dont toutes les par¬ 


k's- 7. 



ties avaient acquis une temperature constante superieure a o. On y 
avait place un thermoscope T tres sensible et qui etait devenu station- 
naire. Lorsqu’on presentait le plateau G a une certaine distance du 
thermoscope, l’indice se mettait aussitot en mouvement et se rappro- 
chait de la boule. En effet, avant que le plateau de glace fut apporte, 
la boule du thermoscope recevait de toutes parts des rayons egalement 
chauds, et, comme elle envoyait elle-mfime une quantite de chaleur 
egale a celle qu’elle recevait, elle conservait sa temperature; mais, 
lorsque la masse G etait placee, cette masse interceptait une partie des 
rayons qui tombaient auparavant sur la boule, et ces rayons etaient 
remplaces par des rayons plus froids, sortis de la glace. C’est pour cela 
que la temperature du thermoscope s’abaissait jusqu’a ce que la quan¬ 
tite de chaleur envoyee par la boule devint egale a celle qu’elle rece¬ 
vait. On approchait ensuite une surface metallique polie M, propre a 
reflechir sur la boule T les rayons sortis du corps glace G; alors la 
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temperature du thermoscope s’abaissait de nouveau d’une quantite 
considerable. En effet, en pla<jant le miroir M, on interceptait encore 
une partie des rayons que la boule T recevait des corps environnants; 
ces rayons etaient remplaces par ceux qui sortaient de l’interieur meme 
du miroir, et aussi par ceux qui, sortis de la masse froide G, se refle- 
chissaient a la surface du miroir et tombaient sur la boule T. Cette 
boule recevait done, apres qu’on avait approclie le miroir, plus de 
rayons froids et moins de rayons chauds qu’auparavant; e’est pour 
cette raison que la presence du miroir M fait toujours abaisser la tem¬ 
perature. Lorsque le miroir M n’etait point place, la boule T se trou- 
vait seulcment exposee aux emanations d’un plateau de glace; mais, 
lorsque le miroir etait en m, cette boule se trouvait, pour ainsi dire, 
placee entre deux masses froides, en sorte qu’elle perdait une nouvelle 
partie de sa chalcur. 

Avant qu’on plagat le miroir M, il etait ordinairement entretenu a la 
temperature de l’appartement; mais nous avons plusieurs fois echauffe 
ce miroir de quclques degres au-dessus de cette temperature commune; 
dans cet etat, on le plagait en m, et il arrivait encore que la boule T se 
refroidissait tres sensiblement. Les rayons plus chauds sortis du mi¬ 
roir memo no suffisaient point pour compenser l’effet des rayons ema- 
n6s du plateau et reflechis par sa surface sur la boule T. Nous avons 
toujours observe que, si l’on approchait de T le miroir M, en pla^ant 
cette dernierc surface de telle maniere qu’elle ne put reflechir sur T 
les rayons emanes de Gg\ la temperature du thermoscope s’elevait, le 
miroir M elant plus echauffe que les corps environna'nts; mais, lors- 
qu’on mettait cette meme surface M dans la situation propre k refle¬ 
chir sufla boule T les rayons sortis de G g, la temperature du thermo¬ 
scope s’abaissait. 

Si ensuitc on enlevait le plateau de glace, I’indice du thermoscope 
commengait aussitota se mouvoir; il s’elevait jusqu a ce qu il marquat 
une temperature superieure a celle de l’appartement. Enfin, en reti- 
rant le miroir, 1’indicc se rapprochait de la boule et marquait la tem¬ 
perature commune. Au reste, ces resultats sont connus de tous les 
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physiciens qui ont observe attentivement les efFets de la chaleur. Ils 
s’expliquent tres facilement lorsque Ton considere que la temperature 
des surfaces reflechissantes n’influe point sur celle des rayons retlechis. 

100 . 

Pour achever cette theorie de l’equilibre de la chaleur rayonnante, 
il nous reste a decouvrir la cause qui fait diminuer l’intensite des 
rayons emis proportionnellement au sinus de l’anglo d’emission. On 
parviendra a l’explication mathematique de ce phenomene en exami¬ 
nant comment toutes les molecules infiniment voisines de la surface 
concourent a 1’emission perpendiculaire ou oblique de la chaleur. 

Supposons que le plan AB {fig. 8) termine une masse solide echauf- 


A 



0 B 


W 


fee qui conserve la temperature a et separe cette masse du milieu en- 
vironnant, qui conserve la temperature o; chaque point du plan AB 
pourra etre regarde comme le centre d’un hemisphere continuollement 
rempli de chaleur. La question consiste a comparer l’intensite des 
rayons obliques’a celle des rayons perpendiculaires. 

II resulte, en premier lieu, de toutes les observations qu’il n’y a 
qu’une couche extremement mince des corps opaques qui purese con- 
tribuer a la projection immediate de la chaleur. Ainsi, en concevant 
le solide divise en un tres grand nombre de couches paralleles d’une 
tres petite epaisseur, on voit que la couche extreme tcrminee par le 
plan AB est la seule qui puisse porter immediatement jusque dans le 
vide la chaleur dont elle est penetree. Mais les differentes parties de 
cette dernibre couche ne concourent point, egalement a cet effet, quoi- 
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qu’elles aient toutes la meme temperature que les points de la surface. 
Les points qui sont situes a la superficie envoient la chaleur dans tous 
les sens avec une egale facilite : ceux qui sont un peu au-dessous de 
la surface n’envoientpas aussi faeilementla chaleur audela des limites 
du corps; celle qu’ils projettent s’arrete en partie sur les molecules 
solidcs qui les separent de l’espace exterieur : il n’y a qu’une partie 
dc cette chaleur projetee qui parvient jusqu’a l’espace et qui s’v re- 
pand. De plus, ces memos points envoient moins de chaleur jusqu’aux 
limites du corps en suivant une direction oblique que selon la per- 
pendiculaire. Cette difference provient encore de l’interposition des 
molecules solides, qui sont en plus grand nombre dans les directions 
obliques. 

Cliaque point de la normale om envoie perpendiculairement a la 
surface, suivant mo, une certaine quantite de chaleur, et chaque point 
de cette meme normale envoie aussi jusque dans 1’espaceE une cer¬ 
taine quantite de chaleur suivant une direction oblique, parallele a 
une ligne donnee CD. Soit p. la quantite totale de chaleur que le filet 
solide om projette jusque dans l’cspace exterieur E, perpendiculaire¬ 
ment a la surface AB, et soit v la quantite totale de chaleur que le 
meme filet solide projette jusque dans 1’espace, selon la direction pa- 
rallclc a CD : on va demontrer qu’on a toujours l’equation v = p.sin9, 
9 etant l’anglc que CD fait avec le plan. Le meme raisonnement pou- 
vant s’appliquer a tous les filets perpendiculaires dont la base est sur 
le plan AB, on en conclura que la quantite totale de chaleur qui tra¬ 
verse le plan selon la direction perpendiculaire est a la quantite totale 
qui le traverse scion la direction parallele a CD dans le rapport de r a 
sin 9 : tout se reduit done h comparer les quantites p. et v. 

Supposons qu’a la distance 0 a (Jig- 9) la molecule a puisse envoyer 
selon la normale, et jusque dans l’espace exterieur, une quantite de 
chaleur designee par l’ordonnee ocp. Concevons, en general, que 1 on 
ait decrit une courbe mpq dont chaque ordonnee a p, ou represente 

la quantite de chaleur qui peut etre envoyee dans l’espace, selon la 
normale, par la molecule a, ou j 3 , placee a l’extremite de 1’abscisse qui 
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repond a cette ordonnee ctp, ou $q. La ligne mpq depend, suivant une 
loi inconnuc, de la nature de la substance solide, et l’on peut dire que 
chacune de ces substances a une certaine courbe qui lui est propre. 
Le point d’intersection entre la courbe et l’axe 0 m est le dernier point 
de cette normale qui puisse projeter une partie de la chaleur jusque 
dans l’espace E; celle qui est envoyee par les autres points plus eloi- 
gnes de 0 ne parvient point jusqu’aux limites du solide. II est facile de 
voir que la quantite totale de chaleur p envoyee perpendiculairement 
par la ligne 0 m dans 1 ’espace E est representee par l’aire comprise 
entre 0 m et mpq. 

F>g- 9- 



On trouvera maintenant la quantite totale v que cette meme ligne 
envoie a 1 ’espace parallelement a la direction CD, en concevant une 
seconde courbe m'p'q' dont les ordonnees representent les quantites 
de chaleur envoyees selon la direction CD. Ainsi, pour connaitre com- 
bien le point a' envoie de chaleur parallelement a CD jusque dans 
l’espace E, on menera par ce point a' l’oblique a! a! parallele a CD; 
ensuite on portera cette ligne a!a', de 0 en a, sur l’axe de la premiere 
courbe. L’ordonn^e ap designera la quantite de chaleur envoyee obli- 
qucment. On elevera done en a' l’ordonnee a 'p' egale a ap. On con- 
struirait, par ce moyen, la seconde courbe m'p'q', et l’aire comprise 
entre cette courbe et la normale Om' exprimerait le produit total v de 
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1 emission oblique. Or, si l’on compare ces deux courbes, on voit que, 
pour une meme abscisse «p oil dp', les ordonnees correspondantes 
sont dans un rapport constant, qui est celui de 1 a sin®. Done ce rap¬ 
port est celui des aires p. et v; ainsi l’on a cette relation 


y = p sinep. 


On obtient aisement ce resultat sans employer les constructions. En 
effet, soit <p(a) la fonction inconnue qui exprime combien le point 
place au-dessous de la surface, a une distance perpendiculaire a, peut 
envoycr de chaleur au dcla de cette surface, selon la direction de la 
normale; ct soit a la plus grande valeur que puisse avoir a; e’est-a-dire 

que, si la distance a est plus grande que a, la valeur de o(a) est tou- 

r a 

jours nulle. L’integrale 1 <p(a )dot donnera la valeur de la quantite to- 

*'0 

tale [x envoyee perpendiculairement dans l’espace par le filet solide 0 m. 
Mais, si remission est oblique, le meme point a se trouvera distant du 
point de la surface oil il dirige ses rayons d’une quantite egale 
done il no pourra envoyer dans l’espace exterieur qu’une quantite de 
chaleur exprimee P ar L’integraleJ^ sera done la 

valeur du produit total v de remission oblique. Soit = ( 3 ; on aura 



<afa.= sin<p J' <p(|3)rff3, 


el cette seconde inlegralc devra etre prise depuis a = o jusqu’a a = a, 
ou, ce qui est la meme chose, depuis (3 = o jusqu’a ft — A^- Mais il 

est evident, d’apres 1’hypolhesc, que toute valeur de (J plus grande que 
a donnerait des valours nulles pour <p(§) : done l’integrale Jy(ft)dft 
peut etre prise depuis (3 = o jusqu’a ft—a; ainsi elle ne differe point 
de j «p(a)ria prise depuis a = o jusqu’a a = a. On a done 

v~sin(p / cp (a) da. = [i. sin <p. 

«/) 

11 suit de la que, sans connaitre la fonction <p(a), qui varie avec la 
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nature de chaque substance solide, on est assure que la quantite totale 
de chaleur qui sort perpendiculairement d’une surface echauflee est 
plus grande que la quantite qui sort obliquement de cette meme sur¬ 
face, et que le rapport de ces deux, quantites est celui du rayon au 
sinus de Tangle d’emission. 

On voit maintenant que Ton pourrait parvenir de differentes ma- 
nieres a determiner cette loi du decroissement de Tintensite des rayons. 
Nous avons obtenu ce resultat en considerant Tegalite qui s’ctablit 
entre les temperatures des corps places dans une enceinte commune; 
nous aurions pu le deduire de Texamen meme de la cause qui le pro- 
duit; enfin il est expressement indique par les experiences, comme le 
prouvent les Ouvrages de MM. Leslie, Rumford etPrevost, de Geneve. 

L’existence de cette loi est une consequence certaine des causes qui 
determinent la propagation de la chaleur dans les corps solides. C’est 
pour cette raison que le theoreme enonce en la page 28 nous a paru 
avoir une connexion necessaire avec la matiere que nous traitons, 
quoiqu’il se rapporte au mouvement de la chaleur dans le vide. Nous 
aurions regarde comme incomplete la theorie de la propagation de la 
chaleur dans les solides, si nous n’avions point considere la loi a la- 
quelle cette propagation est assujettie dans l’enveloppe extremement 
mince qui termine les corps, et si nous n’avions point explique com¬ 
ment ces memes corps solides parviennent, independamment du con¬ 
tact, a Tequilibre de temperature. Nous devons done esperer que cette 
partie de notre Ouvrage ne sera point regardee comme etrangere a 
1’objet principal que nous nous sommes propose. 

Le traite que M. le professeur Prevost a publie en 1809 sur la cha¬ 
leur rayonnante contient Texposition des phenomenes connus qui de¬ 
pendent do cette theorie. L’auteur a donne le premier une hypothese 
physique qui explique tres clairement la reflexion apparente du 
froid et toutes les circonstances de Tequilibre de la chaleur. M. le 
D r Leslie, d’Edimbourg, et M. le comte de Rumford ont enrichi cette 
branche de la Physique d’un grand nombre de faits nouveaux. Toutes 
ces decouvertes ont ete preparees et excitees par les recherches de 
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M. M.-A. Pictet, a qui Ton doit des experiences capitales, et qui a fait 
connaitre le premier toute Pimportance des recherches de ce genre 
(Essaisur le feu, publie en 1790). 

MM. Leslie et Prevost avaient deja considere comme indiquee par 
les observations la loi du decroissement de l’intensite des rayons 
obliques. Le premier attribue d’abord cette loi a remission de la lu- 
miere. Yoici ses expressions : « Puisquc le boulet devenu rouge ne se 
distingue pas d’un disque lumineux, il s’ensuit que la lumiere est 
emise avec moins d’abondanee dans les directions obliques, et quc la 
densite des rayons est a peu pres comme le sinus de leur deviation de 
la perpendiculaire. » 

. M. Prevost, apres avoir cite ces memes expressions, ajoute : « Yoila 
une analogie dont on peut faire l’application au caloriquc rayonnant; 
et, en effet, des experiences que nous rapporterons portent a croire 
que l’emission du caloriquc est assujettie a la memeloi. » Et plus loin : 
« J’ai dit ci-dessus qu’il paraissait, par quelques experiences de 
M. Leslie, que le caloriquc cmanait avec plus d’abondance scion la di¬ 
rection perpendiculaire a la surface qui l’emet que scion toute autre 
direction : voici les experiences qui rendent ce fait probable. » 

Elies consistent principalemcnt dans l’observation, qu’a faite M. Les¬ 
lie, de l’eflet produit par une surface echauffec a laquelle on donnail 
des situations plus ou moins obliques. 

On place un miroir metallique concave m {fig- 10), d’une forme 


Fig. jo. 
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parabolique, devant une surface plane echauffec w, dont les rayons, 
reflecliis par le miroir, echauffent la boule t d’un thermoscope place 
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pres du foyer. Deux plans e, e interceptent une partie des rayons en- 
voyes par le plan echauffe vv, et ces ecrans sont separes par un inter- 
valle nn, qui laisse parvenir une partie des rayons en mmm. Apres avoir 
observe et mesure 1’effet que produisent sur le thermoscope les rayons 
emanes du plan echauffe dans la position vv, on change cette position, 
et Ton donne a la surface la direction v'v', sans changer la place du 
centre. On observe alors que l’effet produit sur le thermoscope est a 
tres peu prfes le meme qu’auparavant. 

II faut supposer : i° que la temperature de la surface est la memo 
en vv et en v'v', ou qu’on tient compte de la diminution de temperature ; 
2° que le deplacement n’est point assez grand pour que la ligne v'n, 
qui passe par 1’extremite du plan echauffe et celle de l’ecran, cesse de 
rencontrer le miroir. 

M. Leslie, apres avoir rapporte ces experiences, et remarque des 
circonstances accessoires qui lui paraissent devoir se compenser pres- 
que exactement, ajoute : « Je suis dispose a compenser ce deficit par 
ce que j’ai remarque ci-dessus. Nous pouvons done conclurc en general 
que Taction eloignee d’une surface echauffee est equivalente a celle de 
sa projection orthographique, et doit etre estimee par la grandeur 
visuelle de la source. » 

On voit par ces citations que, en observant les effets des rayons 
obliques, on a ete naturellement conduit a leur attribuer une inten¬ 
sity variable et proportionnelle au sinus de Tangle d’emission. 

L’action de la chaleur rayonnante est assujettie dans les espaces 
vides d’air aux lois mathematiques que nous avons exposees; mais, 
lorsqu’elle se propage dans Tatmosphere, elle suit des lois differentes 
et beaucoup moins simples, qui sont aujourd’hui presque entierement 
ignorees. L’air interpose regoit en partie la chaleur rayonnante, et il 
agit ensuite lui-meme sur les corps voisins. Nous avons plusieurs fois 
constate par des experiences attentives cette influence marquee par la 
presence de l’air. Comme l’emploi des miroirs concaves complique les 
resultats en meme temps qu’il les rend plus sensibles, nous avons 
mesure Taction directe d’une surface echauffee sur la boule d’un ther- 
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moscope qu’on plagait a differentes distances. On a apporte un soin 
extreme dans ces observations, et l’on a reconnu que les lois qui 
scraient observees dans les espaces vides sont notablement alterees 
par Faction de l’air intermediaire. Ainsi 1 ’efFetproduit par une surface 
inclineo se rapproclic visiblement de celui de la projection orthogra- 
phique; mais il y a toujours une difference tres sensible entre les deux 
resultats. 

Pour rendre plus manifeste cet effet de l’interposition de l’air, on 
avait introduit dans une enveloppe conique, et vers le sommet en /' 
(fig. 11), la boulc d’un thcrmoscope; on plaqait ensuite ce recipient 
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h cote et au-dessus d’une surface echauffee or; un ecran ee empecliait 
les rayons sortis de re de tomber directement sur la surface interieure 
du recipient. On a toujours rcmarque que la boule du thermoscopc 
s’echaudait rapidement, et il a ete facile de reconnaitre que cela pro- 
venail de l’air intermediaire mmm, qui, etant ecbauffe, montait dans le 
recipient. Ainsi tout corps expose dans l’air a Taction directe d’une 
surface echauffee eprouve en meme temps celle d’une masse fluide 
qui l’cnvironne de toutes parts, et cet effet accessoire est une partie 
notable de l’cffet principal. 

Cos m6mes experiences, qui avaient pour objet de mesurer avec pre¬ 
cision I’action directe d’unc surface echauffee sur la boule du ther¬ 
moscopc, nous ont donne lieu d’exanxiner comment 1 accroissement de 
la distance, en augmentant la quantite d’air interpose, concourt a la 
diminution de l’effet produit; mais nous avons obtenu des resultats 
sensiblemcnt differents de ceux qui auraient lieu d’apres la regie pro- 
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posee par M. Leslie, et qu’il a conclue de quelques-unes de ses obser¬ 
vations sur la chaleur reflechie. 

Quant a Taction des rayons solaires, elle doit, a plusieurs egards, 
etre distinguee de celle de la chaleur obscure. Nous appelons ainsi celle 
qui, ne pouvant traverser direetement les liquides diaphanes, ne rend 
point Ies corps visibles. Pour faire connaitre la necessity de cette dis¬ 
tinction, il nous suffira de rapporter l’experience suivante, que nous 
avons faite recemment. 

On a place au devant de la boule d’un thermoscope un plateau de 
glace transparente, d’une epaisseur assez considerable; on a ensuite 
approche rapidement au devant du plateau une plaque de fer tres 
ochaufTee, mais non lumineuse; on n’a remarque aucun mouvement 
dans I’indice du thermoscope (la boule etait garantie, de toutes parts, 
de Faeces de l’air echauffe, et Ton avait pris toutes les precautions 
requises). On a ensuite retire la plaque echauffee, et on l’a remplacee 
par la flamine d’unc bougie ordinaire : aussitot l’indice du thermoscope 
s’est mis on mouvement. On a repete plusieurs fois ces epreuves, etl’on 
n’a pu observer quelque mouvement dans le thermoscope qu’en faisant 
rougir la plaque metallique. L’instrument etait tres sensible, car l’e- 
tendue d’un degre octogesimal etait d’environ deux pouces; et il etait 
aussi tres mobile, car l’indice commengait a marcher lorsqu’on presen- 
laitla main etendue au devant de la boule a quatre ou cinq pieds de 
distance. 

11 resulte de cette experience et de plusieurs autres que la chaleur 
rayon nan te, qui ne penetre point direetement les liquides diaphanes, 
soitparee qu’elle manque de vitesse, soit pour toute autre cause, ne se 
eomporte point dans Fair et dans les solides transparents comme celle 
qui emane des foyers lumineux. Il faudra done avoir egard a cette 
distinction lorsqu’on entreprendra de determiner Faction des rayons 
solaires sur F atmosphere et sur les eaux. Ces recherclies ne peuvent 
etre fondees que sur une longue serie d’observations. Au reste, elles 
n’appartiennent point a la matiere que nous traitons aujourd’hui. Il 
faut bien remarquer qu’en soumettant au calcul la question des tem- 
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peratures terrestres, nous avons ecarte tout ce qu’il pourrait y avoir 
(l’hypothetique et d’incertain dans la mesure de l’effet des rayons so- 
laires. En efifet, on peutregarder l’etat de la surface du globe comme 
donne par les observations, et il s’agit ensuite d’en deduire l’etat des 
molecules interieures. Cette derniere question depend entierement de 
notre theorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides. 

XIV. 

Comparaison des resultats de id theone avec ceucc 
de diverses experiences. 

101 . 

II nous reste a comparer les resultats que fournit l’analyse avec eeux 
de nos proprcs experiences. Ces observations ontete faites avec beau- 
coup de soin, et souvent repetees. Le nouveau degre de precision que 
nous sommes parvenu a leur donner nous a fait recounailre une con- 
formite encore plus exacte entre les faits et la theorie. Pour etablir 
avec ordre cette comparaison, nous avons considere, dans les diverses 
questions, les resultats les plus remarquables et qu’on peut constater 
avec precision. Ainsi, la theorie faisant connaitre que les temperatures 
fixes de divers points places a distances egales sur la circonferenee de 
l’annille formentune serie recurrente (art. 10) ( ( ), nous avons cher- 
che a verifier cc resultat en mesurant les temperatures a, b, c, d de 

quatre points consecutifs et en comparant le quotient —au quo¬ 
tient qui doit etre le memo que le precedent. 

II n’est pas moins facile d’observer, pendant le refroidissement de 
1 ’armille, les temperatures A et A' de deux points situes aux deux 
extremites d’un meme diametre, et de les comparer aux temperatures 
B et B' do deux autres points situes aux extremites d’un autre diametre. 


(*) Theorie de la chaleur, arl. 109, p- 89 . 


G. D, 
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Les deux sommes A + A' et B -f- B' doivent tendre de plus cn plus a 
devenir et a demeurer egales pendant la duree du refroidisseinent 
('art. 37) (*). II faut examiner si cette relation, donnee par la theorie, 
se manifeste dans les experiences. 

On a vu aussi que le systeme variable des temperatures des diffe- 
rents points d’un corps donne s’approche continuellement d’un etat 
regulier et final, dans lequel les rapports des temperatures ne changent 
plus avec le temps, chacune d’elles decroissant comme l’ordonnee 
d’une meme Iogarithmique dont le temps est l’abscisse. II s’agit done 
d’observer les temperatures e,, e 2 , v 3 , ... d’un point determine, cor- 
respondantes aux temps t { , t. 2 , t 3 , ..., et de comparer entre elles les 

quantites —s - 5 —■——, , ••• aim de reconnaitre si cesquan- 

tites sont ou deviennent sensiblement egales, comme la theorie le 
suppose. 

En general, le calcul nous apprenant que la cbaleur affecte tou- 
jours dans l’interieur des solides une disposition reguliere et syme- 
trique, il est interessant de rendre ces proprietes sensibles par l’expe- 
rience, et de pouvoir distinguer a quelque caractere certain si le 
systeme des temperatures est entre et persiste dans cet etat regulier, 
independant de rechauffement initial. 

Nous n’avons pas eu seulement pour but dans ces experiences de 
verifier les resultats remarquables de la theorie; nous les avons encore 
choisies telles qu’on put connaitre pour une substance (le fer) les trois 
qualites specifiques qu’il est necessaire de mesurer pour faire l’appli- 
cation des formules. Ces elements sont la conducibilite propre, la con- 
ducibilite exterieure et la capacite specifique de chalcur. 

La premiere experience a ete faite sur un anneau de fer poli, expose 
par l’un de ses points a faction d’une chaleur constante. On a place 
sur trois supports de bois sec un anneau de fer poli d’environ un pied 
de diametre; sou plan est horizontal; il est perce de six trous, comme 


(!) Theorie de la chaleur , art. 215, p. 249 . 


G. D. 
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on le voit dans la fig. 12. Lcs trois premiers occupent le quart dela 
circonference, et leur distance est du huitieme de cette circon fere nee; 
les trois autres leur sont diametralement opposes ('). Les trous ne 
penetrent point jusqu’a la surface inferieure, mais seulementau dela 
du milieu de 1 ’epaisscur. On a place dans Tarmille divers thermo- 
metres, on sorte quo le centre du reservoir de ehacun correspondit au 
milieu de l’epaisseur; on a ensuite rempli avec du mercure les trous 
oil Ton avait mis les thermomelres; ceux qui restaient et qui n’avaient 
pas de thermometres ont aussi ete romplis avec du mercure. On a 
echaulfe 1 ’anneau on pla$ant au-dessous une lampe d’Argant dont on 


Fig. 12. 



pouvait augmenter 011 diminuer la flamme. On observait la tempera- 
lure de rappartement au moyen d’lin therinometrc libre; l’air etait 
Iranquille; on lenait eehauffee une pifcce voisine du lieu de l’expe- 
ricnce, et l’on entr’ouvrait, lorsqu’il etait necessaire, la porte de com¬ 
munication avec cette etuve. On est parvenu ainsi a retenir dans un 
degre fixe la temperature de l’air. Le point au-dessous duquel on avait 
mis 1c foyer etait tres voisin d’un des thermometres places dans l’ar- 
mille, et Ton reglait continuellement l’activite de la flamme en sorte 
quo ce Lhermometre marquaitun degre fixe. En apportantbeaucoup de 
soin dans ccs experiences, on est parvenu, apres des tentatives reite- 
rees, a entretenir dans un etat fixe, pendant plus de cinq heures con- 
secutives, la temperature de Fair et celle du thermometre voisin du 
foyer. Lcs thermometres plus eloignes se sont eleves successivement; 

(i) Lo diamelre total pm est o m , 3 /, 5 ; le diamelre intfirieur nr est o m , 293; l’Spaisseur urn 
est o m ,oa6; la hauteur pq est o re , 040 : pour cliacun des trous le diamfetre est o m .oi 45 ; la 
hauteur o m , 0270. 

II. 


9 
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leur mouvement s’est ralenti de plus en plus, ensuite il a cesse. Les 
temperatures ont ete statiounaires pendant un long temps, et alors 
on les a observees. On a fait plusieurs experiences de ce genre, en 
variant la position des foyers, celle des thermometres, et l’etat des sur¬ 
faces, qui etaient tres polies, ou enduites, ou recouvertes de diverses 
enveloppes. Quelquefois on a expose I’anneau a l’action constante do 
plusieurs foyers appliques a des points diflerents. Dans tons ces cas, 
on observait les temperatures stationnaires A, B, C de trois thermo- 
metres eonsecutifs, et, retranchant la temperature commune de Fair, 
on comparait les trois elevations a, b, c, afin de connaitre le rap¬ 
port Chaque experience donnait au moins une valeur de ce 

rapport, et Ton a reroarque, en effet, que cette valeur etait con¬ 
stante (*), et qu’elle ne dependait ni de Fintensite des foyers, ni 
des points oil ils etaient places. Mais ce quotient change avec l’etat 
des surfaces, et il varie aussi lorsque la distance de deux thermo- 
inetres eonsecutifs devient plus grande. En designant par q la valeur 
que prend ce rapport lorsque la distance de deux thermometres est-i 
de la circonference, et par r la valeur qui convient a une distance 
double, on a trouve par la theorie la relation suivante q = \Jr- 1- 2; 
ce qui est exactement conforme aux observations (voir ci-dessous, 
p. 68 et suiv.). 

On va maintenant rapporter les resultats numeriques des six obser¬ 
vations qui ont ete faites sans que l’etat des surfaces fut change. Les 
thermometres a, b, c, d etaient places comme l’indique la fig. i 3 . Le 
foyer permanent etait au-dessous du point f, voisin du point c ; le 
thermometre c, qui etait en ce dernier point, a marque constamment 
99 0 i a Fechelle octogesimale, et la temperature permanente de Fair 
etait de 17°^. Il s’est ecoule 4 h 24™ depuis le moment oil Fon a pose le 
foyer jusqu’a celui oil Fon a mesure les temperatures stationnaires : 
on les a trouvees alors telles qu’elles sont indiquees dans la Table 
ci-jointe. Les points 0, 1, 2, 3 , 4 * 5 , 6, 7 designent les points de divi- 


( 4 ) Theorie de la chaleur, art. 107, p. 88. 


G. D. 
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sion de la circonference, partagee en huit parties egales; s„, s,, z-.,, z 3 , 
s t* s 3« -o> -- designcnt les quantiles dontla temperature de ees points 



surpasse la temperature de l’air. Le point c correspond au point o, et 
I’on connait par l’experience les quatre quantites z- Q , s s , z 3 , s.,. 


Exc6s 

de la temperature 

du point Temperature 

Thcrmomdlre. Temperature. sur celle de l’air. de Fair. 

o o 

C . 99 i 2 o=8> I 

b . 66 z, = 48A 

d . 5oi 33 = 3ai| 7 * 

rt. 44 ^ = 26 * 


II resulte de la theorie (*) que les elevations s 8 , s 3 , z t , z it 

5 # , z n fornient une serie recurrente, et que le quotient est an 

nombre constant, qui ne depend que de la nature et des dimensions de 
l’anneau, et se trouverait toujours le meme, de quelque cote qu on 
placat les foyers de chaleur constante. On avaitpour objet de trouver 
cc quotient, afm de le comparer a celui que donneraient d’autres obser¬ 
vations : on n’avait alors que quatre thermometres que l’on put appli- 
quer a l’armille; mais on pouvait suppleer au nombre des thermo¬ 
metres en variant les observations. 


On a trouve = 2,2683, valeur du quotient cherche. On pou¬ 

vait d’abord verifier ce resultat par le calcul suivant. On a vu que le 


(!) Theorie de la chaleur, art. 109, p. 89 . 


G* D. 
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quotient serait different si la distance de deux thermometres 

consecutifs, au lieu d’etre egale a £ de la circonference, etait egale a 
la quatrieme partie de cette circonference. On suppose qu’il v ait un 
thermometre au point G, et Ton designe par s c l’elevation de la tem¬ 
perature de ce point au-dessus de celle de l’air. Soient ~’ 8 ' 2 ~ = <7 et 

—= r; il cst facile de trouver ( ( ) entre q et r la relation suivantc : 

(/ ~ co -j- et ;* — g ) 2 H—~ * 
co a ) 2 

Eliminons 00, on a 

q — 2 . 

Ainsi, en determinant r, on en pourra conclure une nouvelle valcur 
de q. 

Pour trouver /\ on aura lcs deux equations 


Z k 

eliminant s 8 , qui est inconnue, on a 

/* 2 5 4 — -04 —H z 0 . 

On pcut done obtenir la valeur de r au moyen de z 0 , z. 2 , z.„ comme on 
a obtenu celle de q au moyen de z 3 , z 3 , z A . En faisant cc calcul, on a 
trouve r = 3 ,i 4 o; et de 1 ’equation q — y/r-t- 2 on a conclu q— 2,2673. 
Cette seconde valcur differe extremement peu de la premiere. Au reste, 
il est probable que cette conformite resulte en partie de la compensa¬ 
tion fortuite des erreurs. 

On a fait diverses experiences du meme genre, en variant la position 
des quatre thermometres. Quelquefois on a place plusiours foyers, en 
apporlant la plus grande attention pour que les thermometres demeu- 
rassent stationnaires, ce a quoi Ton peut toujours parvenir. On a 
change aussi la temperature de l’appartemcnt, et Ton a prolonge la 


( 1 ) Theorie de la chaleur, art. HO, p. 89. 


G. D. 
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Le quotient q ou —-g— est 2,320; le quotient r ou —est 3 , 335 , 

et si Ton calcule une seconde valeur de q au moyen de la relation 
q — \Jr •+■ 2, on trouve q = 2 , 3 og 8 . 

Les six experiences ont donne onze valeurs du nombre q, qui 
peuvent servir a determiner ce nombre tres exactement. L’erreur sera 
moindre que la quatre-vingt-dixieme partie de la valeur du nombre si 
1 ’on emploie les experiences faites en divers temps; et si Ton ne se 
sert quc des experiences faites le meme jour, l’erreur sur la valeur de 
q sera beaucoup moindre que la deux-centieme partie de cette valeur. 

On peut done calculer avec precision le rapport g des deux conduci- 
bilites. 

Nous ferons remarquer que la valeur num6rique de q, changeant 
avec l’etat des surfaces ('), a du subir quelque alteration dans notre 
armille. Les premieres experiences ont ete faites en 1806 et les der- 
nieres en 1811 : dans cet intervalle on entretenait de temps a autre 
l’etat net et poli de la surface; mais on n’a pu eviter quelque leger 
changcment. C’est pour cela que les deux valeurs de q conclues d’une 
seule experience sont en general plus voisines que celles qui ont ete 
donnees par des experiences differentes. Au reste, on ne pouvait point 
attendre des resul tats plus conformes entreeux, soit a cause des erreurs 
provenant des thermometres, soit a raison des circonstances propres a 
I’expericnce. En elfet, les resul tats theoriques auxquels nous sommes 
parvenus supposent que Fair est deplace avec une vitesse uniforme ; 
mais 1c courant d’air qui s’etablit pres de la surface de l’anneau, et 
emportc dans le sens vertical les molecules echauffees devenues plus 
legeres, a une vitesse moindre dans les parties dont la temperature 
est moins elevee. Les points de l’anneau situes dans une meme section 
perpendiculairo a l’axe n’ont point, comme on le suppose, une egale 
temperature. La difference, quelque petite qu’elle soit, influe sur les 
valeurs des temperatures fixes; il en est de meme des interruptions 


(*) Theorie de la chaleur, art. 79, p. 56. 


G. D. 
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qu’eprouve la masse de l’anneau, a raison des trous qui regoivent les 
thermometres et sont remplis de mercure; enfin il doit s’ecouler une 
petite quantite de chaleur dans les supports. Toutes ces circonstances 
doivent alterer les resultats, et les eloigner de ceux que donne la 
theorie. On voit cependant qu’elles n’empSchent point qu’on n’ob- 
tienne des valeurs tres voisines des veritables. 

102 . 

On a observe aussi le mouvement de la chaleur dans cettc memo 
armille qui a servi aux experiences precedentes. Ce solide avait etc 
place sur trois supports de hois sec; son plan etait horizontal, et Ton 
avait mis quatre thermometres a, b, c, d {Jig- i 5 ) aux points designes 


Fig. i5. 


a 



par ces lettres dans la figure; ensuite on avait rempli de mercure les 
trous a , b, c, d, et les deux autres m et ri, qui n’avaient point de ther¬ 
mometres. Un cinquieme thermometre etait libre et servait a mesurcr 
la temperature du lieu do l’experience. La piece oil Ton observait etait 
assez vaste, et Ton prenait soin de ne pas agiter l’air. Elle communi- 
quait avee une secondc piece echauffee, et Ton ouvrait, lorsqu’il etait 
necessaire, la porte de communication, afin d’obtenir une temperature 
constante; ce qui a eu lieu en effet. 

Le point f ayant ete expose pendant 26 minutes environ a la flamme 
d’une lampe d’Argant, les thermometres c, b, d, a se sont eleves suc- 
cessivement. Apres 26 minutes ecoulees, on a ote le foyer, et dans ce 
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moment, a 7 h 3i m , le thermometre c marquait 127°! environ, et. les 
autres marquaient exactement, savoir : 

Thermomdlre- Temperature. 

, 0 

h . 55 i 

ct . 20 

d . 35 £ 

celui de la chambrc, designe par t, 

t . 18 | 


A 7 1 ’ 34 m , le thermometre c etait descendu a 11 i°f environ; et les 
autres ihermometres marquaient exactement, savoir : 


Tlierinomdlre. 


Temperature. 


b 


d. 

t. 


57 

26 

37 


5 

s 

(5 


l8 1 


On a commence a mesurer les temperatures avec le plus grand soin; 
unc personne observait un seul thermometre, et toutes etaient averties 
au ineme instant par celle qui observait le temps ecoule. On remar- 
quait aussitol la position du mercure dans le thermometre, et Ton on 
lenait note. 

La Table suivante contient ces resultats : 
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THERMOMETRES 

SOM 

MES 

DIFFERENCE 

des 

c . 

b . 

a . 

d . 

f. 

- (rt-f-f). 


doml- 

sommes. 

8 gf 

59 

28 

4o | 

0 1 unpeu 
10 2" haul 

58,9l6 

49,833 

—1— 9, o83 

751 

56i 

3oi 

421 

181 id. 

53,167 

49,4t7 

4~ 3,750 

66 i 

o3 j 

32 1 

421 

18 id. 

4g,25o 

47,833 

H- i,4i7 

60 

5o| 

33 f 

4if 

.8| id. 

46,833 

46,.67 

4- 0,666 

55 B 

471 

341 

4i nr 

18! 

44,8oo 

44,483 

4- 0,317 

Sif 

45 | 

341 

4oi 

18! 

43,333' 

43,067 

4~ 0,266 

47 

43 

35 

38 H 

181 

4i ,000 

40,967 

4- o,o33 

431 

4 r 

341 

38 

i8f 

39,354 

3g,5oo 

— 0,i46 


391 

341 

371 

.8f 

38 h 5 oo 

38,483 

4- 0,017 

4o| 

37! 

341 

36i 

i8f 

37,375 

37,041 

4~ 0,334 

39 IQ 

37 

34 

35 M 

.8f 

36,85o 

36,467 

4 - 0,383 

37 1 

36 

33 falble 

34 B 

19 faiblo 

35,167 

35,367 

— 0,200 

36 

35 

321 

33-| 

T un pou 
*9 faiblo 

34,365 

34,3oo 

4- 0,o65 

34|- 

33f 

32-1 

331 

19 id. 

33,35o 

33,5oo 

— 0, i5o 

33 f 

331 

3r| 

32 B 

19 id. 

32,791 

32,960 

— 0,1 

33 

32 1 

3i| 

32 

19 id. 

32,125 

32,200 

— 0,076 

32 

3i f 

3»A 

3i| 

19 id. 

3r,533 

3i ,733 

— 0,200 

3o| 

3of 

3o g 

0 1unpeu 

00 if fort 

19 id. 

3o,3i2 

3o,5oo 

— 0,188 

2 7 i 

27! 

271 


.9 id. 

27,666 

27,750 

— 0,084 

27 

?7 i 

27 X 

■271 

19 id. 

27, 125 

27,291 

— 0,166 

26 i 

2 61 U fo rt “ 

261 

261 

.9 id - 

26,626 

26,666 

— o,o4i 


II. 


10 
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L’experience a ete termjneea io h 28 m du soir. 

Nous avons vu (') que la loi de la propagation de la chaleur dans 
une armille devient de plus en plus simple a mesure que Ie refroidis- 
scment s’opere, et qu’apres un certain temps ecoule la chaleur est dis¬ 
tribute svmetriquement. Dans ce dernier etat, qui dure jusqu’a la fin 
du refroiclissement, la circonference est divisee en deux parties inega- 
lement echauffees. Tous les points d’une moitie de l’annille ont une 
temperature superieure a la temperature moyenne, et tous Ies points 
de la moitie opposee ont des temperatures inferieures a cette valeur 
moyenne. La quantite de la difference est representee par le sinus de 
l’arc compris depuis chaque point jusqu’a l’extremite du diametre 
mene par le point qui a la temperature moyenne. On avail pour but, 
dans 1’experience precedente, de eonnaitre le moment ou le solide 
commence a entrer dans I’etat que nousvenonsde decrire. Comme la 
temperature moyenne equivaut, dans cet etat, a la demi-somme des 
temperatures de deux points situes aux extremites d’un meme dia¬ 
metre et que, par consequent, cette demi-somme est la meme pour 
deux points quelconques, pourvu qu’ils soient opposes, on a choisi 
cette propriete comme l’indice de la disposition symetrique qu’il s’agit 
de rendre sensible. Tout se reduit done a observer pour le memo in¬ 
stant la valeur de la difference de la demi-somme des temperatures 
a-t-c et la demi-somme des temperatures b-\-d, et a examiner au 
moyen des resultats precedents s’il arrive, apres un certain temps, que 
ces temperatures deviennent et demeurent egales. Or les resultats des 
experiences sont a cet egard tres remarquables, et ne laissent aucun 
doutc sur cette distribution reguliere de la chaleur. 

En effet, lorsqu’on a eloigne le foyer, a 7 h 3i m , la demi-somme 
i(a •+■ c) valait environ 76°^, et la demi-somme {{b -+- d) valait 45 °f. 
Ces deux quantites, loin d’etre egales, differaient de 3 o°f. A 7 h 34 m , 
la demi-somme -j(a + c) valait environ 68°|, et la demi-somme 
valait environ 47°! : ainsi la difference etait encore de 21 0 . En conti- 


(i) Theorie de la chaleur, art. 245, p. a5o. 


G. D. 
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nuant jusqu’a la fin de l’experience cette comparaison des deux demi- 
sommes, il est facile de juger si elles tendent a devenir egales, et res¬ 
ent sensiblement dans cet etat d’egalite; ou si, au contraire, elles 
peuvent se separer et donner des differences croissantes de signe 
oppose. 

On a marque dans la Table, pour cliaque valeur du temps ecoule, la 
valour correspondante de la demi-sommc ^(a + c), celle de la demi- 
sommc ~(b -+- d), et la difference des deux valeurs. On voit par cette 
Table quo la difference des demi-sommes, qui etait d’abord 3 o°, 66 , a 
ele reduite, en 3 minutes, a 21 0 ; elle est devenuc 9 0 pendant les 5 mi¬ 
nutes suivantes, et elle a ensuite continue a decroitre; mais elle n’a pu 
acqucrir aucune valeur negative do quelque etendue. Cette difference 
des demi-sommes a passe, en 26 minutes, de la valeur de 3 o° a celle 
d’un demi-degre environ; elle a conserve des valeurs tres petites, qui 
se sont abaissecs successivement au-dessous d’un tiers et d’un cin- 
quiemc de degre. 11 faut ajouter que les valeurs apparentes de cette 
difference resultent en majeure partic des erreurs presque inevitables 
des instruments et des observations. D’ailleurs on a fait l’experience 
dans l’air tranquillc, au lieu de determiner un courant d’air d’une 
vitesse uniforme; il etait facile de prevoir que l’omission de cette con¬ 
dition n’aurait point unc influence considerable sur les resultats. 

On a souvent repete des experiences de ce genre, en faisant varicr 
toutes les circonstances, ou successivement, ou ensemble. On a plu- 
sieurs fois employe six thermometres, dont trois etaient opposes a trois 
autres; alors on a compare les trois demi-sdmmes, et Ton a toujours 
reconnu qu’elles tendaient rapidement a devenir egales, et qu’ensuite 
elles demeuraient dans cet etat pendant toute la duree de 1’experience. 
On a cchauffe l’anneau au moyen de deux foyers, et d’autres fois on a 
transports le foyer en divers endroits, afin d’occasionner le plus d’ine- 
galite possible dans la distribution de la chaleur. Enfin, on a fait con- 
courir le frottement a la production de la chaleur; et, de quelque 
maniere que l’anneau ait ete echauffe, on a toujours observe que les 
demi-sommes convergent rapidement vers une valeur commune, en 
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sortc qu’on a reconnu par le fait Fimpossibilite d’obtenir un resultat 
different de celui que [’analyse nous a fait connaitre. Au reste, l’obser- 
vation de ces faits n’ajoute rien a la certitude des consequences theo- 
riques : clles derivent necessairement du principe de la communica¬ 
tion de la chaleur; elles ont toute 1’exactitude de ce principe, et 
seraient assujetties aux memes corrections, si des experiences ulte- 
rieures en faisaient connaitre la necessite. 

103 . 

On a expose, pendant 3 o minutes environ, a Taction d’un foyer de 
chaleur une masse de fer de forme spherique, et dont la surface avait 
ete polie avec le plus grand soin : le diametre de la sphere est d’en- 
viron 4 pouces (*); un thermometre exactement construit penetrait 
au clela du centre de la sphere; le trou cylindrique qui recevait ce 
thermometre etait rempli de mercure. 

L’experience avait lieu dans Fair tranquille, au milieu d’une piece 
assez vaste, entretenue a une temperature constante. Le thermometre 
libre qui indiquait la temperature del’air marquait i2°A 

La temperature de la sphere s’est elevee au dela de ioo° (division 
octogesimale). Alors on l’a separee du foyer et on Fa exposee isole- 
ment a Fair; elle etait suspendue par deux cordons de soie, qui pas- 
saient dans deux anneaux extremement petits fixes a la surface. On a 
essuye la surface, afin de faire disparaitre les taches que la flamme 
aurait pu laisser. Le thermometre s’est abaisse successivcment. La 
Table suivante donne : x° les valeurs du temps; 2° les elevations cor- 
respondantes du thermometre de la sphere depuis 63 ° jusqu’a 43 °; 
3 ° les elevations du thermometre libre. 

(i) Lo diam&tre de la sphere est de o m , 1106; le diametre du trou cylindrique est de 
o m , oi5; la profondeur de ce trou est de o m , 080; le poids du solide, sans celui du mercure, 
est do 5310 ^ 7. 
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Valours 

Difference 

Valeur do s, 
temperature 
de la sphere. 

du 

des 

Le thermomeire 

temps t. 

temps. 

marque 

h m 


o 

8./,i 

m 

63 

co 

QO 

17| 

58 

9-tSi 

20 

53 

9-4«| 

22 1 

261 

48 

IO - 7 j 


43 


Valeur de a , 



temperature 

Valeur de y , 


de la chambre. 

elevation 

Valeur de x 

— 

au - dessus 

dans 

Le ttiermomfetre 

de la temperature 

l’equation 

marque 

de Fair. 

y = A x*. 

o 

12 4 

5o,5 


12 — 

1 Z 2 

45,5 

0,99406 

12 I 

4o,5 

0,99420 

12 % 

35,5 

o,994i6 

12 2 

3o, 5 

0,99422 


En resolvant la question de la propagation de la chaleur dans une 
sphere, nous avons remarque quo les temperatures se rapprochent 
continuellcment du systemc durable dans lequel elles decroissent en 
memo temps, sans que lours rapports soient changes ('). Alors ces 
temperatures varient, depuis le centre jusqu’a la surface, de meme que 
le rapport du sinus a l’arc varie depuis une extremite de la demi-cir- 
confercncc jusqu’a l’extremite d’un certain arc moindre que cette 
dcmi-circonference. Chacune des temperatures en particulier, et par 
consequent la temperature moyenne, decroit comme l’ordonnee d’une 
logarithmique dont le temps est l’abscisse. On peut reconnaitre, au 
nooycn dc l’obsorvation, le moment oil cette distribution reguli'erede 
la chaleur est etablie. En effet, il suffit d’examiner si le mouvementdu 
thcrinometre peut etre represente par une logarithmique; car cette 
dernierc proprictc n’appartient qu’a l’etat regulier dont il s’agit. 
Soient^, et ^ deux temperatures indiquees par le thermometre de la 
sphere et correspondantes aux temps t t et it,; soient a la temperature 
constantc de l’air, et y relegation s — a. Si la valeur de y est donnee 
par l’equation y — ka.*, A etant une quantite constante et cc une frac¬ 
tion, on aura 

yi — Aa‘< et j 2 =Aa*»; 

d’oii l’on tire 

iog«= 

1 2 - 


En prenant les deux temperatures 63 ° et 58 ° qui donnent 5 o,o et 45,5 

(') ThSorie do la chaleur, art. 292 , p. 3 i 5 , et art. 295 , p. 3 i 8 . - G. D. 
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pour les deux valeurs 99 etj 2 , on trouve, pour la fraction a, 

0,99406. 


Si Ton fait le meme calcul pour I’intervalle suivant, c’est-a-dire en 
prenant 


7 i = 45,5, y t — 40,5 


ct 


— t 1 " 20 , 


on trouve une seconde valeur 0,99420 de a. Le troisieme intervalle 
donno 

« = 0,99416; 


le quatrieme 


a = 0,99422. 


On a rapporte dans la Table precedente ces differentes valeurs do a. 

On voit par ces resultats que, si Ton considerc deux elevations con- 
secutives, par exemple 5 o°| et 45 °^, comme les deux termes extremes 
d’une progression geometrique, et que l’on insere entre eux un nombre 
de moyens proportionncls geometriques egal au nombre de minutes 
eco'ulees moins un, on trouve pour la raison de la progression une 
fraction a qui differe tres peu de celle qu’on aurait trouvee pour l’in- 
tervalle suivant, forme des elevations 45 °| et 4 o°i- Le mouvement du 
thermometre peut done sensiblement etre represente par une courbe 
logarithmique. En effet, si Ton suppose, dans l’equation y = Aoc e , 

A = 5o,4o6 et a=:o,994i5, 

on aura les valeurs suivantes, qui different tres peu de celles que I’on 
a observees. 


Valeurs 

observees. 

Valeurs deduites 
de l’equation. 

DifTerences. 

5o,5 

5o,4o6 

0,094 

45,5 

45,5oo 

0,000 

4o,5 

40,466 

o,o34 

35,5 

35,5oo 

0,000 

3o,5 

3o,35a 

0 , 148 


Le refroidissement depuis 63 ° jusqu’a 43 ° a dure plus de 86 mi¬ 
nutes, etdans cet intervalle le mouvement du thermometre est exprime 
par l’equation y = Ax e a moins d’un sixieme de degre pres, erreur 
qui n’est pas la deux-centieme partie de la temperature observee. 
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Au reste, il y a diverses circonstances qui troublent ici le mouve- 
ment de la chaleur et doivent. alterer an peu l’exactitude des resultats. 
La partie de la masse qui est formee du mercure et du thermometre 
est dans un etat bien different de celui que la theorie considere, et le 
thermometre n’indique pas exactement la temperature moyenne du 
solidc; mais la cause qui influe le plus sur les resultats est la diminu¬ 
tion continuelle de la vitesse de l’air. Scs molecules, qui s’echauffent 
a la surface de la sphere, sont emportees vers le haut par un courant 
dont la vitesse se ralentit a mesurc que le corps devientplus fro id. Or 
il y a une partie dc la chaleur perdue par la surface qui depend de la 
vitesse du courant; par consequent le refroidissement devient moins 
prompt, et la fraction «, par laquelle on doit multiplier la temperature 
pour connaitre cc qu’elle devient apres une minute, acquiert des va¬ 
lours de plus en plus grandes. Cet effet s’est manifesto dans toutes nos 
observations; mais il est peu sensible dans celle-ei, parce que Ton s’est 
borne a un intervallc de 20°. La loi du refroidissement dans un air 
tranquillc differe done un peu de celle qu’on observerait si le corps 
eta it expose a un courant d’air invariable. Il serait facile de determiner 
cettc premiere loi avec une approximation suffisante, et l’on en con- 
clurait les differences qui existent entre les resultats de la premiere 
liypothese et ceux dc la seconde; mais nous ne nous sommes point 
propose dc trailer cette question, qui se rapporte a la propagation de 
la chaleur dans les fluides. 

Indcpcndamment do l’cxperience precedente, on en a fait plusieurs 
du memo genre sur des spheres de diverses dimensions. Lorsqu’on a 
commence cos observations, on prenait soin d’echauffer les solides 
uniformement, en les retenant dans un bain de mercure entretenu a 
une temperature pcrmanentc. Apres que l’immersion avait dure un 
temps assez considerable, et que le thermometre plonge dans la masse 
indiquait constamment la temperature requise, on retirait ce solide, et 
on le suspendait au milieu de l’air plus froid, afin d’observer les abais- 
sements successifs du thermometre. On a toujours remarque que la 
valeur de la fraction a augmente, quoique tres lentement, a mesure 
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que la duree du refroidissement augmente. Cette valeur peut etre re- 
gardee comme constante lorsque la difference des deux temperatures 
extremes n’est pas considerable. On a plusieurs fois, dans nos expe¬ 
riences, observe Ies abaissements du thermometre de degre en degre, 
dcpuis ioo° jusqu’a 12° ou i 5 °.On est parvenu, dans tousles cas, a des 
resultats semblables a ceux que l’on vient d’exposer. On a enfonce les 
spheres dans un liquide entretenu a une temperature constante, ou on 
les a entourees de sable ou de limaille continuellement echauffes. On 
a place au-dessous une lampe allumee que Ton retirait ensuite. On n’a 
point remarque, dans les resultats, de difference qui put etre attribute 
a la maniere dont le solide avait ete ecliauffe. II parait que la diffusion 
de la clialeur dans la masse s’opfere assez facilement, et que, dans une 
sphere de dimensions mediocres, les temperatures arrivent bientot a 
cet etat oil elles sont representees par les quotients du sinus par l’arc. 
On peut dans ces experiences, et sans craindre d’alterer la precision 
des resultats, suspendre les corps dans 1’air, et les ecliauffer au moyen 
d’uno ou plusieurs lampes d’Argant; on retire ensuite les foyers, et 
l’on attend que le refroidissement ait dure quclque temps avant d’ob- 
server les abaissements du thermometre. Nous avons fait aussi d’autres 
experiences afin de connaitre les cffets de la chaleur dans des solides 
de diverses formes et dimensions, dans differents liquides, dans les 
fluides dlastiques et dans le vide; mais ces observations sont impar- 
faites et meriteraicnt peu l’attention du lecteur; elles n’ont point d’ail- 
leurs un rapport direct avec la matiere que nous avons traitee dans 
ces Memoires. On rapportera seulement deux observations faites avec 
beaucoup dc soin sur une sphere et sur un cube de fer. 

104 . 

On a place dans I’air, entretenu k une temperature constante, une 
sphere solide de fer d’environ 2 pouces de diametre (*); la surface 

(i) Lo diametre dp la sphere est de o m ,o55i; le diametre du trou cylindrique est de 
o m ,oi 5 ; la profondeur de ce trou est de o“,o38; le poids de la sphere, sans celui du mer- 
cure, est de 653 6r , 7 . 
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etait parfaitement polie, et Fori y avail fixe deux anneaux tres petits, 
ou I on passait deux cordons destines a suspendre la masse. La sphere 
est percee d’un trou cylindrique oil Ton mettait un thermometre. Le 
centre du reservoir coincide avec le centre de la sphere, et Ton rem- 
plissait le trou avec du mercure. On a place sous la sphere une lampe 
allumce. Le thermometre s’est eleve a plus de io 3 °; on a retire le 
foyer, et l’on a observe, assez longtemps apres, les temperatures sui- 


vantes : 

A 6''34 m le thermometre a passd a. 63° 

A 7 1 ' 7"’4o s le thermometre a pass6 a. 43° 


Inexperience a eu lieu dans Fair tranquille. Un poele echauffait une 
piece voisine, et l’on entr’ouvrait, s’il etait necessaire, la porte de com¬ 
munication, afin de maintenir la temperature de I’appartement, qui 
etait de 12°-^. 

On a expose de la mememanierea Taction du foyer, etdans descir- 
eonstanccs semblables, une masse cubique de fer dont la surface avait 
etc exactcment polie; le cote du cube est d’environ deux ponces ('). 
Le thermometre donl. on s’est servi pour la sphere a etc place dans le 
cube, au milieu du trou cylindrique, qui penetrait un peu au dela du 
centre ct quo Fon a rempli avec du mercure; le thermometre s’est 
eleve a 8o°(une plus grande elevation ne changerait pas les resultats). 
Alors on a eloigne le foyer, ct Fon a observe, quelque temps apres, les 
temperatures suivantes : 


A 8" i7 m 3fi* lo thormomelro a pass6 k . 63° 

A 8 l ‘5C m 4o’* lo thormomhtro a pass6 h. 43° 


Le thermometre place dans Fair marquait ia 0 |. 

Ainsi la temperature s’est abaissec de 63 ° a 43 ° en 33 m 4 o s pour la 
sphere, et de 63 ° a 43 ° en 39 m 4 s pour le cube, dont le cote est sensi- 
blcment egal au diametre de la sphere. 

En comparant ces resultats, il est necessaire de remarquer, comme 

(i) Le c 6 l 6 du cubo est do o m ,o5535; le diam&tre du trou cylindrique est do o",oi5; 
la profondour de co trou est 'de o", 042 ; le poids du cube, sans celui du mercure, est de 
ta458 r . 
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on l’a fait precedemment (art. 101), q'ue plusieurs circonstancf 
courent a en alterer I’exactitude. II faut observer surtout que la 
du solide qui est formee de mercure se trouve dans un etat tres 
rent de celui que la theorie suppose; et les dimensions des trous 
driques sont telles dans les differents solides que la cause prec 
a d’autant plus d’effet que les corps ont de moindres dimens 
cette cause tend a augmenter le rapport des durees du refroi 
ment. 

105 . 

Nous terminons ici toutes nos recherches sur la propagation 
chaleur dans les corps solides. La Table placee a la fin de cet Oi 
indique l’ensemble et les resultats generaux de notre theorie. . 
ne nous parait plus remarquable que cette disposition reguliere 
chaleur affecte toujours dans l’interieur des solides, et que l’A 
mathematique, devangant toutes les observations, nous fait con 
aujourd’hui. Pour representer generalement cet effet, il faut con 
que tous les points d’un corps d’une figure donnee, par exemple 
sphere ou d’un cube, ont d’abord regu des temperatures differ 
qui diminuent toutes en meme temps lorsque le corps est plac 
un milieu plus froid. Or le systeme des temperatures initiales per 
tel, que les rapports etablis primitivement entre elles se cons 
sans aucune alteration pendant toute la duree du refroidissemei 
etat singulier, qui jouit de la propriety de subsister lorsqu’il est i 
peut etre compare a la figure que prend une cordo sonore lorsi 
fait entendre le son principal. Le meme etat est susceptible au 
diverses formes, analogues a celles qui repondent dans la cord 
tique auxsons subordonnes. 11 y a done, pour chaque solide, ur 
nite de modes simples suivant lesquels la chaleur peut se props 
se dissiper sans que la loi de la distribution initiale eprouve 
changement. Si l’on formait dans le solide un seul de ces etatssii 
toutes les temperatures s’abaisseraient en meme temps, en cons 
leurs premiers rapports, et chacune d’elles diminuerait comm 
donnee d’une meme logarithmique, le temps etant pris pour abi 
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De quelque maniere que les differents points d’un corps aient ete 
echauffes, le systeme initial et arbitraire des temperatures se decom¬ 
pose en plusieurs etats simples et durables, pareils a ceux que nous 
venons de decrire. Cliacun de ces etats subsiste independamment de 
tous les autres, et n’eprouve d’autres changements que ceux qu’il 
eprouverait s’il etait seul. La decomposition dont il s’agit n’est point 
un resultatpurement rationnel et analytique; elle a lieu effectivement 
et resulte des proprietes physiques de la chaleur. En effet, la vitesse 
avec laquelle les temperatures decroissent dans cliacun des systemes 
simples n’est pas la meme pour les differents systemes; elle est extre- 
mement grande pour les etats subordonnes. II arrive de la que ces der- 
niers etats n’ont une influence sensible que pendant un certain intcr- 
vallede temps: ils finissent en quelque sorte par disparaitre,et s’effacent 
pour nc laisser subsister visiblemont que l’etat principal. On en tire 
cette consequence que, de quelque maniere que la chaleur initiale ait 
ete repartie entre les points du solide, elle ne tarde point a se distri- 
buer d’elle-memc suivant un ordre constant. Le systeme des tempera¬ 
tures passe dans tous les cas possibles a un meme etat, determine par 
la figure du solide et independant du systeme initial : on peut con- 
naitre par l’observation le moment oil cet etat principal est forme; car, 
lorsqu’il a lieu, la temperature d’un point quclconque dccroit commc 
les puissances successives d’unc memo fraction. II sulfit done de me- 
surer la temperature variable d’un point du solide, afin do distinguer 
le moment oil la loi precedente commence d’etre observee. 

La propriete que la chaleur a d.’affecter dans les solides une distri¬ 
bution reguliere independante des causes exterieures se manifeste 
encore lorsquc les temperatures sont devenues permanentes. Ainsi, 
lorsqu’un cylindrc, ou un prisme metallique d’une longueur conside¬ 
rable, est expose par une extremite a Taction durable et uniforme d’un 
foyer de chaleur, cliaque point du solide acquiert une temperature 
fixe. La loi suivant laquelle la chaleur se distribue est d’autant plus 
simple que les points observes sont plus eloignes de 1’extremite echauf- 
iec. L’etat du solide, dans la partie qui est soumise a l’influence pro- 
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chaine du foyer, se compose de plusieurs etats particulars dont chacun 
peut subsister independamment des autres; mais les temperatures 
prises a uno ccrtaine distance de 1’origine jusqu’a l’extremite opposee 
ne forment plus qu’un systeme unique et principal, qui serait encore 
lc meme si 1’on changeait d’uno maniere quelconque Taction perma- 
nente du foyer. 

Les phenomenes dynamiques presentent aussi des proprietes ana¬ 
logues, tclles que l’isochronisme des dernieres oscillations o,u la re¬ 
sonance multiple des corps sonores. Ces resultats, que des experiences 
journalieres avaient rendus manifestes, ont ete ensuite expliques par 
le calcul. Ceux qui dependent du mouvement de la chaleur ne peuvent 
ctre constates que par des observations plusattentives; mais l’Analyse 
mathematique, empruntantla connaissance d’un petit nombre de faits 
generaux, supplec a nos sens et nous rend en quelque sorte temoins 
de tons les changcments qui s’accomplissent dans l’interieur des coi’ps. 
Elle nous devoile cette composition harmonique des mouvements 
simples auxquels la chaleur est assujettie, soit qu’elle se propage uni- 
formcmcnt pour entretenir des temperatures fixes, soit qu’elle tende 
et se dispose par degres insensibles a ce dernier etat. 

Des observations plus precises et plus variees feront connaitre par la 
suite si les elfets de la chaleur sont modifies par des causes que Ton 
n’a point apenjues jusqu’ici, et la theorie acquerra une nouvelle per¬ 
fection par la comparaison continuelle de ses resultats avec ceux des 
experiences; elle expliquera des phenomenes importants que l’on ne 
pouvait point encore soumettre au calcul; elle apprendra a determiner 
les effets variables des rayons solaires, les changements que subit la 
temperature dans l’interieur du globe terrestre, aux sommites des 
montagnes, a differentes distances de l’equateur, etles grands mouve¬ 
ments que les variations de la chaleur occasionnent dans l’Ocean et 
dans l’atmosphere; elle servira a mesurer la conducibilite interieure 
ou exterieure des differents corps et Ieur capacite de chaleur, a distin- 
guer toutes les causes qui modifient remission de la chaleur a la sur¬ 
face des solides et h perfectionner les instruments thermometriques. 
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Cette theorie excitera dans tous les temps l’attention des geometres; 
clle les interessera par les difficultes d’analyse qu’elle presente et par 
la grandeur et 1’utilite qui lui sont propres. Aucun sujet n’a des rap¬ 
ports plus etendus avec I’etude de la nature et les progres de l’indus- 
trie; car I’action de la cdialeur est toujours presente; eile penetre les 
corps et les espaccs; elle influe sur les procedes de tous les arts et 
concourt a tous les plienomenes de l’univers. 
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81. On suppose quo tous los points de la surface d’une sphere d’un trds grand 

diamdtro ont une tempdraturo commune e, qui est une fonction poriodique 
du temps dcould. Cette fonction cp(/) no change point do valour lorsqu’on 
dcrit 0 au lieu do t ; 0 est une constanto dgale h la durde do la pdriode. 
Quelles que soiont los tompdraturos primitives dos moldculcs du solide, dies 
s’approchcnt de plus en plus d’un certain dtat pdriodiquo, qui no ddpend quo 
des variations auxquollos la surface est assujettio. Cot dtat est roprdsonld 
par 1’dquation suivante : 

COS (^i. ^ f <p(0 COS (i ^ tj dt I 

sin t — ijfjf <p(Ocos ('Hf I 

v ost la tempdraturo quo doit prondre, apres lo temps /, la couche sphdriquo 
([ui ost placdo au-dcssous do la surface i la profondour u. II faut ddvelopper 
lo signe £ en met tan L au lieu do i les valours successivos i, 2 , 3, 4, ..., i. ... 5 

82. Lorsqu’on donno k la variable a une valeur un peu considdrablo, les termes 

placds sous lo signe 2 s’dvanouisscnt presque entidroment, d’ou il suit quo 
les variations pdriodiques do la surface dovionnent insensiblos h uno certaine 
profondour. 10 

83. La tempdraturo permanent© dos lieux profonds, dtant oxprimdo par lo premier 

term© do la valeur do 0 , ost dgale k la valour moyenno de toutos les tempd- 
ratures quo Ton observorait k la surface pendant la durdo 0 de la pdriode... 11 
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84. Lorsque la profondeur est telle queles variations periodiques ne sont pas entie- 
rement insensibles, mais ont seulement de petites valeurs, ces variations 


i r 

j ®(t)dt , ou w, sont exprimees par le premier des termes 


qui 


entrent sous le signe S. 

Cette difference w entre la temperature d’un point interieur et la tempe¬ 
rature moyenne varie avec Ie temps, et comme le sinus du temps qui s’est 
ecoule depuis l’instant ou elle dtait nulle. Elle reprend toutes ses premieres 
valeurs pendant la duree 6 de la periode suivante. 

Le maximum de la difference w n’est pas le meme pour differentes profon- 
deurs; il decroit en progression geomdtrique k mesure que la profondeur 
augmonte de quantites egales. Les diffdrents points d’une mdme verticale ne 
parviennent point dans le mdme temps k la tempdrature moyenne, et cette 
dernidre temperature passe d’un point a un autre avec une vitesse imiforme. 

La duree 0 de la periode et la conducibilitd du solide influent beaucoup 
sur la profondeur a laquelle les variations deviennent insensibles, et sur la 
distance des deux points d’une mdme verticale qui atteignent en mdme temps 
la tempdrature moyenne. 


85. On applique ces rdsultats a une masse spherique homogdne de fer, dont la sur¬ 
face serait assujettie & des variations diurnes et annuelles de tempdrature. 
Ayant determine, par les experiences rapportees dans ce Memo ire, la valeur 
approchde du nombre K, on trouve que les variations diurnes sont presque 
nulles a a m ,3, et que les variations annuelles sont insensibles k 6o m environ. 
La tempdrature moyenne descend dans l’inldrieur du globe avec une vitesse 
d’environ 3o m en six mois ......'. 


86. On applique la solution gendrale an cas oules tempdratures de la surfaco vario- 

raient comme les sinus des temps ecoulds. 

La duree 0 de la pdriode est partagde en deux saisons dgalcs. Pendant la 
premiere, le globe s’echauffe, le foyer lui communiquant une nouvello quan¬ 
tile de chaleur; pendant la secondo, le solide perd cette mdme chalour qu’il 
avait acquise et la rend a Fespace extdrieur. 

Le globe commence k s’echauffer un huitieme d’annde avant que la tempd¬ 
rature de la surface passe au-dessus de sa valeur moyenne; il commonco 
a se refroidir six mois apres. On peut determiner toute la quantitd de cha¬ 
leur qui, pendant la saison de Fdchauffement, pdnetre dans le solide en 
traversant une portion ddterminee de la surface. 

Dans le climat ou la tempdrature annuelle s’dleve de 8° (octogdsim.) au- 
dessus de la valeur moyenne, la chaleur totale qui pdnetre pendant le cours 
d’une annde une surface de serait, pour un globe de fer, dquivalento a 
a856; c’est-a-dire qu’elle pourrait fondre 2856 kg de glace. 

87. La tempdrature fixe des lieux profonds n’est point la mdme dans tous les cli- 

mats, et elle diminue k mesure que l’on s’dloigne de Fdquateur. Si Foil fait 
abstraction de l’enveloppe spherique dont les points sont assujettis k des 
variations periodiques de tempdrature, on peut considdrer le globe tcrrcstre 
comme une sphdre solide dont les points situds k la surface sont entretenus 
a des tempdratures fixes, mais qui diffdrent d’un point k un autre. On peut 
ddterminer par le calcul l’dtat des molecules intdrieures. 
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x designe la distance d’un point du solide au plan de l’equateur, et y la 
distance de ce point a l’axe de l’dquateur. X et Y sont les valeurs de x et 
de y pour les points de la surface. Des causes exterieures quelconques 
retiennent tous les points de la surface situds sur un mdme parallele k une 
temperature commune et fixe F(X); il en est de mdme de chacun des paral- 
ldles, en sorte quo la loi suivant laquelle les temperatures diminuent, d'epuis 
le pole jusqu’^i 1’equateur, est reprdsentde par la fonction connue F(X); 
quelles que soient les temperatures initiales des points interieurs, elles 
changent continuellement et elles s’approchent de plus en plus d’un dtat final 
permanent. 

Get dtat est exprimd par l’dquation 

d 2 v d 1 v i dv _ 

dx 2 + 


v est la tempdraturo fixo du point dont les coordonndes sont x et y. 

On peut assignor pour une valeur particulidre de c> la fonction cos.r fey cos <i clq, 


ou 


cos. 2 ? 


( 


£ 

2 2 


?A 4 2 


r 6 




Si done on donne aux diffdrents points d’une sphdre solide les temperatures 
exprimdos par cetto fonction, et si Ton maintient ensuite dans leur dtat 
actuel les tompdraturos do la surface, il no pourra y avoir aucun change- 
ment dans I’intdrieur de la sphdro..... 20 

88 . Cette solution, quoique particulidro, fait connaitre comment la chaleur pdndtro 
par les rdgions dquatoriales, et s’avance de plus en plus dans l’intdrieur du 
globe pour remplacer colie qui so ddtourno ot se dissipe vers les pdles. 25 


XIII. 

Des lois mathdmatiques de Vtquilibre de la chaleur rayonnante. 


89. Principo gdndral do rdquilibre des tompdraturos. 28 

90. Mesuro do l’intonsiLd des rayons do chaleur... 3i 


91. Un plan circulaire dtant maintonu k la tompdraturo a ) on place, en un point de 
la perpondiculairo dlevde par lo centre du cercle sur son plan, un disque 
infiniment petit, dont le rayon est jj. et dont le plan est paralldle k celui du 
* cercle. La quantitd do chaleur que lo plan envoie sur lo disque est 

f\{z)dz 

ah tt|jl 2 —5—-- 

f F (z)dz 

h est la conducibilitd de la surface dchauffde; s est le sinus do l’angle © que 
fait avec lo plan la direction d’un rayon qui, ayant son centre sur ce plan, 
embrasso le disque infiniment petit; F(s) ou F(sincp) roprdsente la loi indd- 

II. 


j 2 
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terminee suivant Iaquelle Tintensite varie avec Tangle cp. Z ou sin<t> repre¬ 
sent la valeur extreme de 3 , ou celle qui repond a un point de la circonfe- 
rence qui termine le plan. 

Si Tintensite des rayons est constante quel que soil Tangle cp, Taction da 
plan sur le disque est ahr^ sin verse W, en designant par 'P* la moitie de 
Tangle dont le sommet est au centre du plan, et dont les cotes comprcnnent 
le disque. 

Si Tintensite ddcroit comme le sinus de Tangle d’emission, c’est-A-dire si 
F(sincp) = sincp, Taction du plan sur le disque est ^Tup 2 sin 2 ^*. 

Si le plan circulaire a un rayon infini, Taction totale du plan sur le disque 
est toujours cd j tc p 2 ; cela a lieu quelle que soit la distance du disque a la sur¬ 
face 6chauffee et quelle que soit la fonction de sin cp qui exprime la loi dos 
intensits. 

Si, on un point quelconque de l’espace compris entre deux surfaces planes, 
paralleles et infinies, maintenues a la temperature a , on place un disque 
infiniment petit parallelement aux plans, il acquerra et conservera une tem¬ 
perature a egale & celle des deux surfaces. Ce resultat a lieu quelle que soit 
la fonction F(sincp). 32 

92. Si Ton place une molecule sph6rique, dont le rayon est p, au centre d’unc 
enceinte sphdriquo entretenue par une cause quelconque & la temperature a. 
Taction de la surface int6rieure de la sphere sur la molecule sera 

F(J) 

i 

F (z)dz 



Si Tintensite des rayons etait la m6me pour tous les angles cp, la molecule 
acquorrait la moiti6 seulement de la temperature de Tenceinte. 

Si Tintensite des rayons decroit proporlionnellement a sincp, la molecule 
acquerra une temperature e'gale a celle de Tenceinto. 36 


93. 'L’action d’un plan circulaire sur une molecule spherique placdo en un point do 
Taxe du plan est 

r l F(z) dz 
ah Tip ' 1 - Z 




dz 


Si Tintensite des rayons emisest invariable, Taction de la surface echauffee 

est a/nzp- log , 3> etant la valeur extreme de cp. La molecule pourrait 

acquerir, en vertu de Taction du plan, une temperature infiniment plus grande 
que a. 

Si Tintensite des rayons emis est proportionnelle au sinus de Tangle de¬ 
mission, Taction du plan sur la molecule est 

2 o/z'7rp 2 (i — sin<£); 

et si, dans ce meme cas, on place une molecule spherique en un point quel- 
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conque de l’espace compris entre les deux surfaces echauffees. cette mole¬ 
cule acquerra et conservera la temperature a des deux surfaces. 

<H. Si Ton place une molecule sphdrique en un point quelconque de i’axe d’une 
enveloppe cylindrique entretenue a la temperature a, on ddterminera facile— 
ment Faction de celte enveloppe sur la molecule. 

Si l’intensitd des rayons emis est invariable, Faction de la surface sur la 
molecule sera ahi xp 2 (^F -+- X F'). Wet l F' sont les angles que font, avec la per- 
pendiculaire abaissde de la moldcule sur la surface, des lignes qui, partant 
de cette molecule, aboulissent aux deux extremites de la surface. Dans ce 
cas, la longueur de Fonveloppe elant infinie, la molecule acquerrait une tem¬ 
perature moindre quo a dans la raison de tc a 4. 

' Si l’intensitd des rayons 6 mis ddcroit comme le sinus de l’angle d’emission. 
Faction de Fonveloppe sur la molecule est 

ah 7 up 2 ( 2 sin'F 4 - sinW'); 


et si la longueur du cylindre est infinie, la molecule acquiert et conserve la 
temperature a de la surface bchauffde. 

95. Si Fon place uno moldculo sphdrique on un point quelconque de l’axe d’une 
enveloppe cylindrique fermee par deux plans circulaires, etque cette enceinte 
soit maintonuo par une cause extdrieure quelconque k la tempdrature a, il est 
facile do connaltre la temperature que la molecule doit acqudrir, soit que 
Fin tensile des rayons no depende point de l’angle d’dmission, soit qu’ello 
varie proportionnellement au sinus de cet angle. Dans le premier cas, la tem- 
pdralurc acquiso ddpend de la place qu’occupe la moldculc, et elle pent dtre 
ou moindre ou infmiment plus grande que a\ dans le second cas, la tempera¬ 
ture acquisc ost toujours 6gale a cello do la surface dchauffde, en quelquo 
lieu que Fon place la moldculo. 

9(>. On suppose qu’une oncointo d’uno figure quelconque, terminant de toutes parts 
un ospaco vide d’air, soit maintenuo k uno temperature constanto < 2 , et que 
Fon motto en un point do cet espace un corps d’uno figure quelconque. On 
prouvo que ce corps doit acqudrir ot conservor la mdmo temperature que 
Fonceinte, si Fintonsild des rayons 6mis ddcroit proportionnellement an sinus 
do Fangio d’dmission. Dans ce cas, la partie infmiment petite .s* de la surface 
du corps regoit d’uno portion infmiment petite or de l’enceinte autant de cha- 
leur qu’ello lui on onvoio. 

Cotto 6galit6 des actions rdciproques qui constituel’dquilibre n’alieu qu’au- 
tant quo l’inlonsitd ddcroit proportionnellement au sinus de Fangle demis¬ 
sion; olio no pout rdsultor d’aucuno autre loi. 

Co rdsultat de Faction mutuello de deux surfaces infmiment petites s et a, 
dont l’une a la tempdraturo a ot l’autre la temperature h, est 

. . . s sinp x a sinco 

h(a-b) --•; 

y est la distance des deux dldments s et <j; p est Fangle que fait la distance 
y avec cp est Tangle que fait y avec or; h est la conducibilitd des deux sur¬ 
faces. Cette proposition est inddpendante de toute hypolhese physique sur la 
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nature de la chaleur; die contient la theorie mathematique de l’equilibre de 
la chaleur rayonnante. 43 

97. Lorsque Tequilibre des temperatures est forme, on peut concevoir qu’une por¬ 
tion infiniment petite quelconque de la surface exterieure du corps ou de 
Fenceinte est le centre d’un hemisphere continuellement rempli de rayons de 
chaleur; Fintensitd du rayon est proportionnelle au sinus de Tangle que fait 
sa direction avec la surface dont il s’eioigne. A chacun des rayons emis cor¬ 
respond un rayon incident qui a la mtae intensite que lui, et qui, suivant 
une route opposee, pdnetre la surface dans le point m 6 me dont s’eioigne le 


rayon dmis. 46 

98. Get dquilibre s’dtablit de la m&me maniere lorsque les corps changent de lieu; 

il no depend ni de la forme ni du no mb re de ces corps. 47 


99. Toute modification de la surface des corps qui augmente la faculte de reflechir 
une partie des rayons incidents diminue aussi, et dans le meme rapport, la 
facultd de projeter dans l’espace la chaleur interieure. Cette relation est 
eonnuo des physiciens, et elle est prouvde par T experience. Il en resulte que 
Fequilibrc de la chaleur rayonnante subsiste, dans tous les corps, de la mdme 
maniere que s’ils dtaient tous privds de la propriete de reflechir les rayons 
de chaleur c\ leur surface... 48 

400. Examen de la cause qui rend Tintensite des rayons dmis d’autant moindre que 
lour direction est plus oblique. La loi mathdmatique du decroissement de 
cctto intensitd est indiqude par des experiences dejh publiees : elle est une 
consequence ndeessaire du mode de propagation de la chaleur a travers la 
surface des corps solides.. 54 


XIV. 

Comparaison des result ats de la theorie avec ceux de diverses experiences . 

101. On a mesurd avec beaucoup de soin les temperatures stationnaires d’un anneau 
de fer l'r 6 s poli expose & Faction constante d’un ou de plusieurs foyers de 
chaleur. La circonference etait divis 6 e en plusieurs parties dgales, et Ton 
observait les temperatures fixes de plusieurs points de division. On a tou- 
jours remarqud entre ces temperatures les relations que la theorie avait fait 
connattrc. Ainsi Ton a mesurd les elevations de trois thermometres conse- 
cutifs ; et en divisant la somme des elevations du premier et du troisieme par 
cello du deuxieme, on a trouve pour quotient un nombre tres voisin de 2 . 3. 

On a mosur 6 onze valeurs de ce rapport, prises dans des circonstances tr&s 
differentes : trois thermometres consecutifs quelconques donnent toujours co 
memo quotient, et il ne depend ni du nombre des foyers, ni de leur inten¬ 
site, ni dulieu ou ils sont places. Chacune des onze valeurs observdes ne s’e¬ 
ioigne pas do la valeur moyenne de la quatre-vingt-dixieme partie de cette 
valeur; et si Ton n’emploie que les experiences faites le meme jour, cetto 
difference est moindre que la deux-centieme partie de la valeur cherchde ... 63 
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102. On a observe les temperatures variables de ce mdme anneau pendant qu’il se 
refroidissait librement dans l’air. Les thermometres A et A' etaient places 
aux extremites d’un meme diametre; deux thermometres B et B r , et deux 
autres C et C', etaient aussi placds respectivement aux deux extremitds d’un 
diametre. Onmesurait dans le mdme instant les trois elevations a et a\ b et 
//, c et d des six thermometres, et Ton comparait les trois demi-sommes 

±(a -4- a'), ±(b *+- &')» f ( c c ')• 

On a toujours remarque que ces demi-sommes, qui etaient d’abord tres 
inegales, tendaient rapidement a devenir les mdmes et persistaient ensuite 
dans cet dtat. 

Quoiqu’on ait fait un grand nombre d’experiences de ce genre, on n’a ja¬ 
mais observe que les demi-sommes, apres s’dtre approchees d’une valeur 
movenne, s’en dcartassentde plus d’un sixidme de degro de l’dchelle octoge- 
simale. On a done reconnu par le fait Pimpossibilitd d’obtenir un rdsultat dif¬ 
ferent de celui que la thdorie indique. 71 

103. On a observe la temperature ddcroissante d’une masse spherique de fer poli 

qui, apres avoir did dchauffee, dtait exposdo isoldmentA l’air froid. il s’est 
dcould plus do 86 minutes pendant que la tempdrature s’est abaissde de 63° oc- 
togdsimaux k 43°, et l’on a mosurd les temperatures intermddiaires. 

Pendant touto la durdo du refroidissoment, l’dtat du solide a dtd exacte- 
ment reprdsentd par i’dquation exponentielle que donne la thdorie. En com- 
parant les tempdraturos observdes avec cellos que l’on aurait pu ddduire du 
calcul, on n’a trouvd quo des differences moindres qu’un sixidme de degrd. 
Plusieurs oxpdriences de ce genre ont donnd des rdsultats dgalement con- 
formes k coux do la thdorie. 76 

104. On a rapportd aussi deux cxpdriences faitos avec beaucoup desoin, pour com¬ 

parer les durdes du rofroidissement dans uno sphdre solide do fer poli et un 
cube de mdme malidro dont lo cotd est dgal au rayon de la sphdre. 

Ces diverscs experiences ont ou pour but de vdrifier les rdsultats les plus 
remarquablcs do la thdorie, et do fournir, pour uno substance ddlerminde 
(le for), los valours numdriquos des coefficients h et K qui mesurent la con- 


ducibilitd extdrieure et la conducibilitd propre de cette substance. 80 

103. Remarques gdndralcs... 82 


NOTA. 


Cette Table terminc le Memoire de M. Fourier sur la Thdorie de la chaleur. 
Une premiere Partie de la Table, cclle qui se rapporte k la Partie principale 
du Mdmoire, ou l’auteur traite des lois gdndrales de la distribution de la cha¬ 
leur, a dtd inserde danslc Volume precedent. 

Ces deux Parties de l’Ouvrage de M. Fourier, et Pune etl’autre Tables, sont 
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ici publiees sans aucun changement ni addition quelconque. Le texte est lit— 
teralement conforme au manuscrit depose, qui fait partie des archives de 
rinstitut, afin qu’il puisse toujours etre represente. 

Les premieres recherches analytiques de hauteur sur la communication cle 
la chaleur ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes : on 
les a conservees dans la premiere Partie du Memoire. 

Les questions relatives aux corps continus ont ete resolues par hauteur plu- 
sieurs annees apres. II a expose pour la premiere fois cette theorie dans un 
Ouvrage manuscrit remis a l’lnstitut de France a la fin de l’annee 1809, el 
dont il a ete public un extrait dans le Bulletin des Sciences de la Societe Phi - 
lomathique , annee 1808, p. 112. 11 a joint ensuite a ce premier Ouvrage des 
Notes sur la convergence des series, la diffusion de la chaleur dans unprisme 
infini, son Emission dans un espace vide d’air, les constructions qui servent a 
rendre sensibles les principaux theoremes de cette analyse; enfm la solution 
d’une question qui etait alors entierement nouvelle, celle du mouvement 
pdriodique de la chaleur a la surface du globe terreslre. 

Le second Memoire sur la propagation de la chaleur a ete depose aux 
archives de l’lnslitutle 28 septembre 1811 : il est forme du precedent et des 
Notes d6ja remises. L’auteur a seulement retranche des constructions geome- 
triques et des details d’analyse qui n’avaient pas un rapport necessaire avec 
la question physique, et il a ajoute l’equation generate qui exprime hetat de 
la surface. C’est cet Ouvrage qui, ayant ete couronne au commencement 
dc 1812, est textuellement insere dans la collection des Memoires. Il a ete 
livr6 ^ Fimpression en 1821 par M. Delambre, secretaire perpetuel; savoir : 
la premiere Partie, dans le Volume de 1819; la seconde, dans le Volume sui- 
vant. 

Les r6suitats de ces recherches, et de celles que l’auteur a faites depuis, 
sont aussi indiques dans divers Articles rendus publics. (Voir les Annales de 
Chirnie et de Physique , t. Ill, p. 200, annee 18x6; t. IV, p. 128, ann6e 1817 ; 
t. VI, p. 259, annee 1817; le Bulletin des Sciences de la Societe Philomathique, 
annee i8j8, p. 1, et annee 1820, p. 60; VAnalyse des travaux de VAcademie 
des Sciences par M. Delambre, annee 1820, etc., et l’Ouvrage public par hau¬ 
teur sous ce titre : Theorie analytique de la chaleur , in- 4 °; Paris, 1822). 
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Me moires de VAcademie Royale des Sciences de I’lnstitut dc France, 
t. VII, p. 570 h 604 . Paris, Didot; 1827 ( 1 ). 


La question des temperatures terrestres, i’une des plus importantes 
et des plus difficiles dc toute la Philosophic naturelle, so compose 
d’elements assez divers qui doivent elre considered sous un point de 
vue general. J’ai pense qu’il serait utile de reunir dans un seul eerit 
les consequences principales de cette theorio; les details analytiques 
que Ton omet ici sc trouvent pour la plupart dans les Ouvrages que 
j’ai deja publies. J’ai desire surtout presenter aux physieiens, dans un 
tableau peu etendu, l’cnscmble des phenombnes et les rapports mathe- 
matiques qu’ils ont entre cux. 

La chaleur du globe terrestre derive de trois sources qu’il estd’abord 
necessaire do distingucr : 

i° La Terre est eebauflee par les rayons solaires, dont l’inegale dis¬ 
tribution produit la diversite des climats; 

2 0 Elle participe a la temperature commune des espaces planetaires, 

(‘) Co M 6 moire a <St 6 aussi imprimd, avee de tr 6 s I 6 g 6 res modifications, dans les Jnnales 
de Chimie et de Physique (t. XXVII, p. i3G 4 167 ; 1824 ) sons lo titrosuivant : Remarque, s 
ge'nerales sur les temperatures du globe terrestre et des espaces plandtaires. G. D. 

II. <3 
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etant exposee a l’imdiation des astres innombrables qui environnent 
de toutes parts le systeme sola ire; 

3° La Terre a conserve dans l’interieur de sa masse une partie de la 
chaleur primitive qu’ellc contenait lorsque les planetes ont ete for- 
mees. 

En considerant chacune de ces trois causes ct les plienomenes 
qu’elle produit, nous ferons connaitre le plus elairement qu’il nous 
sera possible, et autant que Tetat de la Science le permet aujourd’hui, 
les principaux caracteres de ces plienomenes. Afin de donner une idee 
generate de cette grande question et d’indiquer d’abord les resultats 
de nos recherches, nous les presentons dans le resume suivant, qui 
est en quelque sorte une Table raisonnee des matieres traitees dans 
cet ecrit et dans plusieurs des Memoires qui 1’ont precede. 

Notre systeme solaire est place dans une region de l’univers dont 
tous les points ont une temperature commune et constante, detcrminee 
par les rayons de lumiere et de chaleur qu’envoient tous les astres 
environnants. Cette temperature froide du ciel planetaire est peu infe- 
rieure a celle des regions polaires du globe terrestrc. La Terre n’aurait 
que cette meme temperature du Ciel, si deux causes ne concouraient 
a Techauffer. L’une est la chaleur interieure que ce globe possedait 
lorsque les corps planetaire's ont ete formes, et dont une partie seule- 
ment s’est dissipee a travers la surface. La secondc cause est Taction 
continuelle des rayons solaires qui ont penetre toute la masse, et qui 
entretiennent a la superficie la difference des climats. 

La chaleur primitive du globe ne cause plus d’effet sensible a la sur¬ 
face, mais elle peut etre immense dans l’interieur de la Terre. La tem¬ 
perature de la surface ne surpasse pas d’un trentieme de degre cente¬ 
simal la derniere valeur a laquelle elle doit parvenir : elle a d’abord 
diminue tres rapidement; mais, dans son etat actucl, ce changement 
continue avec une extreme lenteur. 

Les observations recueillies jusqu’a ce jour indiquent que les divers 
points d’une meme verticale, prolongee dans la terre solide, sont d’au- 
tant plus echauffes que la profondeur est plus grande, et Ton a evalue 



99 


DU GLOBE TERRESTRE. 

cet accroissement a i° pour 3o™ ou 4° m - Un tel resultat suppose une 
temperature interieure tres elevee; il ne peutprovenir de Taction des 
rayons solaires : il s’explique naturellement par la chaleur propre quo 
la Terre tient dc son origine. 

Cet accroissement, d’environ x° pour Zi m , ne sera pas toujours le 
memo : il diminue progressivement; mais il s’ecoulera un grand nombre 
de sieclcs (beaucoup plus dc trcnte mille annees) avant qu’il soit re- 
duit a la moitie de sa valeur actuelle. 

Si d’autres causes jusqu’ici ignorees peuvent expliquer les memes 
faits, et s’il existe d’autres sources ou generates ou accidentelles de la 
chaleur terrestre, on les decouvrira par la comparaison des resultats 
de cette theorie avcc ceux des observations. 

Les rayons de chaleur que le Soleil envoie incessamment au globe 
terrestre y produiscnt deux effets tres distincts : l’un est periodique et 
s’accomplit tout entier dans l’enveloppe exterieure, l’autre est con¬ 
stant; on 1’obscrve dans les lieux profonds, par exemple a 3o m au-des- 
sous de la surface. La temperature de ces lieux ne subit aucun change- 
mcnt sensible dans le cours de Tannec, clle est fixe; mais elle est tres 
diflerente dans les differcnts climats : elle resultc de Taction perpe- 
tuelle des rayons solaires et de Tincgale exposition des parties de la 
surface, depuis Tcquatcur jusqu’aux poles. On pout determiner le 
temps qui a du s’ccouler pour que cette impression des rayons du 
Soleil ait produit la diversity des climats telle que nous Tobservons 
aujourd’hui. Tous ces resultats s’accordent avec ceux des’theories 
dynamiques qui nous ont fait connaitre la stabilite de l’axe de rotation 
de la Terre. 

L’elfet periodique dc la chaleur solaire consiste dans les variations 
diurnes ou annuelles. Cet ordre de faits est represente exactement et 
dans tous scs details par la theorie. La comparaison des resultats avec 
les observations servira ii mesurer la faculte conductrice des matieres 
dont Tenveloppe terrestre cstformeo. 

La presence de Tatmosphere et des eaux a pour effet general de 
rendre la distribution dc la chaleur plus uniforme. Dans TOcean et les 
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lacs, les molecules les plus froides, ou plutot celles dont la densite est 
la plus grande, se dirigent continuellement vers les regions inferieures,' 
et les mouvements de la chaleur dus a cette cause sont beaucoup plus 
rapides que ceux qui s’accomplissent. dans les masses solides en vertu 
de la faculte conductrice. L’examen mathematique de cet effet exige- 
rait des observations exactes et nombreuses : elles serviraient a recon- 
naitre comment ces mouvements interieurs empeehent quo les effets 
de la chaleur propre du globe soient sensibles dans la profondeur des 
eaux. 

Les liquides conduisent tres difficilement la chaleur; mais ils ont, 
comme les milieux aeriformes, la propriete de la transporter rapide- 
inent dans certaines directions. C’est cette meme propriete qui, se 
combinant avec la force centrifuge, deplace et mele toutes les parties 
de l’atmosphere et celles de l’Ocean; elle y entretient des courants 
reguliers et immenses. 

L’interposition de l’air modifie beaucoup les effets de la chaleur a la 
surface du globe. Les rayons du Soleil, traversant les couches atmo- 
spheriques condensdes par leur propre poids, les echauffent tres ine- 
galement : celles qui sont plus rares sont aussi plus froides, parce 
qu’elles eteignent et absorbent une moindre partie de ces rayons. La 
chaleur du Soleil, arrivant a l’etat de lumiere, possede la propriete de 
penetrer les substances solides ou liquides diaphanes, et la perd 
presque entierement lorsqu’elle s’est convertie, par sa communication 
aux corps terrestres, en chaleur rayonnante obscure. 

Cette distinction de la chaleur lumineuse el de la chaleur obscure 
explique l’elevation de temperature causee par les corps transparents. 
La masse des eaux qui couvrent une grande partie du globe et les 
glaces polaires opposent moins d’obstacles a la chaleur lumineuse 
affluente qu’a la chaleur obscure, qui retourne en sens contraire dans 
l’espace exterieur. La presence de l’atmosphere produit un effet du 
meme genre, mais qui, dans l’etat actuel de la theorie et a raison du 
manque d’observations comparees, ne peut encore etre exactement 
d6fini. Quoi qu’il en soit, on ne peut douter que l’effet du a. l’impres- 
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sion des rayons du Soleil sur un corps solide d’une dimension extre- 
mement grande ne surpasse beaucoup celuiqu’on observerait en expo- 
sant un thermometre a la lumiere de cet astre. 

Le rayonnement des couches les plus elevees de F atmosphere, dont 
le froid est tres intense et presque constant, influe sur tous les faits 
meteorologiques que nous observons : il peut etre rendu plus sensible 
par la reflexion a la surface des miroirs concaves. La presence des 
nuages, qui interceptent ccs rayons, tempere le froid des nuits. 

On voit que la superficic du globe terrestre est placee entre une 
masse solide, dont la chaleur centrale peut surpasser celle desmatieres 
incandescentes, etune enceinte immense, dont la temperature est infe- 
rieure a celle de la congelation du mercure. 

Toutes les consequences precedentes s’appliquent aux autres corps 
planetaircs. On peut les considerer comme places dans une enceinte 
dont la temperature commune et constante est peu inferieure a celle 
des poles terrestres. Cette meme temperature du ciel est celle de la 
surface des planetes les plus eloignees, car I’imprcssion des rayons du 
Soleil, meme augmentee par la disposition de la superficie, serait trop 
faible pour occasionncr des effets sensibles; et nous connaissons, par 
l’etat du globe terrestre, que, dans les planetes, dont la formation ne 
peut etre moins ancicnne, il ne subsiste plus a la surface aucune eleva¬ 
tion do temperature due a la chaleur propre. 

Il est egalement vraisemblable que, pour la plupart des planetes, la 
temperature des poles est asscz peu elevee au-dessus de celle de I’es- 
pace planetairc. Quant a la temperature moyenne que chacun de ces 
corps doit a Faction du Soleil, elle n’est point connue, parce qu’elle 
peut dependre de la presence d’unc atmosphere et de l’6tat de la sur¬ 
face. On peut seulement assigner d’une maniere approchee la tempera¬ 
ture moyenne que la Terre acquerrait si*elle etait transportee dans le 
m6me lieu que la planete. 

Apres cet expose, nous examinerons successivement les differentes 
parties de la question, et nous avons d’abord a exprimer une remarque 
qui s’etend a toutes ces parties, parce qu’elle est fondee sur la nature 



102 


MEMOIRE SUR LES TEMPERATURES 


des equations differentielles du mouvement de la chaleur. Elle consiste 
en ce que les cffets qui proviennent de chacune des trois causes que 
l’on a indiquees peuvent etre calcules separement, comme si chacunc 
de ces causes existait seule. II suffit ensuite de reunir les effets par¬ 
cels; ils se superposent librement comme les dernieres oscillations 
des corps. 

Nous decrirons, en premier lieu, les resultats principaux dus a l’ac- 
tion prolongee des rayons solaires sur le globe terrestre. 

Si Ton place un thermometre k une profondcur considerable au- 
dessous de la surface de la terre solide, par exemple a 4o m , cet instru¬ 
ment marque une temperature fixe. 

On observe ce fait dans tous les points du globe. Cette temperature 
des lieux profonds cst constante pour un lieu determine; mais elle 
n’est pas la meme dans les divers climats. Elle decroit en general lors- 
qu’on s’avance vers les poles. 

Si 1’on observe la temperature des points beaucoup plus voisins do 
la surface, par exemple a t“ ou 5 m ou to m de profondcur, on remarque 
des effets tres differents. La temperature varie pendant la durec d’un 
jour ou d’un an; mais nous faisons d’abord abstraction de 1’enveloppe 
terrestre ou ces variations s’accomplissent et, supposant que cctte 
enveloppe est supprimee, nous considerons les temperatures fixes de 
tous les points de la nouvelle superficie du globe. 

On peut concevoir que l’etat de la masse a varie continucllement a 
mesure qu’elle recevait la chaleur sortie du foyer. Cet etat variable 
des temperatures interieures s’est altere par degres, et s’est approche 
de plus en plus d’un etat final qui n’est sujet a aucun changcment. 
Alors chaque point de la sphere solide a acquis et conserve une tempe¬ 
rature determinee, qui ne depend que de la situation de Ce point. 

L’etat final de la masse, dont la chaleur a penetre toutes les parties, 
est exactement comparable a celui d’un vase qui regoit, par des ouver- 
tures superieures, le liquide que lui fournit une source constante et 
en laisse echapper une quantite precisement egale par une ou plu- 
sieurs issues. 
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Ainsi la chaleur solaire s’est accumulee dans l’intefieur du globe et 
s’y renouvelle continuellement. Ellc penetre les parties de la surface 
voisines de l’equateur et se dissipe a travers les regions polaires. La 
premiere question de ce genre qui ait ete soumise au calcul se trouve 
dans un Memoire quo j’ai lu a l’Institut de France sur la fin de 1807 , 
article 115, p. 167 (') : cettc piece est deposee aux Archives de l’Aca- 
demie des Sciences. J’ai traite alors cettc premiere question pour offrir 
un exemplc romarquablc dc l’application de la nouvelle theorie exposee 
dans le Memoire, et pour montrer comment l’analysc fait connaitre 
les routes que suit la chaleur solaire dans I’interieurdu globe terrestre. 

Si nous retablissons presentement cctte enveloppe superieure de la 
Terre, dont les points no sont pas assez profondement situes pour que 
leurs temperatures soient devenues fixes, on remarque un ordre de 
faits plus composes dont notre analyse donne l’expression complete. A 
unc profondeur mediocre, comme 3 m a 4 m . la temperature observee ne 
varie pas pendant la duree dc chaquc jour; mais elle change tres sensi- 
blement dans 1 c cours d’une annee; elle s’eleve ct s’abaissc alternati- 
vement. L’etendue de ccs variations, e’est-a-dire la difference entre le 
maximum et le minimum de temperature, n’est pas la meme a toutes 
les profondcurs; elle estd’autant moindre que la distance a la surface 
est plus grande. Les difTcrents points d’unc memo verticale nc parvien- 
nent pas en memo temps a cos temperatures extremes. L’etendue des 
variations, les temps de l’annce qui correspondent aux plus grandes, 
aux moyennes ou aux moindres temperatures changcnt avec la posi¬ 
tion du point dans la verticale. II en est dc meme des quantites de 
chaleur qui desccndent ct s’elevent alternativcment: toutes ces valeurs 
ont entre dies des relations certaines, que les experiences indiquent 
et que l’analyse exprime tres distinctement. Les resultats observes 
sont conformcs a ccux quo la theorie fournit; il n’y a pas d’effet na- 
turel plus completement explique. La temperature moyenne annuelle 
d’un point quelconque de la verticale, e’est-a dire la valeur moyenne 


(*) Foir le M 6 moiro prc 6 dent, p. 3 a 28 . 


G. D. 
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de toutes cellesqu’on observerait en ce point dans le cours 
annee, est independante de la profondeur. Elle est la meme pou 
les points de la verticale, et, par consequent, celle que l’on obser 
immediatement au-dessous de la surface : c’est la temperature fh 
lieux profonds. 

II est evident que, dans l’enonce de cette proposition, nous ft 
abstraction de la chaleur interieure du globe, et a plus forte rais( 
causes accessoircs qui pourraient modifier ce resultat en un lieu 
mine. Notre objet principal est dereconnaitreles plienomenesgenc 

Nous avons dit plus haut que les divers effets peuvent etre ■ 
deres separement. Nous devons observer aussi, par rapport a toul 
evaluations numeriques citees dans ceMemoire, qu’on ne les pr< 
que comme des exemples de calcul. Les observations meteoroloi 
propres a fournir les donnees necessaires, celles qui feraient con 
la capacite de chaleur et la permeabilite des matieres qui comj 
le globe, sont trop incertaines et trop bornees pour qu’on puisse 
tenant deduire du calcul des resultats precis; mais nous indiquo 
nombres pour montrer comment les formules doivent etre applic 
Quelque peu approchees que soient ces evaluations, elles sont 
coup plus propres a donner une juste idee des phenomencs qt 
expressions generates denuees d’applications numeriques. 

Dans les parties de l’enveloppe les plus voisines de la superfr 
thermometre s’eleve et s’abaisse pendant la duree de chaque jou 
variations diurnes cessent d’etre sensibles a la profondeur de 2 m < 
On ne peut observer au-dessous que les variations annuclles, qi 
paraissent elles-memes a une plus grande profondeur. 

Si la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe devenait i: 
parablement plus grande, et s’il en etait de meme du mouvemi 
cette planete autour du Soleil, les variations diurnes et les vari 
annuelles cesseraient d’etre observees; les points de la sup 
auraient acquis et conserveraient les temperatures fixes des lieu 
fonds. En general, la profondeur qu’il faut atteindre pour qi 
variations cessent d’etre sensibles a un rapport tres simple a 
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duree de la periode qui ramene les memes effets a la surface. Cette pro- 
fondeur est exactement proportionnelle a la racine carree de la periode. 
C’est pour cette raison que les variations diurnes ne penetrent qu’a une 
profondeur dix-neuf fois moindre que celle oil l’on observe encore les 
variations annuelles. 

La question du mouvement periodique de la chaleur solaire a ete 
traitee pour la premiere fois et resolue dans un ecrit separe que j’ai 
remis a l’lnstitut de France en octobre 1809 . J’ai reproduit cette solu¬ 
tion dans une piece envoyee sur la fin de 181 r, et imprimee dans la 
Collection de nos Memoires. 

La meme theorie donne le moyen de mesurer la quantite totale de 
chaleur qui, dans lecours d’une annee, determine les alternatives des 
saisons. On a eu pour but, en choisissant cet exemple de l’application 
des formulcs, de montrer qu’il existe une relation necessaire entre la 
loi des variations periodiques et la quantite totale de chaleur qui 
accomplit cette oscillation; en sorte que, cette loi etant connue par 
les observations faites en un climat donne, on peut en conclure la 
quantite de chaleur qui s’introduit dans la terre et retourne dans Fair. 

Considerant done une loi semblable a celle qui s’etablit d’elle-meme 
dans Fintcricur du globe, on trouve les resultals suivants. Un hui- 
tiemc d’annec avant que la temperature de la surface s’eleve a sa valour 
moyenne, la terre commence a s’cchauffer; les rayons du Soleil la pe¬ 
netrent pendant six mois. Ensuite la chaleur de la terre prend un mou¬ 
vement oppose; elle sort et se repand dans Fair et l’espace exterieur : 
or la quantite de chaleur qui subit ces oscillations dans le cours d’un 
an est exprimee par le calcul. Si l’enveloppe terrestre etait formee 
d’une substance metallique, le for forge (matiere que j’ai choisiepour 
exemple apres en avoir mesure les coefficients specifiques), la chaleur 
qui produit 1’alternative des saisons serait, pour le climat de Paris et 
pour un metre carre de supcrficie, equivalente a celle qui fondrait une 
colonne cylindrique de glace ayant pour base ce metre carre, et dont la 
hauteur serait environ 3 m ,i. Quoique l’on n’ait pas encore mesure la 
valeur des coefficients propres aux matieres dont le globe est forme, 
II. ^ 
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on voit facilement qu’ils donneraient un resultat beaucoup moindre 
que celui qui vientd’etre indique.il estproportionnel ala racinecarree 
du produit de la capacite de chaleur rapportee au volume et de la per- 
meabilite. 

Considerons maintenant cette seconde cause de la chaleur terrestre 
qui reside, selon nous, dans les espaces planetaires. La temperature 
de cet espace exactement definie est celle que marquerait le thermo¬ 
metre si Ton pouvait concevoir que le Soleil et tous les corps plane¬ 
taires qui l’accompagnent cessent d’exister, et que l’instrument fut 
place dans un point quelconque de la region du ciel presentement occu- 
pee par le systeme solaire. 

Nousallons indiquer les faitsprincipaux qui nous ont faitreconnaitre 
l’existence de cette chaleur propre aux espaces planetaires, indepen- 
dante de la presence du Soleil, et independante dela chaleur primitive 
que le globe a pu conserver. Pour acquerir la connaissance de ce sin- 
gulier phenomene, il faut examiner quel serait l’etat thermometriquc 
de la masse terrestre si elle ne recevait que la chaleur du Soleil; et 
pour rendre cet examen plus facile, on peut d’abord supposer que 1’at¬ 
mosphere estsupprimee. Or, s’il n’existait aucune cause propre a donner 
aux espaces planetaires une temperature commune et constante, c’est- 
a-dire si le globe terrestre et tous les corps qui forment le systeme 
solaire ctaient places dans une enceinte privee de toute chaleur, on 
observerait des effets entierement contraires a ceux que nous connais- 
sons. Les regions polaires subiraient un froid immense, et le decrois- 
sement des temperatures depuis l’equateur jusqu’aux poles serait 
incomparablement plus rapide et plus etendu que le decroissement 
observe. 

Dans cette hypothese du froid absolu de l’espace, s’il est possible 
de la concevoir, tous les effets de la chaleur, tels que nous les obser- 
vons a la surface du globe, seraient dus a la presence du Soleil. Les 
moindres variations de la distance de cet astre a la Terre occasionne- 
raient des changements tres considerables dans les temperatures, l’ex- 
centricite de l’orbite terrestre donnerait naissance a diverses saisons. 
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L’intermittence des jours et des nuits produirait des effets subits et 
totalement differents de ceux que nous observons. La surface des corps 
serait exposee tout a coup, au commencement de la mi it, a un froid 
infiniment intense. Les corps animes et les vegetaux ne resisleraient 
point a unc action aussi forte et aussi prompte, qui se reproduirait en 
sens contraire au lever du Soleil. 

La chaleur primitive conservee dans Fint6rieur.de la masse terrestre 
ne pourrait point suppleer a la temperature exterieure de l’espace, et 
n’empecherait aucun des effets que Ton vient de deerire; car nous 
connaissons avec certitude, par la theorie et par les observations, que 
cette chaleur centrale cst devenue depuis longtemps insensible a la 
superficie, quoiqu’elle puisse etre tres grande a une profondeur me¬ 
diocre. 

Nous concluons de ces diverses remarques, et principalement de 
l’examen mathematique de la question, qu’il existe une cause physique 
toujours presente qui modere les temperatures a la surface du globe 
terrestre, et donne a cette planete une chaleur fondamentale, inde- 
pendante de Faction du Soleil et de la chaleur propre que sa masse 
interieure a conservee. Cette temperature fixe que la Terre re^oit ainsi 
de Fespace differc peu de celle que l’on mesurcrait aux poles ter- 
restres. Elle est necessaircment moindre que la temperature qui appar- 
tient aux contrees les plus froides; mais, dans cette comparison, 
l’on ne doit admettre que des observations certaines, et ne point con- 
siderer les effets accidentels d’un froid tres intense qui serait occasionne 
par l’evaporation, par des vents violents et une dilatation extraordi¬ 
naire de Fair. 

Apres avoir reconnu l’existcnce de cette temperature fondamentale 
de l’espace sans laquelle les effets de chaleur observes a la superficie 
du globe seraient inexplicables, nous ajouterons que l’origine de ce 
phenomene est pour ainsi dire evidente. 11 est du au rayonnement de 
tousles corps de l’univers dont la lumiere et la chaleur peuvent arriver 
jusqu’a nous. Les astres que nous apercevons a la vue simple, la mul¬ 
titude innombrable des astres telescopiques ou des corps obscurs qui 
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remplissent l’univers, les atmospheres qui environment ces corps 
immenses, la matiere rare disseminee dans diverses parties de l’es- 
pacc, concourent a former ces rayons .qui penfetrent de toutes parts 
dans les regions planetaires. On ne peut concevoir qu’il existe un tel 
systeme de corps lumineux ou echauffes, sans admettre qu’un point 
quelconque de l’espace qui les contient acquiert une temperature de- 
terminee. 

Le nombre immense des corps compense les inegalites de leurs tem¬ 
peratures, et rend 1’irradiation sensiblement uniforme. 

Cette temperature de l’espace n’estpas la meme dans les differentes 
regions de l’univers; mais elle ne varie pas dans celles oil les corps 
planetaires sont renfermes, parce que les dimensions de cet espace 
sont incomparabletnent plus petites que les distances qui le separent 
des corps rayonnants. Ainsi, dans tous les points de l’orbite de la 
Terre, cette planete trouve la meme temperature du ciel. 

II en est de meme des autres planetes de notre systeme; elles parti- 
cipent toutes egalement a la temperature commune, qui est plus ou 
moins augmentee, pour chacune d’elles, par Timpression des rayons 
du Soleil, selon la distance de la planete a cet astre. Quant a la ques¬ 
tion qui auraitpour objet d’assigner la temperature que chaque planete 
a du acquerir, voici les principes que fournit une theoric exacte. L’in- 
tensite et la distribution de la chaleur a la surface de ces corps resulte 
de la distance au Soleil, de l’inclinaison de l’axe de rotation sur l’or- 
bite ct de l’etat de la superficie. Elle est tres differente, meme dans sa 
valour moyenne, de celleque marqueraitun thermometre isole que Ton 
placerait au lieu de la planete; car l’etat solide, la tres grande dimen¬ 
sion, et sans doute la presence de Tatmosphere et la nature de la sur¬ 
face concourent a determiner cette valeur moyenne. 

La chaleur d’origine qui s’est conservee dans l’interieur de la masse 
a cess6 depuis longtemps d’avoir un effet tres sensible a la superficie; 
l’etat present de 1’enveloppe terrestre nous fait connaitre avec certi¬ 
tude que la chaleur primitive de la surface s’est presque entierement 
dissipee. Nous regardons comme tres vraisemblable, d’apres la consti- 
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tution de notre systeme solaire, que la temperature des poles de chaque 
planete, ou du moins de la plupart d’entre elles, est peu differente de 
celle de l’espace. Cette temperature polaire est sensiblement la memo 
pour tous ces corps, quoique leurs distances au Soleil soient tres 
inegales. 

On peut determiner d’une maniere assez approchee le degre de cha- 
leur que le globe terrestre acquerrait s’il etait substitue a ehacune de 
cesplanetes; mais la temperature de la planete elle-meme ne peut etre 
assignee; car il faudrait connaitre l’etat de la superficie et de Fatmo- 
sphere. Toutefois cette incertitude n’a plus lieu pour les corps situes 
aux extremites du systeme solaire, comme la planbtc decouvcrte par 
Herschel. L’impression des rayons du Soleil sur cette planete est 
presquc insensible. La temperature de sa superficie est done tres peu 
differente de celle des espaces planetaires. Nous avons indique ce 
dernier resultat dans un discours public prononce recemment en pre¬ 
sence de F Academic. On voit que cette consequence ne peut s’appli- 
quer qu’aux planetos les plus eloignees. Nous ne connaissons aucun 
moyen d’assigner avec quelquc precision la temperature moyenne des 
autres corps planetaires. 

Les mouvements de l’air et des eaux, l’etendue des mors, Felevation 
et la forme du sol, les effets de 1’industric humaine et tous les chan- 
gements accidentels do la surface terrestre modifient les temperatures 
dans chaque climat. Les caracteres des phenomencs dus aux causes 
generates subsistent; mais les effets thermometriques observes a la 
superficie sont differents de ccux qui auraient lieu sans l’influence des 
causes accessoires. 

La mobilitc des eaux et de l’air tend a modercr les effets de la cha- 
leur etdu froid; clle rend la distribution plus uniforme; mais il serait 
impossible que Taction do l’atmospherc suppleat k cette cause univer- 
selle qui entretient la temperature commune des espaces planetaires; 
et, si cette cause n’existait point, on observerait, nonobstant Faction 
de Fatmosphere et des mers, des differences enormes entre les tempe¬ 
ratures des regions equatoriales et celle des poles. 
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II est difficile de connaitre jusqu’a quel point I’atmosphere influe sur 
la temperature moyenne du globe, et l’on cesse d’etre guide dans cet 
examen par une theorie mathematique reguliere. On doit au celebre 
voyageur M. de Saussure une experience qui parait tres propre a 
eclairer cette question. Elle consiste a exposer aux rayons du Soleil 
un vase couvert d’une ou de plusieurs lames de verre bien transpa¬ 
rent, placees a quelque distance les unes au-dessus des autres. L’inte- 
rieur du vase est garni d’une enveloppe epaisse de liege noirci, propre 
a recevoir et a conserver la chaleur. L’air echauffe est contenu de 
toutes parts, soit dans l’interieur de la boite, soit dans chaque inter- 
valle -compris entre deux plaques. Des thermometres places dans ce 
vase et dans les intervalles superieurs marquent le degre de chaleur 
acquise dans chacune de ces capacites. Cet instrument a ete expose 
au soleil vers l’heure de midi, et Ton a vu, dans diverses experiences, 
le thermometre du vase s’elever a 70°, 8o°, ioo°, no° et au dela 
(division octogesimale). Les thermometres places dans les intervalles 
ont acquis des degres de chaleur beaucoup moindres, et qui decrois- 
saient depuis le fond de la boite jusqu’a l’intervalle superieur. 

L’effet de la chaleur solaire sur l’air contenu par des enveloppes 
transparentes avait ete depuis longtemps observe. L’appareil que nous 
venons de decrire a pour objet de porter la chaleur acquise a son 
maximum, et surtout de comparer 1’effet solaire sur une montagne tr'es 
elcvee a celui qui avait lieu dans une plaine inferieure. Cette observa¬ 
tion est principalement remarquable par les consequences justes et 
elendues que l’inventeur en a tirees : elle a ete repetee plusieurs fois 
a Paris et a Edimbourg, et a donne des resultats analogues. 

La theorie de cet instrument est facile a concevoir. II suffit de remar- 
quer : i° que la chaleur acquise se concentre, parce qu’elle n’est point 
dissipee immediatement par le renouvellement de l’air; 2 0 que la cha¬ 
leur emanee du Soleil a des proprietes differentes de celles de la cha¬ 
leur obscure. Les rayons de cet astre se transmettent en assez grande 
partie au dela des verres dans toutes les capacites et jusqu’au fond de 
la boite. Ils echauffent Pair et les parois qui le contiennent: alors leur 
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chaleur ainsi communiquec cesse d’etre lumineuse; elle ne conserve 
que les proprietes communes de la chaleur rayonnante obscure. Dans 
cet etat, elle ne peut traverser librement les plans de verre qui cou- 
vrent le vase; elle s’accumule de plus on plus dans une capacite enve- 
loppee d’une maticre tres peu conductrice, et la temperature s’eleve 
jusqu’a ce que la chaleur affluente soit exactement compensee par 
celle qui se dissipe. On verifierait cette explication, et Ton en ren- 
drait les consequences plus sensiblcs, si Ton variait les conditions, en 
employant des verres colores ou noircis, et si les capacites qui con- 
tiennent les thermometres etaient vides d’air. Lorsqu’on examine cet 
effet par le calcul, on trouve des rcsultats entieremcnt conformcs a 
ceux que les observations ont donnes. II cst necessaire de considerer 
attentivemcnt cet ordrc de faits et les rcsultats du calcul lorsqu’on veut. 
eonnaitrc 1’influcnce de l’atmosphere et des eaux sur l’etat thermome- 
trique du globe terrcstrc. 

En effet, si toutcs les couches d’air dont I’atmosphere est former 
conservaient lcur dcnsite avec lour transparence, et pcrdaient seule- 
mcnt la mobilite qui lcur est propre, cetle masse d’air ainsi dcvcnue 
solide, etant exposee aux rayons du Soleil, produirait un effet du memo 
genre que celui que I’on vicnt de deerire. La chaleur, arrivant in I’etat 
de lumierc jusqu’a la Lorre solide, perdrail tout a coup et presque 
entieremcnt la faculte qu’clle avait de traverser les solides diaphanes; 
elle s’accumulerait dans les couches inferieurcs de l’atmosphere, qui 
acquerraient ainsi des temperatures clevees. On observerait en memo 
temps une diminution du degre de chaleur acquisc, a partir de la sur¬ 
face de la Terre. La uiohilite de Fair, qui se ddplace rapidement dans 
tous les sens et qui s’elevc lorsqu’il est dchauffe, le rayonnement de la 
chaleur obscure dans Fair diminuent l’intensit6 des effets qui auraient 
lieu sous une atmosphere transparenle et solide, mais ne denaturo.nl 
point entieremcnt ces effets. Le decroisscment de la chaleur dans les 
regions elevens de Fair ne cesse point d’avoir lieu; e’est ainsi que la 
temperature cst augmentee par Finterposition de 1’at.mosphere, parce 
que la chaleur trouve rnoins d’obstacle pour penetrer Fair, etant a 
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l’etat de lumiere, qu’elle n’en trouve pour repasser dans l’air lors- 

qu’elle est convertie en chaleur obscure. 

Nous considererons maintenant la chaleur propre que le globe ter- 
restre possedait aux epoques ou les planetes ont ete formees, et qui 
continue de se dissiper a la surface sous l’influence de la temperature 
froide du ciel planetaire. 

L’opinion d’un feu interieur, cause perpetuelle de plusieurs grands 
phenomenes, s’est renouvelee dans tous les ages de la Philosophic. Le 
but que je me suis propose est de connailre exactement suivant quelles 
lois une sphere solide, echauffee par une longue immersion dans un 
milieu, perdrait cette chaleur primitive si elle etait transports dans 
un espace d’une temperature constante inferieure a cclle du premier 
milieu. Cette question difficile, et qui n’appartenait point encore aux 
sciences mathematiques, a ete resolue par une nouvelle methode de 
calcul qui s’applique a divers autres phenomenes. 

La forme du sphero’ide terrestre, la disposition reguliere dcs couches 
interieures rendue manifeste par les experiences du pendule, leur den- 
site croissante avec la profondeur et diverses autres considerations con- 
courent a prouver qu’une chaleur tres intense a penetre autrefois toutes 
les parties du globe. Cette chaleur se dissipe par l’irradiation dans l’es- 
pace environnant, dont la temperature est tres inferieure a celle de la 
congelation de l’eau. Or l’expression mathematique de la loi du refroi- 
dissement montre que la chaleur primitive contenue dans une masse 
spherique d’une aussi grande dimension que la Terre diminue beau- 
coup plus rapidement a la superficie que dans les parties situees a 
une grande profondeur. Celles-ci conservent presque toute leur cha¬ 
leur durant un temps immense; et il n’y a aucun doute sur la verite 
des consequences, parce que j’ai calcule ces temps pour des substances 
metalliques plus conductrices que les matieres du globe. 

Mais il est evident que la theorie seule ne peut nous enseigner que 
les lois auxquelles les phenomenes sont assujettis. Il reste a examiner 
si, dans les couches du globe oil nous pouvons penetrer, on trouve 
quelque indice de cette chaleur centrale. Il faut verifier, par exemple, 
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si, au-dcssous de la surface, a des distances oil les variations diurnes et 
annucllcs ont entierement cesse, les temperatures des points d’une 
vcrticalo prolongee dans la terre solide augmentent avec la profon- 
deur : or tous les fa its qui ont ete recueillis et discutes par les plus 
habiles observateurs nous apprennent que cet accroissement subsiste : 
il a etc cstiuic d’environ i° pour 3o m ou 4o m . 

La question matliematique a pour objet de decouvrir les conse¬ 
quences certaines que Ton pout deduire de ce seul fait, en l’admettant 
comrae donne par l’observation dirccte, et deprouver qu’il determine: 
i° la situation de la source de chaleur; 2° l’exces de temperature qui 
subsiste encore a la surface. 

II est facile do conclure, et il resulte d’ailleurs d’une analyse exacte, 
que l’augmentation de temperature dans le sens de la profondeur ne 
pout etre produite par Taction prolongee des rayons du Soleil. La cha¬ 
leur emanee de cet astro s’est accumulee dans l’interieur du globe; 
mais le progres a cesse presque entierement; et, si Taccumulation 
eonlinuait encore, on observerait l’accroissement dans un sens preci- 
sement contraire a celui que nous venons d’indiquer. 

La cause qui donne aux couches plus profondes une plus haute 
temperature est done une source interieure de chaleur constante ou 
variable placee au-dcssous des points du globe oil Ton a pu penetrer. 
Cette cause clove la temperature de la surface terrestre au-dessus de 
la valour que Ini donnerait la seule action du Soleil. Mais cet exces de 
la temperature de la superficie est devenu presque insensible; et nous 
en sommes assures, parce qu’il existe un rapport mathematique entre 
la valour de Taccroissement par metre et la quantite dontla tempera¬ 
ture do la surface excede encore celle qui aurait lieu si la cause inte¬ 
rieure dont il s’agit n’existait pas. C’est pour nous une meme chose de 
mesurer Taccroissement par unite de profondeur ou de mesurer l’exces 
de temperature de la surface. 

Dans un globe de fer, Taccroissement d’un trentieme de degre par 
metre donnerait seulement un quart de degre centesimal pour l’eleva- 
tion actuelle de la temperature de la surface. Cette elevation est en 
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raison directe de la conducibilite propre de la substance dont 
loppe est formde; toutes les autres conditions demeurant les n 
Ainsi l’exees de temperature que la surface terrestre a presen 
en vertu de cette source interieure est tres petit; il est vrais 
blement au-dessous d’un trenlieme de degre centesimal. II fai 
remarquer que cette derniere consequence s’applique a toutes 1 
positions que Ton pourrait faire sur la nature de la cause, soi 
la regarde corame locale ou universelle, constante ou variable. 

Lorsqu’on examine attentivement et selon les principes des tl 
dynamiques toutes les observations relatives a la figure de la Te 
nc peut douter que cette planete n’ait regu il son origine une te 
ture tres elevee; et, d’un autre cote, les observations thermomei 
montrent que la distribution actuelle. de la chaleur dans l’cnv 
terrestre est cclle qui aurait lieu si le globe avail ete forme d 
milieu d’une tres haute temperature, et qu’ensuite il se fut con 
Icmcnt refroidi. 

La question des temperatures lerrestres m’a toujours paru 
plus grands objets des etudes cosmologiques, et je l’avais pr 
lcment on vue en etablissant la theoric mathematique de la cl 
J’ai d’abord determine l’etat variable d’un globe solide qui, apre 
ete longtemps plonge dans^un milieu ecliauffe, est transport^ d 
espace froid. J’ai considere aussi l’etat variable d’une sphere soli 
ayant ete plongee successivement et durant un temps quelconqi 
deux ou plusieurs milieux de temperatures diverses, subirait un 
dissement final dans un espace de temperature constante. Apre 
remarque les consequences generates de la solution de cette qu 
j’ai examine plus specialement le cas oil la temperature pr 
acquise dans le milieu ecliauffe serait devenue commune il ti 
masse.; et, attribuant a la sphere une dimension extremement £ 
j’ai cherche quelles seraient les diminutions progressives de la 
rature dans les couches assez voisines de la surface. Si l’on a} 
les resultats de cette analyse au globe terrestre pour connaitr 
seraient les effets successifs d’une formation initiale semblable 
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que Ton vient de considered on voit que l’aecroissement d’un tren- 
lieme de degre par metre, considere comme resultant de la chaleur 
centrale, a ete autrefois beaucoup plus grand, et qu’il varie mainte- 
nant avec une lenteur extreme. Quant a l’exces de temperature de la 
surface, il varie suivant la meme loi: la diminution seculaire ou la 
quantite dont il s’abaisse durant un siecle est egale a la valeur actuelle 
divisee par le double du nombre de siecles qui se sont ecoules depuis 
I’origine du refroidissement; et, comme une limite de ce nombre nous 
est donnee par les monuments historiques, on en conclut que, depuis 
1 ’ecole grecquc d’Alexandrie jusqu’a nous, la temperature de la surface 
lerrcslro n’a pas diminue, pour cette cause, de la trois-centieme partie 
d’un degre. On retrouvc ici ce caractere de stabilite que presentent 
tous les grands phenomfcnes de l’univers. Cette stabilite est d’ailleurs 
un resultat necessaire, et independant de toute consideration de l’etat 
initial, puisque 1’exces actuel de la temperature est extremement petit, 
et qu’il ne peut que diminuer pendant un temps indefinirasent pro- 
longe. 

L’effet de la chaleur primitive que le globe a conservee est done 
devenu pour ainsi dire insensible a la superficie de l’enveloppe ter- 
rcstre; mais il sc manifeste dans les profondeurs acccssibles, puisque 
la Leniperalure des couches augmente avec leur distance a la surface. 
Cel accroissement, rapporte a l’unite de mesure, n’auraitpas la meme 
valeur a des profondeurs beaucoup plus grandes : il diminue avec 
cette profondeur; mais la memo theorie nous montre que la tempera¬ 
ture exeedante, qui est presque nulle a la derniere surface, peut etre 
euormc a la distance de quelques myriametres; en sorte que la cha¬ 
leur des couches intermediaires pourrait surpasser beaucoup celle des 
matibres incandescentes. 

Le cours des siecles apportera de grands changements dans ces tem¬ 
peratures interieures; mais a la surface ces changements sont accom- 
plis, et la deperdition continuelle de la chaleur propre ne peut occa- 
sionner desormais aucun refroidissement du climat. 

Il est important d’observer que la temperature moyenne d’un lieu 
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pent subir, pour d’aulres causes acoossoiros, des variations incompa- 
rnhlomont plus sensihit's quo cellos qui proviendraiont du rolroidis- 
sement soeulairo du globe. 

L’etablissemenl c(. I(> progres d(>s socielcs humaines, l’action des 
forces nalurelles peuvenl changer nolnhlomenl, e( dans de vastes con- 
trees, Petal de la surface du sol, la distribution des eaux et les grands 
niouvements de Pair. Do tels ell’ets sent proprrs a f’airo varier, dans le 
cours do plusieurs sioclos, le drgre de la clialetir niovenne; ear les 
expressions analyliques eonqirennent des coeftieieuts qui se rapportenf 
a I’elat superlie.iel et (jui influent beaucoup sur la valour de la tempe¬ 
rature. 

Ouoique l’elfet dr la ehaleur interieure ne soil plus sensible a la sur¬ 
face do la Terre, la quantile lotale do cede ebaleur qui se dissipo dans 
tin temps doune, eomme utie an nee on un sieele, est mesurable, et 
nous I’avons determiner : eelle qui traverse durant un sieele tin metre 
earre de superlicio et st‘ repund dans les espaeescelestes pourrait londre 
uue colonuc do glace qui aurait pour base ee metro earre et line hau¬ 
teur d’environ '\ m . 

(lotto consequence derive d’une proposition Ibndauioutalo qui uppar- 
tient a toutes les questions du mouvemont do la olialour, et qui s’ap- 
pliqtie surtout a cello des temperatures torrostros : jo vouv parlor do 
(’equation dilferentielle (jui exprime pour clutquo instant 1’etat de la 
surfaoo. (lotto equation, dont In vorito est sensible et facile a deinou- 
tror, etablit uue relation simple outre la temperature d’uu element do 
la surface et le mouvemont normal de la olialour. tie (jui rend ee re- 
sultat theoriquo (res important, et plus propro (pi’aueun autre ii oolairor 
les questions <(tii soot Pobjet de ee .Mcmoirc, o’ost <|ti*iI subsiste inde- 
pendammont de la forme et des dimensions des corps, et quelle quo 
suit la nature des substances, homogenes ou diverses, dont la masse 
interieure sera it composer. Ainsi les consequences quo Pun deduit de 
eette equation sont absolues; olios subsistont quels quo puissent etre 
la constitution maleriello et Petat originaire du globe. 

Nous avons public, dans le cours de Pan nee 1820, Pextrait d*un 
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Memoire sur le refroidissement seculaire da globe terrestre (Bulletin 
des Sciences, Societe philomathique, annee 1820, p s 58 et suiv.). On y 
a rapporte les formules principals, et notamment celles qui expriment 
1’etat variable du solide uniformement echaufle jusqu’a une profondeur 
ddterminec et extremement grande; Si la temperature initiale, au lieu 
d’etre la m^me jusqu’a une tres grande distance de la surface, resulte 
d’une immersion successive dans plusieurs milieux, les consequences 
ne sont ni moins simples ni moins remarquables. Au reste, ce cas et 
plusieurs autres quo nous avons consideres sont compris dans les 
expressions generales qui ont ete indiquees. 

La lecture de cet extra it me donne lieu de remarquer que les for- 
mules (1) et (2) qui y sont rapportees n’avaient pas ete transcrites 
exactemcnt. Je suppleerai par la suite a cette omission, qui, au reste, 
nc change rien aux autres formules, ni aux consequences dont l’extrait 
renfermc l’cnonce. 

Pour decrire les principaux effets tbermometriques qui proviennent 
do la presence des mers, concevons d’abord que les eaux de l’Ocean 
sont retirees des bassins qui les renferment; en sorte qu’il nc reste 
quo des cavitcs immcnscs dans les terres solides. Si cet etat de la 
superfieie terrestre, privee de l’atmosphere et des eaux, avail dure 
pendant un tres grand nombre de siecles, la cbaleur solaire produirait 
des alternatives de temperature semblables a celles que nous obser- 
vons dans les continents, et assujetties aux mtsmes lois. Les variations 
diurncs ou annucllcs cesseraient a de certaines profondeurs, et il se 
formerait dans les couches inferieurcs un etat invariable qui consiste- 
rait dans le transport continuel de la cbaleur equatoriale vers les regions 
polaircs. 

Dans le memo temps, la chaleur originaire du globe se dissipant a 
travers la surface exterieure des bassins, on y observerait, comme 
dans toutes les autres parties de la superfieie, un accroissement de 
temperature en penetrant a de plus grandes profondeurs, suivant une 
ligne normale a la surface du fond. 

11 cst neccssaire de remarquer ici que l’accroissement de tempera- 
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ture du a la chalear d’origine depend principalement de la profondeur 
normale. Si la surface exterieure etait liorizontale, on trouverait d’e- 
gales temperatures dans une couche liorizontale inferieure : mais si la 
superficie de la Terre solide est concave, ces couches d’egale tempe¬ 
rature ne sont point horizontales, et different entierement des couches 
de niveau, Elies suivent les formes sinueuses de la superficie : c’est 
pour cette raison que, dans l’interieur des montagnes, la chaleur cen- 
trale peut penetrer jusqu’a une grande hauteur. C’est un effet compose, 
que Ton determine par l’Analyse mathematique, en ayant egard a la 
forme et a l’elevation absolue des masses. 

Si la superficie etait concave, on observerait en sens inverse un 
effet analogue, et cela aurait lieu dans l’hypolhese que nous conside- 
rons. Les couches d’egale temperature seraient concaves, et cet et&t 
eontinuerait de subsister si la Terre n’etait point recouverte par les 
eaux. 

Concevons maintenantque.ce meme etat ayantdureun grand nombre 
de siecles, on retablisse ensuite les eaux dans le fond des mers et des 
lacs, et qu’elles demeurent exposees aux alternatives des saisons. 
Lorsque la temperature des couches superieures du liquide deviendra 
moindre que celle des parties inferieures, quoique surpassant de 
quelques degres seulement la temperature de la glace fondante, la 
densite de ces couches superieures augmentera; elles descendront de 
plus en plus, et viendront occuper le fond des bassins qu’elles refroi- 
diront par leur contact: dans le meme temps, les eaux plus echauffees 
et plus legeres s’eleveront pour remplacer les eaux superieures, et il 
s’etablira dans les masses liquides des mouvements infiniment varies 
dont l’effet general sera de transporter la chaleur vers les regions 
elevees. 

Ces phenomenes sont plus composes dans l’interieur des grandes 
mers, parce que les inegalites de temperature y occasionnent des cou- 
rants diriges en sens contraires et deplacent ainsi les eaux des regions 
les plus eloignees. 

I/action continuelle de ces causes est modifiee par une autre pro- 
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priete de l’eau, celle qui limite l’accroissement de la densite et la fait 
varier en sens oppose lorsque la temperature continue de s’abaisser et 
s’approche de celle qui determine la formation de la glace. Le fond 
solide des mers est done soumis a une action speciale qui se renou- 
velle toujours, et qui le refroidit perpetuellement depuis un temps 
immense par le contact d’un liquide entretenu a une temperature supe- 
rieure de quelques degres seulement a celle de la glace fondante. On 
trouve en effet que la temperature des eaux diminue a mesure que l’on 
augmente la profondeur des sondes; cette temperature est dans nos 
elimats d’environ 4 ° au fond de la plupart des lacs. En general, si l’on 
observe la temperature de la mer a des profondeurs de plus en plus 
grandes, on approclie sensiblement de la limite qui convient a la plus 
grande densite; mais il faut, dans les questions de ce genre, avoir 
egard a la nature des eaux, et surtout aux communications etablies 
par les courants : cette derniere cause petit changer totalement les re- 
sultats. 

Get accroissement de temperature, que nous observons en Europe 
en portantle thermometre dans I’interieur du globe solide adc grandes 
profondeurs, nc doit done pas subsister dans l’intcricur des mers, et 
le plus gcneralemcnt l’ordre des temperatures doit etre inverse. 

Quant aux parties iinmediatement placces au-dcssous du fond des 
mers, la loi de l’accroissement de chaleur n’est pas celle qui convient 
aux lerres continentales. Ces temperatures sonl determinees par une 
cause speciale de refroidisscmcnl, le vase etant expose, corame on l’a 
dit, an contact perpetual d’un liquide qui conserve la meme tempera¬ 
ture. O’cst pour eclairer cette partie de la question des temperatures 
terreslrcs que j’ai determine, dans la theorie analytique de la chaleur 
(ChapitrelX, p. 427 etsuiv.), l’expression de l’etat variable d’uu so¬ 
lide primitivement echaulfe d’une maniere quelconque, et dont la 
surface est retenue pendant un temps indefini a une temperature con- 
stante. L’analyse de ce problemc fait connaitre distinctement suivant 
quelle loi la cause exterieure fait varier les temperatures du solide. En 
general, apres avoir etabli les equations fondamentales du mouvement 
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tie la chaleur et la metbode de calcul qui sert a les integrer, je me suis 
attache a resoudre les questions qui interessent 1’etude des tempera¬ 
tures terrestres ct font connaitre les rapports de cette etude avec le 
systeme du monde. 

Apres avoir explique separement les prineipes de la question des 
temperatures terrestres, il faut reunir sous un point de vue general 
tous les efFets que Ton vienl de decrire, et par la on se formera une 
juste idee de l’ensemble des phenomenes. 

La Terre reqoit les rayons du Soleil, qui penetrent sa masse et s’y 
convertissent en chaleur obscure; elle possede aussi une cbaleur 
propre qu’clle tient de son origine, et qui se dissipe continuellement 
a la superficie; enfin, cette planete repoit ties rayons tie lumiereetde 
clialcur des astres innombrables parmi lesquels le systeme solaire est 
place. Voilalcs trois causes generates qui determinent les temperatures 
terrestres. La troisiemo, c’est-a-dire l’influence des astres, equivaut a 
la presence d’une enceinte immense fermee tie loutes parts, dont la 
temperature constante seraitpeu inferieure a celle quo nous observe- 
rions dans les contrees polaires terrestres. 

On pourrait sans doute supposer a la chaleur rayonnante des pro- 
prietes jusqu’ici inconnucs, qui tiendraient lieu en quelque sorte de 
cette temperature fondamentale que nous attribuons a l’espace; mais, 
dans 1’etat actuel des sciences physiques et sans recourir a d’autres 
proprietes quo cclles qui derivent d’observalions positives, tous les 
iaits connus s’expliquent naturellement. 11 suffit de se representer que 
les corps planetaires sont dans un espace dont la temperature est con¬ 
stante. Nous avons done cherche quelle devrait etre cette temperature 
pour que les effets thermometriques fussent semblables a ccux que 
nous observons ; or ils en differeraient entierement si Ton admettait 
un froid absolu de l’espace; mais, si Ton eleve progressivement la tem¬ 
perature commune de l’enceinte qui enfermerait cet espace, on voit 
naitre des effets semblables a ceux que nous connaissons. On peut 
affirmer que les phenomenes actuels sont ceux qui seraient produits 
si le rayonnement des astres donnait a tous les points de l’cspace pla- 



DU GLOBE TERRESTRE. 121 

netaire la temperature d’environ 4°° au-dessous de zero (division 
octogesimale). 

La chaleur primitive interieure qui n’est point encore dissipee ne 
produit plus qu’un effet tres petit a la surface du globe terrestre; elle 
se manifeste, par une augmentation de temperature, dans les couches 
profondes. A de plus grandes distances de la surface, elle peut sur- 
passer les plus hautes temperatures que Ton ait encore mesurees. 

L’efTet dcs rayons solaires est periodique dans les couches superfi- 
cielles de l’enveloppe terrestre; il est fixe danstous les lieux profonds. 
Cette temperature fixe des parties inferieures n’est point la meme pour 
toutes; elle depend principalement de la latitude du lieu. 

La chaleur solaire s’est accumulee dans l’interieur du globe, dont 
I’elat est devenu invariable. Celle qui penetre par les regions equato- 
rialcs est cxactement compensee par la chaleur qui s’ecoule a travel’s 
les regions polaires. Ainsi la Terre rend aux espaces celestes toute la 
chaleur qu’elle regoit du Soleil, et elle y ajoute une partie de celle qui 
lui est propre. 

Tous les effets terrestres de la chaleur du Soleil sont modifies par 
I’interposition de l’atmosphere et par la presence des eaux. Les grands 
mouvomonts de cos fluides rendent la distribution plus uniforme. 

La transparence dcs eaux et celle de Fair concourent a augmenter 
le degre do chaleur acquiso, parce que la chaleur lumineuse affluente 
penetre assez facilement dans l’interieur de la masse, et que la chaleur 
obscure sort plus difficilcmcnt suivant une route contraire. 

Les alternatives des saisons sont entretenues par une quantite im¬ 
mense de chaleur solaire qui oscille dans l’enveloppe terrestre, pas¬ 
sant au-dessous de la surface durantsixmois, et retournant de la Terre 
dans Fair pendant l’autrc moitie de l’annee. Rien ne peut contribuer 
davanlage a eclaircr cette partie de la question que les experiences qui 
onl pour objet de mesurer avec precision l’effet produit par les rayons 
du Soleil a la surface terrestre. 

J’ai resume, dans ce Memoire, tous les elements principaux de l’a- 
nalyse des temperatures terrestres. II est forme de plusieurs resultats 

II. '6 
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de mes recherches, depuis longtemps publiees. Lorsque j’ai entr 
de traiter ce genre de questions, il n’existait aucune theorie math 
tique de la chaleur, et 1’on pouvait meme douter qu’une telle th 
fut possible. Les Memoires et Ouvrages dans lesquels je l’ai et 
contiennent la solution exacte des questions fondamentales; ils or 
remis et communiques publiquement, ou imprimes et analyses 
les Recueils scientifiques depuis plusieurs annees. 

Dans le present ecrit, je me suis propose un autre but, celui 
peler 1 ’attention sur un des plus grands objets de la Philosophic 1 
relle, et de presenter les vues et les consequences generates. J’ai es 
queles geometres ne verraient pas seulement dans ces recherche: 
questions de calcul, mais qu’ils considereraient aussi 1’importanc 
sujet. On ne pourrait point aujourd’hui resoudre tous les doutes 
une matiere aussi etendue, qui comprend, outre les, resultats c 
analyse difficile et nouvclle, des notions physiques tres variees 
multiplier par la suite les observations exactes; on etudiera les 
du mouvement de la chaleur dans les liquides et dans Pair. On dt 
vrira peut-etre d’autres proprietes de la chaleur rayonnante, oi 
causes qui modifient les temperatures du globe. Mais toutes les 
principals du mouvement de la chaleur sont connues; cette the 
qui repose sur des fondements invariables, forme une nouvelle bra 
des Sciences mathematiques : elle se compose aujourd’hui des t 
tions differentielles du mouvement de la chaleur dans les solid 
dans les liquides, des integrates de ces premieres equations e 
theoremes relatifs a 1’equilibre de la chaleur rayonnante. 

Un des principaux caracteres de l’analyse qui exprime la distribi 
de la chaleur dans les corps solides consiste dans la compositioi 
mouvements simples. Cette propriety derive de la nature des equa 
differentielles du mouvement de la chaleur, et elle convient auss 
dernieres oscillations des corps; mais elle appartient plus spe< 
ment a la theorie de la chaleur, parce que les efifets les plus comp 
se resolvent reellement en ces mouvements simples. Cette propos 
n’exprime pas une loi de la nature, et ce n’est pas le sens que j 
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attribue; elle exprime un fait subsistant, et non une cause. On trou- 
verait cc meme resultat clans les questions dvnamiques ou Fon consi- 
dererait les forces resistantes qui font cesser rapideinent Feffet pro- 
duit. 

Les applications de la theorie de la chaleur ont exige de longues 
recherches analytiques, et il etait d’abord necessaire de former la 
methode du calcul, en regardant comme constants les coefficients spe- 
cifiques qui entrent dans les equations; car cette condition s’etablit 
d’elle-meme et dure un temps infini lorsque les differences de tem¬ 
peratures sont devenues assez petites, comme on l’observe dans la 
question des temperatures terrestres. D’ailleurs, dans cette question, 
qui est Fapplication la plus importante, la demonstration des princi- 
paux resultats est indepondante de Fhomogeneite et de la nature des 
couches interieures. 

•On peut donner a la theorie analytique de la chaleur toute Fexten- 
sion qu’exigeraient les applications les plus variees. Voici l’enume- 
ration des principes qui servent a generaliser cette theorie : 

i° Les coefficients etant assujettis a des variations tres petites que 
les observations font connaitre, on determine, par le procede des sub¬ 
stitutions successives, les corrections qu’il faut apporter aux resultats 
du premier calcul. 

2° Nous avons demontre plusieurs theoremes generaux qui ne de¬ 
pendent point de la forme des corps, ou de leur homogeneite. Inequa¬ 
tion generale relative a la surface est une proposition de ce genre. On 
en trouve un autre cxemple tres remarquable si Fon compare les mou- 
vcments de la cbalcur dans des corps semblables, quelle que puisse 
etre la nature de ces corps. 

3 ° Lorsque la resolution complete des Equations difierentielles de¬ 
pend depressions difficiles a decouvrir, ou de tables qui ne sont 
point encore formees, on determine les limites entre lesquelles les 
quantites inconnues sont neccssairement comprises; on arrive ainsi 
a des consequences certaines sur Fobjet de la question. 

4 ° Dans les recherches sur les temperatures du globe terrestre, la 
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grandeur des dimensions donne une forme speciale aux resultats du 
ealcul et en rend I’interpretation plus facile. Quoique Ton ignore la 
nature des masses interieures et leurs proprietes relatives a la cha- 
leur, on peut deduire des seules observations faites dans les profon- 
deurs accessibles des consequences fort importantes sur la stability 
des climats, sur l’exces actuel de temperature du a la chaleur d’ori- 
gine, sur la variation seculaire de 1’accroissement de temperature dans 
le sens de la profondeur. C’est ainsi que nous avons pu demontrer que 
cet accroissement, qui est, en divers lieux de l’Europe, d’environ i° 
pour 32 ™, a eu precedemment une valeur beaucoup plus grande, qu’il 
diminue insensiblement, ct qu’il s’ecoulera plus de trentc mille annees 
avant qu’il soit reduit a la moitie de sa valeur actuelle. Cette conse¬ 
quence n’est point incertaine, quoique nous ignorions l’etat interieur 
du globe; car les masses interieures, quels que puissent etre leur etat 
et lour temperature, ne communiqueront a la surface qu’une chaleur 
insensible pendant un laps de temps immense. Par exemple, j’ai voulu 
connailre quel serait l’effet d’une masse extremement echauflee, de 
memo etondue quo la Terre, et que Ton placerait au-dessous de la 
surface a quelques lieues de profondeur. Yoici le resultat de cette 
recherche. 

Si, a partir de la profondeur de 12 lieues, on remplaqait la masse 
terrestre inferieure jusqu’au centre du globe par une matiere quel- 
conquc dont la temperature serait egale a cinq cents fois celle de l’eau 
houillante, la chaleur communiquee par cette masse aux parties voi- 
sincs de la superficie demeureraittres longtemps insensible; il s’ecou- 
lcrait certainement plus de deux cent mille annees avant que l’on put 
observer a la surface un accroissement de chaleur d’un seul degre. 
La chaleur penetre si lentement les masses solides, et surtout celles 
dont l’enveloppe terrestre est formee, qu’un intervalle d’un tres petit 
nombre de lieues suffirait pour rendre inappreciable pendant vingt 
siecles l’impression de la chaleur la plus intense. 

L’examen attentif des conditions auxquelles le systeme des planetes 
est assujetti donne lieu de conclure que ces corps ont fait partie de la 
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masse da Soleil, et Ton peut dire qu’il n’y a aucun phenomene observe 
qui ne eoncoure a fonder cette opinion. Nous ne connaissons pas com- 
bien l’interieur de la Terre a perdu de cette chaleur d’origine; on peut 
seulcment affirmer qu’a F extreme superficie l’exces de chaleur du a 
cette scule cause est devenu pour ainsi dire insensible; l’etat thermo- 
metrique du globe ne varie plus qu’avec une extreme lenteur; et, si 
l’on pouvait concevoir qu’a partir d’une distance de quelques lieues 
au-jlcssous de la surface on remplace les masses inferieures jusqu’au 
centre du globe soit par des corps glaces, soit par dcs portions de la 
substance meme du Soleil qui auraient la temperature de cet astre, 
il s’ecoulerait un grand nombre de siecles avant qu’on put observer 
aucun changement appreciable dans la temperature de la surface. La 
theoric mathematique de la chaleur fournit plusieurs autres conse¬ 
quences de ce genre dont la certitude est independante de toute hypo- 
thesc sur l’etat interieur du globe terrestre. 

Ces theories acquerront a Favenir beaucoup plus d’etendue, et rien 
ne contribuera plus a les perfectionner que des series nombreuses 
d’experiences precises; car FAnalyse mathematique (qu’il nous soit 
permis de roproduire ici cette reflexion) (') peut deduire des pheno- 
menes generaux et simples l’expression des lois de la nature; mais 
Fapplication de ces lois a des effets tres composes exige une longue 
suite d’observations exactes. 


( 1 ) Discours pr61iminairc de la Theoric de la Chaleur. 
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Le premier article de cc Memoire fait partie d’un Traite qui ne tar- 
dera point a etre public, ct qui contient les resultats de mes recherches 
sur la theorie des equations. On demontre dans cc premier article une 
proposition relative a l’emploi des fractions continues pour la distinc¬ 
tion des raeines iinaginaircs. L’illustre auteur du Traite de la resolution 
des equations numeriques avail propose, ainsi quo Waring, pour la deter¬ 
mination des limil.es, I’usage d’une equation dont les raeines sont les 
differences des raeines de l’equation que Ton veut resoudre. Cette 
melhode esl sujetle a deux difficultes tres graves qui la rendent inap¬ 
plicable : l’une consiste dans l’etendue excessive du calcul qui sert 
a former {'equation aux differences; la secondo, dans le tres grand 
nombre des substitutions que Ton aurait a effectucr. J’ai recherche 
avec le plus grand soin les moyens de resoudre ces deux difficultes, 
et j’y suis parvenu par deux methodes differentes, qui font connaitre 
facilement la nature et les limites des raeines. La premiere est exposee 
11. 17 
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avec beaucoup de details dans l’Ouvrage cite; la seconde est fondee sur 
la proposition suivante. 

On peut omettre dans tous les cas I’emploi de 1 ’equation aux diffe¬ 
rences, et proceder immediatement au calcul des fractions continues 
qui doivent exprimer les valeurs des racines; il suffit d’etablir ce calcul 
de la meme maniere que si Ton etait assure que toutes les racines sont 
reelles. On determine sur-le-champ, et par I’application d’un tlieoreme 
general, combien on doit chercher de racines dans chaque intervalle 
donne; or on distinguera par le resultat meme de l’operation celles de 
ces racines qui sont reelles. Quant au nombre des racines imaginaires, 
il est precisement egal au nombre des variations de signes qui dispa- 
raissent dans les equations suceessives. Le Memoirc contient la demon¬ 
stration de cette derniere proposition; il en resulte une metbode tres 
simple pour distinguer avec certitude les racines imaginaires, etpour 
assigner deux 1 imites entre Iesquelles chacune des racines reelles est 
seule comprise. 

Le second article du Memoire concerne les equations quo l’on a appe- 
lees transcendantes. Je demontre quo les theoremes generaux d’Analyse 
algebrique s’appliquent aux equations de ce genre que presenlent la 
theorie de la chaleur ou d’autres questions naturellcs. Le principc sur 
lequel cette application est fondee consiste en ce que, dans toute equa¬ 
tion algebrique ou transcendante formec d’un nombre fini ou infini de 
facteurs, parmi lesquels il.se trouve un ou plusicurs factcurs du second 
degre ayant deux racines imaginaires, chacun do ces dorniers facteurs 
correspond a une certaine valeur reelle qui indique deux racines imagi¬ 
naires, parce qu’elle fait disparaitre deux variations de signes a la fois; 
et Ton prouve que, si l’equation proposee n’a aucunc de ces valeurs 
reelles eL critiques, il est impossible qu’elle n’ait pas toutes ses racines 
reelles. En general, e’est une meme methode qu’il faut employer, soit 
pour distinguer les racines imaginaires dans les equations algebriques 
etpour calculer les valeurs de leurs racines reelles, soit pour distin¬ 
guer les racines imaginaires des equations transcendantes et calculer 
leurs racines reelles. La convergence des series qui expriment les fonc- 
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tions transcendantes supplee a la propriete qu’ont les fonctions alge- 
briques d’etre reduites a une eonstante par des differentiations succes- 
sives. 

On peut faire l’application de ces principes aux equations transcen¬ 
dantes qui servent a former I’expression du mouvement de la chaleur 
dans la sphere, dans les prismes rectangulaires, et dans le cylindre. 
J’ai rappcle les trois procedes differents dont je me suis servi, dans 
mes rccherches analytiques sur la chaleur, pour resoudre les equations 
dont il s’agit; ils donnent tous les trois le memo resultat: 

i° On emploie les constructions geometriques, parce qu’elles font 
connaitre Ires clairemcnt les limites de chaque racine. 

2° J’ai demontre quo toutes les racines des equations trigonome- 
triques qui se rapportent a la sphere ou aux prismes sont reelles, en 
substituant a la place de la variable un binome dont le second terme 
est imaginaire. On voit, par le resultat de cette substitution, que le 
coefficient du second terme est necessairement nul. 

3 ° On demontre aussi que les equations trigonometriques dont il 
s’agit ont toutes leurs racines reelles, sans qu’il soit necessaire de 
regarder com me connue la forme des racines imaginaircs; car la fonc- 
tion trigonometrique cstle produit d’un nombre de facteurs qui croit 
de, plus en plus, cl sans limites. Or j’ai prouve rigoureusement que 
ehaeune des equations successives qui en resulte ne peut avoir que 
des racines reelles. Cette propriete est totalement independante du 
nombre des facteurs. 

Il me rcsle a indique.r l’objet du troisieme article du Memoire. Cet 
objeta un rapport plus sensible avec les phenomenes naturels; il con- 
eerne la question du mouvement seculaire de la chaleur dans 1’inte- 
rieur du globe terrestre. 

Nous avons dit que l’cxpression du mouvement de la chaleur dans 
la sphere, dans les prismes rectangulaires et dans le cylindre, contient 
les racines d’une equation transcendante determince, et que toutes ces 
racines sont reelles. Il est facile maintenant de donner differentes de¬ 
monstrations de cette proposition, et toutes les recherches ulterieures 
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n’ont pu que la confirmer. Mais quelle est la cause naturelle de cette 
propriety? Pour quelle raison physique est-il impossible qu’il entre des 
expressions differentes dans les solutions donnees par le calcul? Quel 
rapport necessaire y a-t-il entre le principe de la communication de la 
chaleur et un theoreme abstrait sur la nature des equations? 

On resoudra clairement cette derniere question en considerant ce 
(jui aurait lieu si 1’equation qui determine les exposants de chaque 
terme contenait des facteurs du second degre dont les deux racines 
seraient imaginaires. En effet, chacun de .ces derniers facteurs pour- 
rait servir a former une solution particuliere de la question, et cette 
solution contiendrait la valeur du temps sous les signes trigonome- 
triques; il en resulterait que la temperature moyenne du solide corres- 
pondante a chaque instant serait exprimee par une quantite perio- 
dique. Cette expression serait formee d’un facteur exponentiel et d’un 
facteur trigonometrique variable avec le temps. La temperature fixe 
du milieu etant supposee celle de la glace fondantc, la temperature 
moyenne du solide serait successivement positive, nulle et negative; 
ensuite, en continuant de changer, elle dcviendrait de nouveau egale 
ct superieure a celle du milieu. Ces alternatives se reproduiraient 
durant un temps infini divise en mesures egales, commc il arrive dans 
les dernieres oscillations des lames ou des surfaces sonorcs. Or de 
tels effets ne peuvent avoir lieu; et, pour rendre cette impossibilite 
manifeste, il suffit d’appliquer la solution dont on vient de parler au 
cas oil la conducibilite propre du solide a une valeur immensement 
grande; car, si le coefficient qui mesure cette qualite specifique ou la 
permeabilite interieure acquiert une valeur infiniment grande, le corps 
dont la temperature varie doit etre compare a un vase contenant un 
liquide perpetuellement agite, et dont toutes les parties ont a chaque 
instant la meme temperature. Il est evident que, dans ce cas, la cha¬ 
leur du liquide se dissipe continuellement a travers l’enveloppe. On 
ne peut pas supposer que la temperature devient alternativement ne¬ 
gative, nulle et positive, et que cela constitue le dernier etat du vase 
durant un temps infini. Nous connaissons avec certitude en quoi con- 
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sistc ce dernier etat : la temperature du vase se rapproche de plus en 
plus de celle du milieu; la chaleur, quelle que puisse etre sa nature, 
n’est point sujette a cette fluctuation que nous avons decrite, parce 
qu’elle ne se communique que par voie de partage; par consequent, la 
temperature finale est toujours plus grande, ou est toujours moindre, 
que celle du milieu. Ainsi il est physiquement impossible qu’il entre 
des exposants imaginaires, ou, ce qui est la meme chose, des facteurs 
periodiqucs, dans l’expression de la temperature variable d’un solide, 
par exemple d’un cylindre priinitivement echauffe et place dans un 
milieu dont la temperature est constante. II en resullerait un etat final 
oscillatoirc contraire au principe de la communication de la chaleur, 
et Ton est assure que ces alternatives n’ont point lieu dans un corps 
solide, parce que la solution qui les exprimerait s’appliquerait aussi 
a un etat tres simple ou elles sont manifestemcnt impossibles. 

On arrive a la meme conclusion si Ton considere dans la theorie 
analytique des mouvemelnts de la chaleur les relations qui doivent 
subsister entre les divers elements du calcul pour qu’une meme solu¬ 
tion convienne a une multitude de questions differentes; car on pout 
changer a son gre les Valours des coefficients specifiqucs et les dimen¬ 
sions du solide si Ton change aussi, et dansun certain rapport, 1 ’unite 
de mesure des temps ecoules. 

Yoici une application remarquable de ce nouveau principe : olio 
concerno la distribution de la chaleur dans les corps de figure sem- 
hlablc qui ne different que par lours dimensions. Quo Ton sc repre- 
sente deux solides dont les divers points ont re<?u des temperatures 
initiales; chacun de ces corps peut n’etre pas homogene; la densite, la 
capacitc de chaleur, la conducibilite pourraient varicr d’une maniere 
quelconque dans l’intcrieur de ces corps ou a leur surface; mais, pour 
ne comparer que les deux effets qui proviennent de la difference de 
dimensions, on suppose que les deux corps, de surface convexe, ont 
des figures semblables; que les molecules homologues sont de memo 
nature, de memo densite; qu’ellcs ont re?u la memo temperature ini¬ 
tial; et que les deux solides sont ensuitc exposes dans 1c vide, et 
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separement, a Faction constante d’une meme cause qui absorl 
chaleur emise. On con<joit que cbacun de ces deux corps passe 
cessivement par une suite d’etats tres differents du premier, et 
manifeste que les changements de temperature s’accompliraient 1 
coup plus rapidement dans celui des deux corps dont la dimei 
serait beaucoup plus petite. Or nous demontrons que, si Ton mi 
les temps ecoules avec deux unites differentes dont le rapporl 
celui du carre des dimensions homologues, on trouvera que 
variable du premier solide est perpetuellement le meme que l’et 
second. Cette proposition est la plus generate de toutcs celles qu 
demontrees dans mes recherches sur la chaleur; car olle ne de 
ni de la forme des corps, ni de la nature de la substance doi 
sont formes, ni de la distribution initiale. En general, la dure 
temps nccessaires pour que des solides semblables, et scmblable 
cchaufles, parviennent au meme etat est en raison directe du 
des dimensions. 

Cette proposition s’applique au mouvement seculaire de la cb 
qui a penetre la masse du globe terrestrc, aux epoques oil cetti 
nfete a ete formee; elle nous donne une juste idee du temps imr 
qui a du s’ecouler pour qu’une masse d’une aussi grande dime 
put subir un refroidissement sensible. On comparera, au moy( 
Iheoreme precedent, les effets qui seraient observes si Ton assu; 
sait a une temperature fixe (cclle de la glace fondante) les surfat 
deux spheres solides dont l’une aurait i m de rayon, et I’autre un 
egal a celui de la Terre. On trouve que l’eflet produit sur la s 
fcrrestre par un refroidissement qui durerait mille annees cqi 
precisement a l’effet produit sur la sphere de i m de rayon par 1’, 
de la meme cause qui ne durerait que la 7^ partie d’unc second 
voit par ce resultat que, si la Terre a possedc, comme l’indique 
theories dynamiques et un grand nombre d’obscrvations thern 
triques, une chaleur primitive qui se dissipe progressivement da 
espaces planetaires, la deperdition de cette chaleur d’origine s 
avec une lenteur extreme. La duree de ces grands phenomenes r 
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aux dimensions de l’univers; elle est mesuree par des nombres du 
meme ordre que ceux qui expriment les distances des etoiles fixes. 

Cette question du mouvement seculaire de la chaleur dans le globe 
terrestre est eclairee par deux propositions tres generales que nous 
fournit la theorie de la chaleur, et qui sont faciles a demontrer : 1’une 
est celle que nous venons d’enoncer concernant les changements de 
temperature des corps semblables; l’autre est I’equation diflerentielle 
du mouvement de la chaleur a la surface d’un corps quelconque. Cette 
derniere proposition, que j’ai donnec autrefois, est, commc la prece¬ 
dents, totalement independante de l’ctat intericur du globe, de la 
nature des substances, de la cbaleur actuelle ou originairc; elle con- 
vient a tous les corps solides, quels que soient leur forme et Tetat 
physique de la superficic. 

Nous terminerons cet extrait on rapportant la demonstration du 
theoreme relatif au mouvement de la chaleur dans les corps sembla¬ 
bles. On pourrait dediure cette proposition des equations differen- 
tiellcs que j’ai donndes dans mes rechcrches pr6ccdenf.es; mais la 
demonstration synthetique fait mieux connaitre que ce theoreme est 
unc consequence evidente du principc de la communication de la cha¬ 
leur. J’indiqucrai d’abord comment ccs consequences se sont presen¬ 
tees pour la premiere fois a l’inspcction des formules qui expriment 
le mouvement de la chaleur dans differents corps, linsuite je montrerai 
comment on arrive aux memes resultats sans 1’emploi du calcul et par 
les considerations les plus elemcnlaires. Nous prenons pour exemple 
la question du mouvement de la chaleur dans une sphere qui a dte 
plongec une ou plusieurs fois dans un milieu echauffd, ct a re<?u ainsi 
dans les difierentes couches spheriques dont elle est form6e des tem¬ 
peratures initiales dilfercntes d’une couche a une autre suivant une 
loi quelconque, mais egalcs pour les points d’une meme couche. Nous 
supposons qu’apres avoir retire cette sphere du milieu echauffe, on 
assujettit les points de la surface a une temperature constante et com¬ 
mune a tous cos points. On trouve, dans le Chapitre Y de la Theorie de 
la chaleur, la solution des questions de ce genre, soit qu’on la deduise 
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de la formule generale rapportee page 314 de cet Ouvrage, soit qu’on 
resolve directement ce problenie, qui, aujourd’hui, ne presente aucune 
difficulty On obtient l’expression suivante des temperatures variables 
dela sphere : 

izzcc K ii%i v 

2 "" rn t • • x C x • met , 

f ’ = ^x2l e sinin xi 

Les coefficients K, C, D represented respectivement la conducibilite 
propre, la capacite de chaleur, la densite; X est le rayon total de la 
sphere; x est le rayon de la couche spherique dont on veut determiner 
la temperature v; et t mesure le temps ecoulc depuis l’instant oil le 
refroidissement commence jusqu’a 1’inslant oil la temperature prend 
la valeur designee par c; F(a) est la temperature initiale de la couche 
spherique dont le rayon est a. 

Cela pose, concevons que deux spheres solides de differents dia- 
metres, mais formees d’une memo substance, ont regu des tempera¬ 
tures initiales telles que la valeur de cctte temperature pour une 
certaine couche de la moindre sphere est la meme que celle de la 
couche homologue de la plus grande, la fonction F(a) etant d’ailleurs 
entier.ement arbitraire. Soit n le rapport des dimensions des deux 
solides; on aura les relations suivantes, en designant par x et x' les 
longueurs variables des rayons dans la premiere sphere et dans la 
seconde, qui est la plus grande, X = nX f , x — nx r , a = na'. Quant a 
la fonction F(a), elle est, par hypothese, la meme que F(a') ou 
F(/za); les coefficients D, C, K sont aussi les memes pour la sphere 
dont le rayon total est X.et pour celle dont le rayon est X'. Si actuelle- 
ment on suppose que le temps t, apres lequel on mesure les tempera¬ 
tures de la premiere sphere, differe du temps t !, apres lequel on 
mesure les temperatures de la seconde sphere, et si 1’on etablit la rela¬ 
tion t = n 2 t', on trouvera, apres toutes les substitutions, que la valeur 
de v est la meme pour la moindre sphere et pour la plus grande. 11 suit 
de la que, si, dans les deux spheres, les couches homologues ont regu 
des temperatures initiales quelconques, mais egales entre' elles, ces 
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deux solides se trouveront toujours dans un etat thermometrique sem- 
blable aprfes des temps ecoules differents pour les deux spheres, et 
dont le rapport soit celui du carre des dimensions. 

Nous allons prouver maintenant que cette derniere proposition est 
vraic dans le sens le plus etendu; elle ne depend ni dc la forme des 
corps semblables que Foil compare, ni de leur homogeneite ou de 
leurs qualites specifiques relatives a la chalcur. Yoici la demonstration 
tres simple de ce theoremc. 

On compare les deux corps solides dc figure semblable et de forme 
convexe. Cette derniere denomination s’applique aux figures telles 
qu’une ligne droitc monee entre deux points quclconques de la supcr- 
ficie nc peut rencontrer cette surface du solide en aucun autre point. 
II faut concevoir que chacun des deux solides est divise en une infinite 
de particules de forme orthogonale. Cbaque element du premier cor¬ 
respond a un element homologue du second. La figure des elements 
interieurs est celle d’un prisme rectangulaire; et chacun des elements 
extremes, dont une face est placee sur la supcrficie du corps, a la 
figure d’un prisme rectangulaire tronque. On suppose que deux ele¬ 
ments homologues quclconques ont re<ju la memo temperature initiate, 
qu’ils ont la memo propriete de conduirc la chalcur, et la memo capa- 
cite specifique. Au rcslc, chacun des corps peut n’etro point homo- 
gene, et toutes les proprietes specifiques pcuvent varicr d’une maniere 
quelconque dans l’etendue de cliaque solide; on suppose seulement 
qu’elles sont les meines pour les points homologues. 

Cola pose, nc considerons, dans les deux corps, que deux elements 
semblablemcnt situes, et comparons entre ellcs les quantites de cha- 
leur qui, pendant une durec infiniment petite, font varier la tempera¬ 
ture dc ccs deux molecules. Supposons que les deux elements homolo- 
gucs que l’on compare aient la meme temperature au commencement 
de cot instant; formons d’abord l’expression de la quantite de chaleur 
qui penetredans une molecule interieure a travers l’une de ses faces, 
scion la direction perpcndiculaire a cette face. Cette quantite est pro- 
portionnclle a l’aire de la face; elle depend aussi: i° du coefficient k , 
II. 18 
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mesure de la conducibilite, au point du solide que Ton considere; 
2° de la duree dt de 1 ’instant; 3 ° de la cause qui porte la cbaleur a 
passer avec plus ou moins de vitesse a travel’s la face du prisme. Cette 
derniere cause cst la difference de temperature des points asscz voisins 
pour qu’ils se communiquent directement leur cbaleur. Or nous avons 
demontre, dans l’lntroduction de notre theorie analytique, que, pour 
comparer entre eux les effets de cette derniere cause dans deux solides, 
il faut elever une perpendiculaire p.v en un point m de la surface que 
la cbaleur penetre, et marquer sur cette normale, de part et d’aulre du 
points a une distance determinee £A, deux points p.ctv, dont on deter¬ 
mine les temperatures actuellcs u et e; la difference u — v mesure la 
vitesse du flux, c’esl-a-dire celle avec laquelle la chaleur se transporte 
a travel’s la surface. Or, si l’on marque ici, dans les deux corps que 1 ’on 
compare, ces deux points p. et v, dont la distance est A pour l’un et 
l’autre corps, il est evident que la difference u — v sera plus grande 
dans le moindre corps que dans le second; et, si les dimensions sont 
dans le rapport de n a ri, les differences u — v et a! — v' seront entre 
elles dans le rapport de a' a n; ainsi la vitesse avec laquelle la chaleur 
traverse la premiere surface est a la vitesse do ce flux pour l’autre sur¬ 
face dans le rapport inverse des dimensions. Nous supposons que le 
lectcur a une connaissance complete de ce lemme, tel qu’il est cxplique 
et demontre dans divers articles de notre Ouvragc (Theorie de hi cha¬ 
leur, Chap. I, Sect. IV et Chap. II, p. 117, et Sect. VII du Chap. II, 
p. i 22 -i 32 ). Concevons maintenant que le transport do la cbaleur s’ef- 
fectue, pour l’une des molecules comparees, pendant un instant dt et, 
pour la molecule hoinologue de.l’autre corps, pendant une duree diffei- 
rente dt'; les quantites de chaleur qui penetrent les deux molecules 
sont entre elles commc les deux produits suivants : sA(u — v)dt, 
s'k(u' — v')dt'; s et s' designent les aires des faces dans les deux 
prismes. Le coefficient k est commun; les differences u — c, u'— v' 
sont, comme on l’a dit, dans le rapport de n' a n. Le rapport de s a s' 
est celui de n 2 a n’-; done les quantites de cbaleur qui penetrent les 
molecules sont entre elles dans le rapport compose des produits 
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n'-kn'di, n'*kndS; ce rapport est On comparera de la meme ma- 

mere lea quantites de chaleur qui sortent de l’une et l’autre molecule 
prismatique par les faces opposees a celles que Ton vient de consi- 
derer et, Ie coefficient qui mesure la conducibilite propre etant tou- 
jours le meme aux points homologues, on trouvera comme precedem- 

meut que le rapport des deux quantites de chaleur sorties est —. 

n'dt' 

Or ec sont les differences de la quantite de chaleur qui entre dans 
chaque molecule a la quantite qui en sort par les faces opposees qui 
dcterminent le changcment instantane de temperature de ces mole¬ 
cules. 11 s’ensuit que, si les quantites de chaleur qui produisent les chan- 
gemcnts etaicnt proportionnelles a la troisieme puissance de la dimen- 
sion des deux molecules, c’est-a-dire proportionnelles aux masses, la 
variation de temperature serait la meme, de part et d’autre, a la fin des 
durees differcntes dt etdt'. Done les temperatures de ces molecules 
seraient egales entre elles comme elles l’etaient att commencement de 
ces instants. II suffit done que 1’on ait cette relation 

nclt n r clt f n clt n 2 

~^ r ~17 r ou 

Done, si l’on observe le mouvement de. la chaleur dans les deux 
corps en mesurant les temps ecoules avee des unites differentes, et si 
ces deux unites de temps sont proportionnelles aux carres des dimen¬ 
sions, les molecules comparees auront toujours des temperatures 
egales apres des temps correspondants, c’est-a-dire apres des temps 
formes d’un meme nombre d’unites. 

Nous avons compare jusqu’ici deux molecules homologues situees 
dans 1 ’intericur des deux corps. La meme consequence s’applique aux 
molecules extremes dont les faces inclinees coincident avec la super- 
ficie du solide. Nous supposons que ces faces extremes sont retenues 
a la temperature fixe zero; ou, plus generalement, nous supposons que 
l’on assujettit deux particules exterieures et homologues a une meme 
temperature fixe, dont la valeur pourrait etre differente pour deux 
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autres particules homologues. Or on reconnait, comme prece 
ment, que Ies quantites de chaleur qui penetrent les deux mole 
extremes comparees sont : i° en raison directe de l’etendue des 
faces traversees; qu’il en est de meme des quantites de chaleur so 
et par consequent des differences qui occasionncnt Ie changeme 
temperature; 2 0 que les vitesses du flux sont entre elles comn 
differences des temperatures u et v de deux points p. et v dont 1 
tance A serait la meme dans les deux corps; en sorte que les vit 
de ce flux dans les deux molecules sont en raison inverse de la di 
sion; 3 ° que les quantites de chaleur qui fontvarier la temperate 
partagent entre les masses qui sont proportionnelles aux cube 
dimensions. Done, si les durees dt ct dt' des instants sont propoi 
nclles aux carres des dimensions, il arrivera toujours qu’a la fi 
deux instants differents dt et dt' les temperatures des deux mole 
homologues seront egalcs entre dies, comme elles l’etaient au con 
cement de ces memes instants. Done les deux corps seront ton 
observes dans un etat thermometrique semblable si l’on comp 
temps ecoules en faisant usage de deux unites differentes, et si l 
port de ces unites estcelui des carres des dimensions; e’est confi 
ment a cette loi que la temperature varierait dans deux corps en 
ment semblables qui auraient ete semblablement echauffes, et 
les surfaces exterieures seraient assujetties a des temperatures 
stantes. 

Si les solides que 1 ’on compare ne reqoivcnt point a leur surfai 
temperatures fixes, mais si la chaleur se dissipe a travers cette su 
nous ajoutons a 1 ’hypothese une condition speciale. On suppose 
ce cas, que le coefficient h, mesure de la conducibilite exterieure 
pasle meme pour les deux corps, mais qu’on lui attribue des val 
et h' en raison inverse des dimensions. Ainsi le plus petit des 
corps aura une conducibilite exterieure h plus grande que h 
mesure la conducibilite exterieure du second. II en resulte que 
particules homologues placees a la superficie perdront, dans le 1 
qui les environne, des quantites de chaleur inegales. La vitesse d 
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exteneur dans le moindre corps sera plus grande que dans le second, 
et le rapport de ces vitesses sera celui de n' a n. II en sera de meme 
du flux interieur, comme on l’a vu dans le cas precedent. Les aires 
de deux elements homologues de la superficie seront proportionnelles 
aux carres des dimensions. Done toutes les consequences seront les 
inemes que pour les molecules interieures : done, en mesurant les 
temps ccoules avec des unites differentes dont le rapport sera celui 
du carre des dimensions, on trouvera toujours les deux solides dans 
un etat thermometrique semblable apres des temps correspondants. 

II faut remarquer que la condition relative au coefficient A, mesure 
de la conducibilite exterieure, s’accorde avec l’hypothese principale, 
qui consiste en ce que deux points homologues quelconques ont les 
memos proprietes specifiques et une meme temperature initiale. En 
eflet, quelle que puisse etre la cause qui fait passer la chaleur du solide 
dans lc milieu environnant, il est certain que cette masse affecte jus- 
qu’a une profondeur tres petite l’enveloppe exterieure du solide. Les 
points extremement voisins de la superficie contribuent tous a remis¬ 
sion de la chaleur, et l’effet produit est d’autant plus grand que la 
temperature de ces points est plus elevee au-dessus de celle du milieu 
supposec constante. II s’cnsuitque, dans le plus petit des deux solides 
compares, les molecules extremement voisines de la surface ont plus 
d’aetion sur lc milieu; car, si Ton marque dans ce moindre solide, sur 
une droite N, un point interieur p. distant de la superficie d’une tres 
petite quanlite o, et dans l’autre solide, sur la ligne homologue N', un 
point interieur p/ distant do la superficie de la meme quantite B, l’exces 
de la temperature de pi' sur celle du milieu sera plus grand que l’exces 
de la temperature de p. sur celle du milieu; et, par consequent, remis¬ 
sion de la chaleur a la surface du moindre corps sera plus rapide qu’a 
la surface du plus grand. 

Toutcfois nous ne connaissons point assez distinctement la nature 
des forces qui, a la superficie des solides,- modifient remission ou 1 in¬ 
troduction de la chaleur pour reduire a un calcul exact les effets de ce 
genre. C’est pour cela que, dans l’enonce du theoreme, nous compre- 
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nons une condition speciale relative a la valeur du coefficient. C’est 
pour la merae raison que nous avons considere seulement les corps 
dont la superficie est convexe. Si des portions de la superficie etaient 
concaves, et si la chaleur se dissipait par voie d’irradiation, elle se 
porterait sur d’autres parties du meme solide. Nous n’examinons point 
ici les cas de ce genre, et nous supposons que les valeurs h et h! sont 
on raison inverse de la dimension des solides. Au reste, ce coefficient 
peut etre different pour differents points de la surface. II suffit que, 
pour deux points homologues quelconques des deux surfaces, les 
valeurs de h et h' soient dans le rapport de n' a n, qui est la raison 
inverse des dimensions. 

Nous avons rappofte plus liaut la solution que Ton trouve en inte¬ 
grant les equations du mouvement de la chaleur dans la sphere; mais 
nous avons reduit cette solution au cas oil la surface est assujettie dans 
tous les points a une temperature constante zero. On a vu comment la 
formule ainsi reduite s’accorde avec le theor'eme general que 1’on vient 
de demontrer. On peut aussi considerer le cas plus general oil la clia- 
leur du solide se dissipe a travers la surface dans un milieu dont la 
temperature est constante. On attribuera au coefficient qui mesurc la 
conducibilite exterieure une valeur determinee h, et I’on aura, pour 
exprimer les temperatures variables du solide, l’equation suivante ( 1 ) 

, , v* Sinn,-» e u> f . ' 

(i) (> = 2 > —--;-/ a I (a) Sin n; a da; 

i= i X-— sinaniX^ 

2 «,• 

la valeur de n t est une racine de I’equation determinee 


( 2 ) 


n, X _ _ h 
tang(«,-X) -I K" 


Les quantites x, e, t, K, C, D ont la meme signification que dans 
l’article precedent. Le coefficient A exprime la conducibilite de la sur- 


(*) Theorie de la chaleur , p. 3i2 et 314. 


G. D. 
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face, relative au milieu dont la temperature constante est zero. La fonc- 
tion F(a) represente, comme nous l’avons dit, le systeme des tempera¬ 
tures initiales. L’equarion (2) donne, pour la valeur de n h une infinite 
de racines, et nous avons demontre plusieurs fois, soit par le calcul, 
soit par des considerations propres a la theorie de la chaleur, que 
toutcs ces racines sont reelies; la temperature variable e est le double 
de la sorame de tous les termes dont la valeur est indiquee. 

Supposons maintenant que 1 ’on compare les mouvements de la cha¬ 
leur dans deux spheres differentes, dont l’une a pour rayon x, et l’autre 
a pour rayon x', egal a mx. Si la chaleur initiate est tellement distri¬ 
bute dans ces deux corps que la temperature commune aux points 
d’une surface spherique interieure dans le premier soit egale a la tem¬ 
perature de la surface semblablement placee dans le second, et si, les 
coefficients K, C, D etant les memes, le coefficient h qui appartient a la 
moindre sphere a pour la plus grande une valeur differcntc h', il sera 
facile do connaitre dans quel rapport doivent etre les temps ecoules 
pour que la temperature v ait une meme valeur dans l’une et l’autre 
sphere. Soient respectivement t et t! les temps ecoules apres lcsquels 
on mesure les temperatures dans les deux corps, on ecrira les rela¬ 
tions 

X'=/»X, je'—mx, h'— — } 

’ m 

On conscrvera, scion l’hypothcso, les valeurs de K, C, D et F(a), et l’on 
reconnaitra que la valeur de v no change point. Ainsi, les temps ecoules 
etant mesures avec des unites differentes, et le rapport de ces unites 
etant celui des carres des dimensions, les deux spheres seront toujours 
dans un etat thermometrique scmblable apres des temps exprimes par 
un memo nombre d’unites; ce qui est conforme a la proposition gene- 
rale. 

On pourrait deduire cette proposition de la solution propre a cha- 
cune des questions particulieres; mais on voit combien il est prefe¬ 
rable de rendre la demonstration independanle des solutions : car il y 
a un grand nombre de cas oil, dans 1 ’etat actuel de l’Analyse mathema- 
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tique, on lie pourrait point former explicitement ces solutions; mais 
la verite de la proposition generate n’en est pas moins certaine, quelles 
quo puissent etre la figure des corps convexes, l’heterogeneite des 
masses et leurs proprietes relatives a la chalcur. Les applications 
des Sciences mathematiques presentent certaines questions, rares a la 
verite, que Ton resout par des considerations (lieoriques tres simples, 
en obtenant des resultats beaucoup plus generaux que ceuxgui sc de- 
duiraient d’une analyse difficile. Nous pourrions en citer un exemple 
non moins remarquable, et que nous n’avons point encore publie; il 
appartient a l’une des questions les plus imporlantes de la theorie des 
probability, cede qui concerne la comparaison de l’avantage mathe- 
matique moyen a l’avantagc relalif. Au reste, lorsque les principes 
des theories sont connus depuis longtemps, les consequences les plus 
generates sont presque toujours cedes que donnentles solutions ana- 
lytiques. 
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Me'moires de l’ Academic Roy ale cles Sciences de l ’Institut de France pour l’ami6e i8a5, 
t. VIII, p. 58 i 3 622. Paris, Didot, 1829. 


I. 

Objet de la question, formule qui en donne la solution. 

Cc Memoire a pour objet la solution d’une question d’Analyse qui 
appartient a la theorie de la clialeur. Cette nouvclle recherche servira 
a perfectionner les applications, en introduisant dans lc calcul les 
variations que Ton observe dans les coefficients specifiques. On peut a 
la-veritc regarder ces coefficients comme constants dans la question 
des temperatures terrestres, qui cst l’application la plus importante; 
mais il y a d'autres questions pour lesquelles il serait necessaire d’a- 
voir egard aux variations que les experiences ont indiqu6es. Les pro¬ 
positions qui sont demontrees dans le Memoire ont un rapport direct 
avee l’analysc de ces approximations successives. 

Jc nc rappellcrai point ici les questions fondamentales de la theorie 
de la chalcur. Il y a peu d’annees qu’elles n’avaient point encore ete 
soumises au calcul; on pouvait memo douter que l’Analyse mathema- 
tique s’etendit a cet ordre de phenomenes et fut propre a les exprimer 
d’une maniere aussi claire et aussi complete par des integrates d’e- 
quations a differences partielles. Les solutions que j’ai donnees do ces 
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questions principales sont aujourd’hui generalement connues; elles 
ontete confirmees par les recherches de plusieurs geometres. 

J’ai traite ensuite une question beaucoup plus composee que les 
precedentes, mais que l’on peut encore soumettre a l’Analyse mathe- 
matique. Ellc a pour objet de former les equations difiTerentielles du 
mouvementde la chaleur dans les liquides, les variations des tempe¬ 
ratures etant occasionnees par la communication de la chaleur entre 
les molecules, eten meme temps par les deplacements infiniment varies 
que subissent toutes les parties du liquide a raison des changemcnts 
continuels de densite. J’ai donne les equations dont il s’agit dans un 
Memoire lu a cette Academie, et dont l’extrait a ete public. 

Je me propose maintenant d’ajouter a la meme theorie la solution 
d’une question nouvelle, que je considere d’abord comme purement 
analytique, et dont je presenterai par la suite des applications variees. 
11 s’agit d’assujettir les deux extremites d’un prisme (') a des tempe¬ 
ratures entierement arbitraires exprimees par deux fonctions diffe- 
rentes du temps, qu’elles soient ou non periodiques. L’ctat initial du 
prisme est donne; il est represente par une troisieme fonction; on se 
propose d’integrer l’equation differentielle du mouvement de la cha¬ 
leur en sorte que l’integrale comprenne trois fonctions arbitraires, 
savoir : celle qui represente 1’etat initial du solide, et deux autres dont 
chacune exprime l’etat donne et variable d’une cxtremite. 

On pourrait appliquer a cette question les theoremes que j’ai donnes’ 
dans mes recherches precedentes, et qui servent a transformer une 
fonction quelconque, soit en series exponenticlles, soit en integrates 
defmies; car l’emploi des deux propositions principales peut evidem- 
mentconduire a l’integrale cherchee; mais, sous cette forme, lc calcul 
est tres compose, et ne pourrait point faire connaitrc les lois simples 
auxquelles les resultats sont assujettis. 

C’est par l’application deces theoremes que j’ai determine autrefois 

( 1 ) Dans lequel tous les points d’une section droite quelconque ont la mtaie tempdra- 
ture. C’est ce qui a lieu si, la section-droite etant tr&s petite, le prisme peut 6tro assimi!6 
4 un fll. q._ d. 



DE LA CHALEUR. 149 

les lois (lu mouvement periodique de la chaleur solaire qui penetrc la 
masse terrestre jusqu’a une certaine profondeur et cause les variations 
diurnes ou annuelles; mais, dans cette recherche sur les mouvements 
altcrnatifs de la chaleur solaire, les temperatures de F extremite du 
solide sont exprimees par des fonctions periodiques, ce qui rend l’ana- 
lyse plus facile. Dans la question actuelle, les temperatures des deux 
extremiles du solide sont exprimees par des fonctions quelconques, et, 
quoique les principes deja connus suffisent pour montrer que la solu¬ 
tion est possible, ils nc donneraient point cette solution sous une forme 
propre a representer clairement les resultats. J’ai done deduit l’inte- 
grale cherchee dc considerations differentes et speciales, qui rendent 
les consequences tres manifestes et facilitent toutes les applications. 

Voici la formule qui donne.la solution de cette question : 





1 ~ 05 r 1 

— /(O + “ 7 COS in /(o)H- j f ! {r) e 1 * 1 'dr 

i L ® -J 


z' = i 


7T — X 


^ 2 7 <? " r ^ sin ^| ? (°) J o r (r)e r ' r dr 

i = 1 ° 

^ 1 “ °° 

-+- - 'V e~ iU sinz\r / ^( 7 ') sinjV dr; 

n ** Jo 


x designe la distance d’un point quelconque m du solide a sa premiere 
extremite o; l est le temps ecoule a partir de l’etat initial; Y t exprime 
la temperature du point mapres le temps t ; la distance de la seconde 
extremite it a l’originc o est representee par le nomhre it; les fonc- 
lions du temps f(t), ©(*) sont arbitraires; elles expriment respective- 
men t les temperatures variables des deux extremites o etit du prisme ('). 
La troisiemc fonction arbitraire <Ka?), qui affecte la distance variable x 
d’un point interieur al’extremite o, represente le systeme des tempera¬ 
tures initiales. 

(i) Fourior suppose, sans le diro explicitement, que les unites de longueur ont dtd choi- 
sios do tollo manidro quo la longueur du prisme soit mesuree par le rapport de la cir- 

CD 

conf6ronco au diam&tre et que le quotient -g- soit 6gal a runit6. G-. D. 
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On doit donnerau nombre entier i sous le signe £ toutes les valeurs 
possibles depuis et y compris i; il faut prendre la somme de ces va¬ 
leurs. Le signe d’integration definie J" porte, suivant notre usage, les 
limites entre lesquelles l’integrale doit etre effectuee; rest une quan¬ 
tile auxiliaire qui disparait apres I’integration definie, en sorte qu’il 
ne reste dans l’expression de V f que des quantites connues. 

II. 

La solution a trois parties distinctes. 

La valeur Y t donnee par l’equation (i) contient trois parties diffe- 
rentes. Si, dans la premiere, qui forme la premiere ligne, on ecrit 
n — a; au lieu de x, et <p au lieu de/, on trouve la seconde partie. On 
verra par la suite que la premiere represente l’etat oil le solide par- 
viendrait apres le temps ecoule t si, toutes les temperatures initiales 
des points dont la distance a l’origine o est plus grande que zero et 
moindre que it etant supposees nulles, on assujettissait pendant le 
temps t le point o a la temperature constante zero, et le point n a la 
temperature variable f(t). 

La seconde partie de la formule represente I’etat oil se trouverait le 
meme solide apres le temps ecoule t si, les temperatures initiales des 
memes points intermediaires dont la distance ii 1’originc o surpasse 
zero et est moindre que it etant supposees nulles, on assujettissait pen¬ 
dant le temps t le point o a la temperature variable <p (z), et le point it 
a la temperature fixe zero. 

Enfin la troisieme partie de la formule (i) represonte l’etat oil se 
trouverait le solide apres le temps ecoule t si, le systeme des tempera¬ 
tures initiales etant exprime par une fonction quelconque de la 
distance x, on assujettissait le solide a chacune de ses deux extremites 
a la temperature fixe zero. 

Quant a la valeur complete V { , el le fait connaitre quel sera, apres le 
temps ecoule t, l’etat du prisme si, les temperatures initiales etant 
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exprimees par les deux extremites sont assujetties a des tem¬ 

peratures variables, savoir : l’une f(t) au point o, et l’autre o(t) au 
point tt. 

III. 

Premiere demonstration. La formule satisfait a Vequation differentiate, 
aux conditions des extremites, et a Vetat initial. 

Sans developper dans ces premiers articles la suite des raisonne- 
ments qui m’ont conduit a la solution, j’en demontrerai d’abord la 
verite en la fondant sur un principe general qui est evident, et dont 
voici l’enonce. Si Ton forme une valeur v de la temperature variable 
qui satisfasse a l’equation differentielle du mouvementde la chaleur et 
a toutes les conditions relatives aux extremites, et qui, pour un temps 
donne, coincide avec 1’etat du systeme, on est assure que 1’expression 
de v est l’integrale cherchee. II ne peut y avoir aucune autre integrate 
reellomont differente de celle-la, quel que puisse etre d’ailleurs le 
nombre des fonctions arbitrages. II suffira done de prouver que la for¬ 
mule qui donne l’exprcssion Y r satisfait a 1 ’equation differentielle et 
aux conditions des extremites, et que de plus, en donnant au temps t 
sa premiere valeur zero, la temperature V 0 represente le systeme 
des temperatures initialcs. 

Or l’equation differentielle du mouvementlineaire de la chaleur est 

d(> _ R d*v 
dt CD dx 1 ' 

K t 

et, si Ton ecrit t au lieu de ^5 on a 

dv _ d~ 

dt ddc~ 

II faut done considerer l’equation a differentielles partielles tres 
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On reconnaitra, comme il suit, que l’expression de V f satisfait a cette 
derniere equation. En effet, on conclut de l’equation (i) 


<yv, 


( 3 ) 


et 


= —- ~ ^ ie~ iH sin^C0Si7r |/(o) -+-jT /'(>') e i%r drj 
ie-' r ' t sinix ^9(0) -bjf ©'(/*) e* 27 ’drj 

X u 

4*(0 sin ir dr, 


i' d Is 

dt 


= 4- y /'(*) — ^2^ r * Z sin^cosJ7rj^/(o) H-jf /'(/•) 

2 ^ r .j . . . d\* 

H- - X ~ g ~ 1 Sin £.3? COS l 71 

( 3 ) j ~ x cp '(0 4 - ^ y] ze-^sinta; 9 ( 0 ) 9 '{r)e i ' r dr 

2 ^ 1 . 2/ . . <r/Q 

-> -£-* 'sinz^—r-* 

% Jmd L dt 

’ 4»('*) siiii/* di\ 

0 

On represente par P le facteur 

/(o)H-f f(r)e r -’-dr, 
do 


ct par Q le facteur 


?(°) f <?'(>’) e itr clr; 


or, pour trouver la differentiolle de P par rapport a 1 ou, ce qui est la 

ineme chose, la differentielle du terme 1 f'(r)e‘ lr dr, il faut omcttro le 

do 

signe d’integration definie et donner a la variable auxiliaire r la va- 
leur t qui est sa limite; nous supposons connue cette regie, qui est 
demontree dans plusieurs Ouvrages, et dont la verite est pour ainsi 
dire evidente; on a done 


d P 

Tu=fW‘> 
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et, suivant la meme regie, on a 


dQ 

dt 




11 rcste done, dans la premiere partie de Ie dernier terme 


1^1 


Sill IX 


cosjt:, 


et, clans la deuxieme partie de —> le dernier terme 


dt 



<‘>2 


sin ix 


Or la quantite ^ cosfre est connue, et la quantite ?Uli£ es t 

connue aussi; la premiere est — \x, et la seconde est — x). Nous 
rappellerons plus bas la demonstration de ces deux propositions. II 

s’ensuit que, dans l’expression dc les termes^/'(i) et y'(?) 

sont detruits par des termes suivants, et que les deux valeurs de 
<)V 

et — sont identiques : done l’expression de V c donnee par la for- 
mule (i) satisfait ii l’equation differentielle du mouvement de la cha- 
leur. 

De plus, il est facile de reconnaitre que l’etat initial est represente 
par cctte valeur de V,; en effet, si, dans l’equation (t), on pose l — o, 
on trouve 


( 4 ) 


x . i ,, ^ smix 

■-+ - /(o) + -/(o)2-^- < 

tc~~x, . 2 x^sinix 

+ — ?(o)-- <P(o )Z — 

fp(r) sin*> dr. 


■ COS 17 Z 


Or, de ces trois parties de la valeur de V 0 , la premiere et la seconde 
sont nulles, comme on ie montrera plus bas, et la troisieme donne la 

valeur de vp(a?). 

II. 


20 
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Je ne rappellerai point les differentes demonstrations que l’o 
donner de cette derniere proposition; je me borne a en ex] 
le veritable sens. II faut concevoir que, pour former l’inl 

/ '-p(r) sinirdr, on donne d’abord a i une seule valeur j, prise 

0 

les nombres entiers i, 2, 3 , ..., et qu’ensuito on donne a la var 
toutes les valeurs qu’elle peut avoir depuis r = o jusqu’a r — 
pourrait construire une courbe dont I’ordonnee est ^(r)siny>. 
de cette courbe qui repose sur 1 ’intervalle de o a it equivaut a ui 
taine quantite qui contient j, et que nous representons par c 
forme done le terme ajSinjx; puis, attribuant a i toutes ses ^ 
successives 1, 2, 3 , 4, • • •, on a la serie 


a, sin a? -4- sin 2 x + « 3 sin 3 a; -t-...; 


c’est la somme de cette serie que 1 ’on represento par ^a ( sin, 
cette meme serie est toujours convergente. On donne a oc une 
quelconque plus grande que o et moindre que tc; alors la somi 
termes approche de plus en plus, et sans fin, d’une certaine limi 
depend de la distance x ; e’est-a-dire que l’on peut concevoir le n 
des termes de la serie assez grand pour que la somme dos term 
fere de sa limite d’une quantite aussi petite qu’on le voudra. 

Nous avons demontre plusieurs fois le theoreme exprime par 1 
tion 


( 5 ) 


^,sin ix^ i|'( r ) sini/'<i/’; 


on y peut parvenir de differentes manieres, et la formule se 
tres facilementde l’integration definie; mais ce qu’il importe s 
de reconnaitre distinctement, c’est que la serie est toujours c 
gente, et que la valeur attribute a la variable x doit ici etre coi 
dans l’intervalle de o a u. On ne considere point ici les valeurs 
meme serie exprimerait si 1 ’on donnait a x des valeurs singuliei 
ne seraient pas plus grandes que zero et moindres que tc ; la c 
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sion de ces valeurs est facile, mais el 1 c n’appartient pas a la question 
actuelle. 

Si maintenant on applique le theoreme dont il s’agit au cas oil la 
fonction quo Ton veut representer est ~ — x dans I’intervalle de o a 
on trouve 


en appliquant lc merae theoreme ( 5 ) a la fonction x, on trouve 


X 


sin i.v 


cos in, 


seric qui etait connue depuis longtcmps. II est done certain, comme 
on l’a enorice plus haut, qu’en faisant t — o dans 1 ’expression de V c 
donnee par l’equation (i), les termes qui contiennenl /'(o) et <p'(o) 
disparaissent et qu’il ne reste que la quantile 


2 si nix 
7 T 2 d i 



sin ix dr , 


qui, suivantle meme theoreme, equivaut a done l’etat initial du 

solide est represente par la valeur de V 0 de l’equation ( 4 ). 

Quant aux conditions relatives aux extremites, elles suhsistenl pour 
toutes les valeurs de t; car, si 1 ’on fait x — n dans l’expression V t , clle 
devient egale a f(t), quelle que soit la valeur de i; et, lorsque x = o, 
elle devient y(t). Done l’cxpression de V f represented les tempera¬ 
tures variables du solide pendant toute la duree du phenomena, puis- 
qu’ellc convient a l’etat initial, aux conditions des extremites et a 
I’cquation ditferentielle. 


IV. 

Unonce des trois questions partielles dont on reunit les solutions. 

Apres avoir demontre la verite de cette solution, il nous reste a ex¬ 
poser les considerations dont on peut la deduire; cet examen est utile. 
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parce que Ies memes considerations s’appliquent a diverses autres 

recherches. 

La question a pour objet de trouver une expression de e qui repre¬ 
sente l’etat initial lorsqu’on fait l — o, qui devienne f(t) lorsqu’on 
fait x = iz, et qui devienne y(t) lorsque x — o. Or on peut considerer 
separement chacune des trois questions suivantes : la premiere con- 
siste a determiner l’etat variable du solide lorsque, l’etat initial' et 
arbitraire etant donne, cbacune des deux extremites est retcnue a la 
temperature zero; ensuite on formera une seconde question qui con- 
siste a determiner quel serait l’etat variable du prisme si. la premiere 
extremite etant retenue a la temperature zero, la seconde etait assu- 
jettie a une temperature variable donnee par une fonction quelconque 
du temps, et si Ton supposait d’ailleurs que, dans l’etat initial du 
prisme, les temperatures des points dont la distance a l’origino est 
moindre que zero et plus grande que tc sont toutes nullcs. 

La troisieme question est, pour ainsi dire, la meme quo la seconde; 
elle consiste a trouver l’etat variable du prisme lorsque, les tempera¬ 
tures initiates des points intermediaires etant supposees nullcs, la pre¬ 
miere extremite est assujettie a une temperature variable donnee par 
la fonction <p(z), la seconde extremite etant retenue a la temperature 
zero. 

Cela pose, si Ton congoit que ces trois questions sont resolues et 
qu’elles sont appliquees a un meme prisme, ayant les memes extre¬ 
mites o etit, il est certain que la superposition des trois resultats don- 
nera la solution de la question oil l’on considere trois fonctions dont 
l’une exprime l’etat initial du solide, et les deux autres expriment 
l’etat variable des deux extremites. II suffit done de resoudre chacune 
des trois questions ct d’ajouter les resultats. Or la solution de la pre¬ 
miere est connue; je l’ai donnee, pour la premiere fois, dans mes 
Recherches sur la Theorie de la chaleur, lues et deposees a I’lnstitut de 
France le 21 decembre 1807. En designant par le systeme des 
temperatures initiales du solide, et par v la temperature apres le temps 
ccoule t en un point dont la distance a l’origine o est x, on a cette 
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expression : 

(6) »’ = - ^e -f *‘sinLr f (I'D - ) sin ir dr. 

Nous passons al’examen de laseconde question. 

Y. 

Temperature variable a T extremite du solide. On resoul la question 
en determinant sous le signe ^ une fonclion inconnue. 

Pour resoudre la seconde question, e’est-a-dire pour trouver I’ex- 
pression do la temperature variable d’un point quelconque du prisme 
lorsque la premiere extremite o est assujettie a la temperature fixe zero, 
et la scconde extremite it a la temperature variable f(t), on conside- 
rera d’abord le cas tres simple oil la temperature de la seconde extre¬ 
mite estellc-meme fixe, mais differente do zero. Dans ce cas, l’etat final 
du systeme est tel que les temperatures qui subsisteraient apres un 
temps infini croissent comme les ordonnees d’une ligne droitc, depuis 
la premiere extremite jusqu’a la seconde. Nous avons demonlre ce 
lemme dans l’lntroduction a la Theoriede la chaleur; e’est I’etat inva¬ 
riable vers lequel le systeme converge de plus cn plus. II est ainsi 
exprime 

_ bx 

% ’ 

ce qui est d’ailleurs une consequence evidente du principe de la com¬ 
munication de la chaleur; b designe la temperature fixe de l’extre- 
mite u. 

Quant a l’etat variable qui precede ce dernier etat du prisme, il est 
facile de le former suivant les principes deja connus. En effet, en desi- 
gnant par FQc) l’etat initial du systeme, la difference ^ — F(<r) entre 
I’etat final ~ etle premier etat F(#) s’altere continuellement, et de 
la memo maniere que si, l’etat initial du prisme etant ^ — F(«), on 
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assujettissait chacune des deux extremites a la temperature fixe zero; 
la question ne differe done pas de celle que nous avons consideree la 
premiere. II suffit de remplacer dans l’equation (G) la fonetion '^(r) 
qui repond al’etat initial par celle-ci : ~ — F(r); nous examinerons 
plus bas le resultat de cette substitution; mais l’etat variable du meme 
solide serait tres different de celui que l’on vient de considerer si la 
temperature de l’extremite it, au lieu d’etre fixe et egalo a b, variait 
avec le temps comme une fonetion f(t), celle du premier point o etant 
toujours supposee constante et nulle. Cette seconde question est beau- 
coup plus composee que la precedente. J’indiquerai d’abord comment 
elle pourraitetre resolue par un procede que j’ai employe dans d’au- 
tres recherches, et qui consiste a placer sous le signe d’integration 
definie une fonetion indeterminee : il faut trouver pour cette fonc- 
tion inconnue une expression qui satisfasse aux conditions proposees. 
Ensuite je montrerai comment on deduit la solution d’une autre con¬ 
sideration tres simple qui s’applique aux actions variables de la cha- 
leur. 

Si nous employions en premier lieu l’expression suivante 

^ a-ier 1 ' ‘ sin ix, 

en designant par a,- une fonetion inconnue du temps t, qui contient 
aussi 1 ’indice i, on voit que e deviendrait nulle lorsque ac — o, et 
deviendrait encore nulle lorsque x = n. Or, pour cette derniere valeur 
de x, la quantite v doit devenir f(t); on aura done 

(7) = sinter; 

il reste a determiner sous le signe ^ fonetion a £ en sorte que 
l’equation differentielle soit satisfaite, et que la valeur de e se reduisc 
a zero lorsqu’on fait t = o; car, dans cette question, les temperatures 
initiates internedi’aires sont supposees nulles. Or l’equation differen¬ 
tielle est 
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ce qui donne, d’apres la derniere expression de v, 

(8) sinias — -f'i 1 ) — ^ Ptxte- 1 * 1 sini# — 

done l’equation differentielle sera satisfaite si l’on a 

(9) 


MX r= o. 


C’est par cette condition qu’il faut determiner la fonction a,-. Or la 
valeur de x peut etre rcmplacee dans cette derniere equation (8) par 
l’expression connue 


sin 

2 2d — ~i — C0S£7T » 


substituanl done cette valeur de x dans l’equation (9), on trouve 

2 /./, V* sm dui n . . . 

smw= °- 

ce qui aura lieu si 1’on a 


e~ iH — - f'{!■)'- cos in. 

dt n J ' i 


On prendra done pour la fonction a*- l’integralc 

ou 

2 cos in T nr j 1 

- —7— c + J f{r)e l ’dr , 


en designant par c une constante arbitrage et prenant 1’integrale par 
rapport a la quantite auxiliaire r depuis r= o jusqu’a r — t. 

On aura done 


. . x ,. ± . 2 XT' • sin jo; 

( 10 ) c=-/(0-t--^,cosJ7r— —e 


~ iH j^c H- jT e l ' r f'(r) rf/ j ; 


faisant t = o dans cette expression de v, elle doit, selon l’hypothese, 
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devenir nulle. On aura done 


et, mettant pour x sa valeur 


cosiir sin i.r 


— o; 


sin it. 

2 2 ^ - -• - COS 2 7T, 


on a 


2 ... . ^ siru# . 2 sun# 

— c °s^ + -2 c -7 


COS Z7T — o; 


par consequent la constante c est egale a/(o); doncl’expression clier- 
chee de v est 




COS Z7T - 


sin*# 


/(O)' 


-/W 

‘■'ft 




On parvient ainsi a resoudre la seconde question que nous avons 
enoncee; quant a la troisieme, elle se rapporte a la seconde, puisque 
les temperatures respectives des extremites o et n sont, pour la se¬ 
conde, zero et /(t), et pour la troisieme, <p(z) et o. La solution de cetle 
troisieme question est exprimee comme il suit: 


( 12 ) 


K — X 

e=—— 9(0 


2 

71 - 


sinz# 


~ iH £ 9 ( 0 ) -+- J' e i ‘ r <p'(r) dr , 


formule qui derive aussi de la precedente (i i) en substituant tr — x 
au lieu de x. 

Si Ton reunit les trois resultats precedents, on trouve pour solution 
generale la formule donnee par Pequation (i). La premiere ligne se 
rapporte a la seconde question, la deuxieme ligne a la troisieme ques¬ 
tion, et la troisieme ligne a la premiere question. 

Quoique l’on puisse en eflfet parvenir a la solution en determinant 
comme on vient de le faire la fonction inconnue a { sous le signe 
on peut dire que ce procede n’eclaire point assez la question, en ce 
que Ton ne voit pas d’abord qu’il doit necessairement.conduire a la 
solution. II ne sera point inutile, dans une matiere encore nouvelle. 
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d’envisager les memes resultats sous divers points de vue, et surtout 
d’indiquer la route que Ton a suivie effectivement pour decouvrir la 
solution; l’article suivant fait connaitre comment on s’est dirige dans 
cette recherche. 


VI. 

Principe dont on a deduit la solution gendrale. 

La question principale se reduit a trouver l’expression e de la tempe¬ 
rature Iorsque, la premiere extremite du prisme, au point o, etant re- 
tenue a la temperature zero, la seconde extremite, au pointu, est assu- 
jettie a la temperature variable/(*); car il suit evidemment des principes 
de la Theoric que la superposition des trois etats du prisme indiques 
dans l’article IV donnera la solution generale. Concevons que lepointo 
est retenu a la temperature zero, et que la temperature du point n 
change par degres. Si cette temperature du point u etait fixe et egale a 
b, la question n’aurait aucunc difficulte, comme nous 1’avons remarque 
(art. V); l’objct de la recherche se reduit done a trouver le changement 
qu’il faut apporter a la solution exprimee par l’equation (6) pour que 
cette solution represcnlc l’etat variable qui se formerait si la tempera¬ 
ture du point it, au lieu d’etre constante et egale a b, etait representee 
par /(()• Supposons que le temps T soit partage cn unc multitude 

de parties t,, t.,, _On assujettit d’abord l’extremite o du prisme 

a la temperature zero, et l’cxtremite u a une temperature fixe b ; on 
determine l’etat oil le solide est parvenu apres le temps On consi¬ 
der ensuitc cet etat que l’on vient de determiner comme 1’etat initial 
oil se trouve le solide lorsqu’on commence a assujettir la seconde extre¬ 
mite u a une autre temperature fixe b , + b.,. Cette seconde disposition 
subsiste pendant le temps t.,; et, pendant ce meme temps la pre¬ 
miere extremite o demeure assujettie a la temperature zero; on deter¬ 
mine l’etat oil le prisme est parvenu a la fin du second temps t., , et 
l’on consider ce dernier etat coniine l’etat initial du systeme au com¬ 
mencement du temps t 3 . On assujettit, pendant cette duree t 3 , les 
II. 2 1 
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extremites o et r. aux temperatures respectives zero et b { + b 2 + b 3 ; 
on determine encore l’etat du systeme a la fin du temps t a ; et Ton con¬ 
tinue ainsi de considerer comme etat initial celui que Ton a determine 
par l’operation precedente; on augmente d’une nouvelle partie la tem¬ 
perature fixe a laquelle l’extremite est assujettie et Ton suppose que 
cette disposition dure pendant une nouvelle partie du temps; il est 
manifeste que Ton parviendrait ainsi a connaitre l’etat qui aurait lieu 
apres le temps total t, -+- z, + 1 3 +• t, 4- .... II ne reste plus qu’a sup- 
poser que les accroissements progressifs de la temperature do la se- 
conde extremite sont infinimentpetits, ainsi que l’elemcn t du temps dt, 
et que la valeur de l’accroissement est f'(t),di. II faut examiner attcn- 
tivemcnt les resultats de ce calcul. 

VII. 

Application de ce principe, calcul. 

Le systeme des temperatures initiales dans tous les points interme¬ 
diates du solide, depuis o jusqu’a ic, etant exprime par F(a?), si les 
extremites 0 et u sont respectivement assujcttics pendant un temps 
donne aux temperatures fixes zero et b, l’etat du solide a la fin du 
temps 0 sera exprime ainsi 

(i3) Ve= ^ i 2 e-' 50 suu\zjf sinia — F(a) rfa; 

cette solution resulte evidemment des principes connus. L’etat final et. 
invariable dont le systeme s’approche continuellemcnt est —, et la 

7T 

difference entre ce dernier etat et le premier <p(a?) diminue continuel- 
lement et finit par s’evanouir. Cette alteration progressive dc l’etat ini¬ 
tial represente par ~ — F(a?) s’opere suivant la loi que 1 ’on observe- 
rait si, dans un prisme dont les temperatures initiales sont donnees, 
on assujettissait chacune des extremites a la temperature fixe zero. 
Nous supposerons maintenant dans tout ce qui suit que les tempera- 
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tares initiates des points du prisme qui ont ete designees dans 1’equa- 
tion (i 3 ) par la fonction F sont nulles, et que les extremites o et it sont 
retenues pendant le temps 0 a des temperatures fixes, savoir : zero 
au point o, et b an point it; on omettra done dans 1’equation (i 3 ) le 
terme F(a) et l’on trouvera 

(i 4 ) Vo——— — -'S] e~‘ , ° sinix f — sin ia da; 

■n Tt ** J 0 n 

/ 7C ^ 

— sinm^oc, afin do developper sous 

1Z 

le signe on aura 

(i5) Vo= ^ (e~° sin j? — { e -2 ' 0 sin 2 x +- sin 3 a; —...); 


on appliquera cette equation (i 5 ) au cas ou le temps ecoule est designe 
par t K et la temperature fixe du point u par b { , et Ton aura 

(16) V t t — ~~~ — sina? — e -2 “'i sinaa? -+- { e _3 *'> sin3a; 


On considere maintenant l’ctat exprime parV ti eomme un etat initial 
donne, et Ton assujettit, pendant lc temps t.,, les deux extremites o 
et 7 z aux temperatures respectives zero et b , -+- b.r, il est facile de con- 
naitre l’etat qui sera forme a la fin du temps total i, - 4 - t. 2 . II faut, dans 
la formule precedente (i 3 ), ecrirc b t + b., au lieu de b, t 2 au lieu de 0 , 
et remplacer la fonction F(a) qui se rapportc a l’etat initial par la 
fonction que 1 ’on trouve cn ecrivant dans Y fi , au lieu do x, la quantite 
auxiliaire a. On aura done, en designant parV^+gl’expressiondel’etat 
variable a la fin du temps total - 4 - 1 .,, 


(! 7 ) 


Y^-w,) 


biX 


b 2 x 

71 



W^siiwarfa, 


et il faut mettre pour W sa valeur 


h x a 

Tt 


i sin a — \ sin 2 a -+- £ sin 3 a * 
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il en resuite premierement qu’une partie de la valeur cherchee de 


V^,., est 


b*x 2 b^cc . . 7 

— -\ / - siniada 

t: r.*d Ik 


Cette partie exprime, d’apres 1 ’equation (i 4 ), l’etat oil serait le rneme 
solide apres le temps t 3 si, au commencement de ce temps t % , les tem¬ 
peratures des points intermediates, de o a it, etant supposees nulles, 
on assujettissait les deux extremites pendant le temps t 2 aux tempera¬ 
tures respectives o et b 3 . 

L’autre partie de la valeur de V (f|4 . ft) parait d’abord plus composee, 
elle a pour expression 

(i 8) —-^sini-re-' 5 ^ j siniada(e-‘< sina. —-|e _2 %sin2a-H|e _3!< 'Sin3a —...) 


il faudrait done prendre pour i tous les nombres entiers et effectuer les 
operations indiquees. 

Or il faut remarquer que, si i et j sont des nombres entiers differents, 

l’integrale definie f sinfasinyada a toujours une valeur nulle, ce 

qu’il est facile de verifier, et ce que nous avons demontre plusieurs 
ibis dans le cours de nos recherches; mais, si les nombres i et j sont 
les memes, l’integrale n’est point nulle : sa valeur est Nous suppo- 
sons ces propositions connues. Il en resuite quo, pour combiner toutes 
les valeurs de i avec celles qui proviennent de la serie 

e~‘t sin a — }e~ 2V ‘ sin 2 a sin 3 a —..., 


il faut omettre toutes les combinaisons pour lesquelles le coefficient i 

sous le signe / dans sin fa est different du coefficient de a dans un 

facteur sinta qui appartient a un terme de la serie; et, comme on doit 
prendre la somme des exposants de e dans les deux termes combines, 
on trouve que la seconde partie de la valeur de V (t ^ est 


sin« — ie- iS o.+y sin2# -+- ±e- 3, (‘,+‘,> sin3a; —...]; 
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on forme ainsi l’expression complete de la temperature du solide apres 
le temps t K -t- t. 2 


CO 2 5 / 

= b 2 -— (e-'=sinj? — J e~ %i h sin ix + sin3a; —...) 

7T 7T ' * ' 

00 2 l) r 

-t- -1 [e-n.-K.) sin.r — ■|e- 25 <‘. + A> sin ix -+- le-s’fVK.) sin3 


«,+«>) 


etl’on voit que la seconde partie represente, d’apres l’equation (i4), 
l’etat oil 1c systeme des temperatures se trouverait si, les valeurs ini¬ 
tiates de ces temperatures etant supposees nulles, on assujettissait 
pendant le temps total t, -+- 1 2 les deux extremites o et it du prisme a 
des temperatures fixes, savoir : zero pour l’une au point o et, pour 
l’autre, b t au point it. 

II faut maintenant considerer cette valeur de comme expri- 

mant un etat initial et assujettir l’extremite it pendant une nouvelle 
partie t 3 du temps a la temperature fixe b, 4- b 2 ■+■ b 3 , 1’extremite o 
etant toujours retenue a la temperature zero. Dans l’equation gene- 
rale (i3), on fera 0 = t 3 et b = b K -+- b 2 -+- b 3 , et l’on prendra pour F(a) 
la valeur deV (ti + ta) dans laquelle on ecrira a au lieu de x. On aura done, 
on designant par Y iCt + tiA . h) l’expression de la temperature a la fin du 
temps total i, -+- 1. 2 -+- z 3 , 


,, , x x , x 

\ V u,+0+< s ) — by — + b 2 ~ 4- b 3 — 

(, °) !,/.«/ \ 

I —- sini^jf siaixda^b,^-+- b t ^-h b 3 ^ — W a J. 

On designe ici par W a l’expression de V (fi+fi) dans laquelle on ecrit x au 
lieu de x. On voit d’abord qu’une premiere partie de la valeur cherchec 

^(f.+ <»-+£.) eS ^ 

J r™ ol 

’ b z - siruada. 
o 11 


C’est, d’apres l’equation (i4), 1’expression de l’etat oil le prisme se 
trouverait apres le temps t 3 si, en supposant les temperatures initiales 
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nulles, on retenait les deux extremites o etir, et pendant le temps t 3 , 
a des temperatures fixes, savoir : zero au point o, et b 3 au point ir. 

II reste a connaitre les autres parties de la valeur cherchee. Or W a 

contient les deux termes b.>-> b,-> ce qui detruit deux des termes 

“ TT TV 1 

places a la suite de / siniarfa; on a done seulement a considerer 
j 0 

cette expression 

— ^ sin ix f siniarfa j^4-sina —j e~ 2,< -> sin a a 

-t- ^i(e- (*,+<,) sin a — 4r‘V ( ii sin 2 a 4-. 

7T X 2 


On doit donner au nombre entier i toutes ses valeurs possibles, et com¬ 
biner chacun des termes qui en proviennent avec chacun des termes 
des deux series placees a la suite. Lorsque la valeur de i diflere du 
coefBcient de a dans un terme de la serie, il faut omettre le resultat, 
parce que sa valeur est nulle; mais, si le nombre i est le meme que le 
coefficient de a, la valeur de l’integrale est On aura done, en ajou- 
tant les exposants de e, l’expression 


I —- sinic — sin 2 a? -t- sin3.e —...j 

(-) 

I — [e -( V' < »' t - < iisina; — f e _2!(< * +( » +i i ) sin 2 a; + * e-avvw.+Msin 2>x —...]. 

Par consequent, la valeur complete de V (ti+ti+ta) est ainsi exprimee : 


( 22 ) 


Vc<+«,+/.) ==+&»-——(e-'i sin a; — {e- 2 %sin 2 a- 

TV TC z y 

+ b 2 - — [er-^-K> sin a? — 4e -25( V+-* 3 ) sin 2 x . .1 

7T 1Z 1 J 

-+• b x — — sin# — sin 2 # h- . . .1 . 

rc 71 L 2 J 


On formerait par le meme procede la valeur complete de V ( , i+ , aH _, a+0 . On 
aurait ainsi 1’expression de l’etat ou le solide serait parvenu apres une 
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nouvelle portion du temps t H si, a partir de son etat a la fin du temps 
total t { ■+-t 2 -ht 3 , on augmentait d’une nouvelle quantite b i la tempe¬ 
rature de l’extremite u, et si, pendant cette nouvelle partie du temps l. t , 
l’extremite o etant toujours retenue a la temperature zero, l’extremite - 
etait retenue a la temperature b { -+- b 2 -+- b 3 -+- b„. La loi qui determine 
les etats successifs du solide est manifeste; elle donnc les conse¬ 
quences suivantes, que nous rapporterons par excmple a l’equa- 
tion (22). 

VIII. 

Consequence remarquable. 

Si l’extremite it eut ete assujettie a la temperature fixe b, pendant le 
temps t { -+- t 2 + t 3 , et que les temperatures initiales eussent ete nulles, 
le point o etant retenu a la temperature zero, 1’etat du solide, apres Ie 
temps, t,-ht 2 -ht 3 , serait represente par la troisieme partie de la valeur 
de Si, pour le meme solide, dont on suppose toujours les pre¬ 

mieres temperatures nulles et l’extremite 0 a la temperature fixe zero, 
l’autrc extremite it eut ete retenue pendant le temps i 2 -h i 3 a la tem¬ 
perature fixe b 2 , l’etat du systeme k la fin du temps t 2 •+ t 3 serait repre¬ 
sente par la seconde partie de la valeur dc V (tr ,Enfin, la premiere 
partie de cette valour representerait l’etat du meme solide a la fin du 
temps t, + t 2 -\- 1 3 , si, les premieres temperatures etant encore suppo¬ 
ses nulles, on eut assujetti pendant ce temps t 3 I’extrSmite it a la tem¬ 
perature b s . Ainsi letat du solide apres le temps total est 

tel qu’il resulterait de trois causes separees qui s’appliqueraient a un 
meme prisme dont les premieres temperatures seraient nulles; et ces 
causes partielles sont: la partie b, de la temperature, agissant pendant 
le temps L -M 2 -+- 1 3 , la partie b 2 , agissant pendant le temps t 2 ^-t 3 , etla 
partie b 3 , agissant pendant le temps t 3 seulement. Ainsi chaque portion 
de la temperature appliquee a l’extremite n produit son effet comme si 
elle etait seule, et a raison du temps total pendant lequel elle a sub¬ 
sists. Cette consequence generate se trouve verifiee par le calcul; et la 
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loi qu’elle exprime nous conduirasans aucune incertitude a la solution 
cherchee. 

En effet, la valeur de K . 0 apres un temps indefini est ainsi 

composee : 


I , , X 2b t r 


(23) 


77 77 

4 - b 9 - — sin# — sin 2 # -+- 

- 7T 7T L 

4 - & 3 - — — sin# — le- 28 ^-*-**- 1 -—) sin 2 # 4 - 

7l TC 

< y * 9 h, r 

4-6 4 '-- [e“^4+--o sin# —sin 2.2? 4- 


IX. 

Accroissement de la temperature par degres infinimenl petits ; 
forme de Vintegrate. 

Si la temperature de l’extremite u varie comme une fonction donnee 
f(t), chaque partie infiniment petite de sa valeur sera f'(t)dt, et 
cette partie demeure appliquee a l’extremite tc pendant le temps T— t, 
en designant par T le temps total qui s’ecoule depuis lc premier in¬ 
stant, oil if = o, jusqu’a l’instant pour lequel on veut determiner 1’etat 
du solide. La valeur cherchee de V T sera done composee d’une infinite 
de parties; et, pour chacune d’elles, il faut donner a l’exposant negatif 
de e, dans le terme oil entre sinta?, la valeur i 2 (T — t ), et prendre la 
somme de toutes ces parties infiniment petites. Si Ton suppose d’abord 
que la premiere valeur de f(t), ou f (o), est nulle, on a 

J „T 

* /'(O dl\e~ [T ~ t] sina? — |e- !5 ( T -0 s j n2 a;.4-|.e-3 : iT-') sin3ac —. 

0 

Le second membre represente l’etat du solide apres le temps total T, 
)es temperatures initiales etant supposees nulles, l’extremite o etant 
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retenue a la temperature zero, etl’extremite tc etant assujettie a la tem¬ 
perature variable f(t), dont la premiere valeur /(o') est nulle. Si cettc 
premiere valeur /(o) n’est pas nulle, il faut ajouter au resultat I’effet 
produit par la temperature /(o) pendant le temps total T, c’est-a-dire 
la quantite 

~ /(°) — (e~ T sina — 4-e -s 5 T sin2^ 4- |e~ 3 ’ T sin 3 x 4-. . 


done la valeur complete do V T est ainsi exprimee 


V T 


T 

/(°) + f /'(0 


clt 


e~‘ sin x l 


-+-1 e~ 3 ’ T sin 3 a? £/(o) -t- J' f 


I e~ 3 * T sin 2# I 


dt 

dl 


Le premier terme /(o)-i- f f'(i)di est la valeur de/(T), et, si 1 ’on 

*'0 

fait T = o dans l’expression de V T , on trouve, pour les temperatures 
initiales du systemc, 

~/(°) — ~ /(o) (sin a; — {si 112 a 4- {sin 3 a — {sin/ia 4 - {-sin 5 a —..,), 

quantite qui sc reduit a zero, parce quo la valeur connue de la serie 
est {a?; ainsi les temperatures initiates sont on efiet nulles, commc 
l’exige le calcul. 

X. 

Solution generate. 

Si, dans la merae hypothese des temperatures initiales nulles, on 
suppose que e’est l’extremite tc qui est retenue a la temperature con- 
stante zero, tandis que le point o a l’origine est assujetti a une tempe- 

II. 22 
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rature variable o(Q, on resoudra par les memes principes cette scconde 
question; etl’on deduit aussi la solution de l’equation (24) en ecrivant 
- — x au lieu de x, ce qui donne, en designant par U T la temperature 
variable qui convient a cette seconde question, 


U T = !l_^o(T) — - j e _T sina; 9(0) •+■ / o'(l)e‘dt 


^e“ 28T sin2.r 


-H |-e“ 32T sin 3 *r 9(0 


- T ~j 

0(0) 


L’cxpression de U T sera ainsi representee : 

(26) U T = 7 LlZ^L <p(T) — i ^e~‘ !T —j— |j? (o) +■ ^ 9 '(t)e?'dt . 


Quant a la valeur de V T , elle prend cette forme : 


( 27 ) v t = |/(T) + |2 e -' 


2 ^ COSi7T smix s 

^2 e “' T — 1 — 


-jf 


Ces valeurs de V T et U T deviennent nulles pour t = o, quelle que soit 
la distance a?; elles conviennent I’une et 1’autre au cas oil les tempe¬ 
ratures initiales des points intermediaires, de o a ir, sont supposees 
nulles. Si l’on determine separement, comme nous l’avons dit (art. IY), 
l’etat variable d’un prisme egal aux deux precedents, dont les tempe¬ 
ratures initiales, pour tous les points intermediaires, sont represen¬ 
tees par une fonction quelconque ^(aQ, et dont les exlremites o et rz 
sont retenues a la temperature zero, on trouve, en designant par W T 
l’expression de 1 ’etat ou le solide est parvenu apres le temps ecoule T ; 

W T = - J^e -i ' !T siiua; / ^(r) sinir dr. 


(a8) 
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II ne reste plus qu’a reunir les solutions des trois questions separees, 
et l’on a 

( 29 ) V T + U T + Wp. 

Ce sont les trois parties de la temperature cherchee, qui avait ete desi¬ 
gnee par W T dans les articles 1 , 11 , .... On doit mettre pour V x , U T , W T 
leurs valeurs cxprimees par les equations (2G), (27), (28), ct I’on 
reproduit ainsi l’equation (1), qui donne la solution complete de la 
question proposee. Elle fait connaitre quel est, apres le temps ecoule T, 
l’etat du prisme dont les temperatures initiales aux points interme- 
diaires, de oh, sont cxprimees par t|/(r), ct dont les extremites o et - 
sont assujetties aux temperatures variables, <p(f) au point o, et /(/) 
au point it. 

On a prouve que la valeur de V T satisfait : i° a l’equation a diffe¬ 
rences partielles du mouvement de la chaleur; 2 0 a l’etat initial; 3 ° aux 
conditions des extremites. On a done etabli la verite de la solution; 
on a montre aussi (art. V) comment on parviendrait a cctte solution en 
determinant sous le signe ^ line fonction inconnue qui satisfait aux 
conditions proposecs. Enfin, on a expose dans les articles VI, Y 1 I, VIII, 
IX, X les considerations qui out fait decouvrir la solution, ce qui com¬ 
plete l’analvse de la’question. 


I. Pour ne pas differer la publication de cc nouveau Volume, on n’y 
comprend que la premiere Partie du present Memoirc; les autres Par¬ 
ties ne tarderont pas a elrc imprimees : je vais indiquer les matieres 
qui y sont traitecs. 

II. Le second paragraphe contient I’expose des consequences prin- 
cipales de la solution qu’on vient de rapporter. En examinant la for- 
mule generate (x), on reco'nnait d’abord que la partie du phenomene 
qui depend de l’etat initial du systemc change continuellement; cctte 
partie de 1’effet produit s’affaiblit de plus en plus, a mesure que le 
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temps augmente. Ainsi, lorsqu’il s’est ecoule un temps assez conside¬ 
rable, la disposition initiate, qui est une cause contingente, et que 
1’on doit regarder comme fortuite, a cesse d’influer sur l’etat du sys¬ 
tems; cet etat est cclui qui aurait lieu si la disposition initiate etait 
differente. II n’en est pas de meme des causes toujours presentes qui 
agissent aux extremites, ou qui dependent du principe de la commu¬ 
nication de la chaleur; elles reglent a chaque instant le progres du 
phenomene. Ces consequences derivent d’un principe cosmologique 
qui se presente de lui-meme, et qui s’applique a tous les effets de la 
nature. Mais non seulement l’Analyse mathematique le confirme; elle 
montre aussi, dans la question actuelle, par quels progres insensibles 
et suivant quelle loi l’effet de la disposition primitive s’affaiblit, jus- 
qu’h ce qu’il disparaisse entierement. 

On a ensuite applique, dans ce meme paragraphe, la solution gene- 
rale aux deux cas les plus differents, savoir : i° celui oil les fonctions qui 
reglent les temperatures des deux extremites sont periodiques, et 2 0 au 
cas oil ces fonctions sont du nombre de celles qui changent par des 
differentiations successives, et tendent de plus en plus a devcnir con- 
stantes, ou le deviennent en effet comme les fonctions algebriqucs. 

Dans le premier cas (celui des fonctions periodiques), le calcul ex¬ 
prime de la maniere la plus distincte les cbangements successifs que 
subissent les temperatures, etl’etat final du systeme, qui est evidem- 
ment periodique. Cette solution confirme celle que j’ai donnce autre¬ 
fois pour representer les oscillations de la chaleur solaire dans l’cnvc- 
loppe du globe terrestre. 

Dans le second cas, les resultats ne sont pas moins remarquables, et 
l’analyse en est tres simple. L’etat final n’est plus periodique; il a un 
caractere particular, qu’il est facile de reconnaitre parce que toutes 
les integrations peuvent etre effectuees. 

III. La troisieme Partie du Memoire est historiqup; elle conlient 
d’abord l’enumeration des premieres recherclies qui, ayant pour objct 
les proprietes de la chaleur, ont quelques rapports avec la theorie quo 
j ai formee. II m a paru utile d’indiquer toutes les recherclies ante- 
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rieures. Voici les Ouvrages que j’ai cites principalement. On a rappele 
quelques passages du Livre des Principes malhematiques de la Philoso¬ 
phic naturelle; car il etait dans la destinee de ce grand Ouvrage d’ex- 
poser, ou du moins d’indiquer les causes des principaux phenomenes 
de I’univers. J’ai du citer aussi un autre Ouvrage de Newton, qui inte- 
resse plus directement la Theorie mathematique (Tabula calorum). On 
rappelle ensuite une experience assez remarquable, quoique tres im- 
parfaite, d’Amontons; les experiences peu precises, mais nombreuses, 
de Buffon et les vues generates de ce grand ecrivain sur l’etat primitif 
du globe terrestre; puis un Traite important et tres peu connu de 
Lambert, l’un des plus celebrcs geometres de rAllemagnc. De la, on 
passe a des Memoires d’Eulcr, d’Emilie du Chatelet, de Voltaire, im- 
primes dans la Collection de l’ancienne Academie des Sciences de 
Paris; car cette illustre compagnie n’a jamais perdu de vue l’etude 
mathematique des lois de la propagation de la chaleur et I’avait pro- 
posee aux geometres des 1738. J’ai cite ensuite un Mcmoire remar¬ 
quable de MM. Laplace et Lavoisier; les rccherchcs de M. Leslie; cellos 
du comtc de Rumford; les Ouvrages de M. le professeur Prevot, et un 
Ecrit de M. Biot, insere dans un Ouvrage scicntifique. 

Je n’ai pas borne cette enumeration aux rccherchcs experimentales. 
II n’etait pas moins utile d’indiquer les resultals analytiques anterieurs 
qui ont. quelques rapports avec la Theorie de la chaleur. Dans ce 
nombre, il faut surtout remarquer une seric tres simple donnee par 
Euler, celles que Daniel Bernoulli appliquait a la question des cordes 
vibrantes, et une formule que Lagrange a publiee dans ses Memoires 
sur la propagation du son. 

Les decouvertes capitales de d’Alembert sur l’integration de cer- 
taines equations differentielles, et surtout son analyse de la question 
des cordes vibrantes, avaient ouvert une carriere nouvelle, qui fut 
agrandie par les recherches d’Eulcr et de Lagrange. Cette question 
differe beaucoup de colic de la distribution de la chaleur; mais les 
deux theories ont des elements communs, parcc que l’une et l’autre 
sont fondees sur l’analyse des differences particlles. 
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J’ai ajoute a ces citations celle d’un Memoire posthame d’Ealer, 
beaucoup moins connu que les precedents, et qui ni a ete indique par 
notre savant Confrere, M. Lacroix. Cet ecrit a ete publie par l’Academie 
de Petersbourg, onze ans apres la mort d’Ealer. II contient unc for¬ 
mula qui derive de l’emploi des integrals definies, mais sans aucun 
examen de la convergence des series, de la discontinuity des functions, 
ou des limites de la valeur de la variable. 

Quoi qu’il en soit, on peut conclure de ces remarques que les prin- 
eipes de la Theorie analytique de la chaleur, loin d’etre opposes a ccux 
que les geometres avaient employes dans d’autres rccherches, s’accor- 
dent avec plusieurs resultats precedents. Ceux que Ton vient de citer 
sont des cas particulars et isoles d’une analyse beaucoup plus eten- 
due, qu’il etait absolument necessairc de former pour resoudrc les 
questions, meme les plus elementaires, de la Theorie de la chaleur. 
J’ai indique aussi, en terminant cette enumeration, 1’analysc dont 
M. Laplace s’est servi dans ses reeherches sur l’attraction des splie- 
ro'ides. Cette analyse, convenablement modifiee, a des rapports remar- 
quables avec celle qui convient a certaines questions du mouvemcnt 
de la chaleur. Voila, autant que j’ai pu les connaitre jusqu’ici, les 
principales formules analytiques dont la publication a precede mes 
propres reeherches, et qui ont quelque analogie avec les questions que 
j’ai traitees. Je me borne ici a rappeler ces premiers resultats, laissant 
auxgeometres eta l’histoire des sciences le soin de les comparer avec 
la theorie que Ton possede aujourd’hui. 11 sera necessaire, si l’pn en- 
treprend cette discussion, de consulter les derniers Ouvrages publics 
par Lagrange, et uneNote de ce grand geometre, inseree dans ses Ma- 
nuscrits appartenant aux Archives de l’lnstitut de France. 

Le caractere principal des nouvclles methodes d’integration que j’ai 
ajoutees a l’analyse des differences partielles cst de s’appliquer a un 
grand nombre de questions naturelles tres importantes, que l’on avail 
tente inutilement de resoudre par les methodes connues. Cellos quo 
j’ai donnees conduisent a des resultats simples, qui representent clai- 
rement tous les details des phenomenes. 
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Dans ce troisieme paragraphe du Memoire, on considere la nature 
des equations determinees qui appartiennent a la Theorie de la eha- 
leur, et l’on a joint a cette discussion quelques remarques sur l’emploi 
des fonctions arbitraires. 

Les exposants des termes successifs des series qui expriment le 
mouvcment variable de la chaleur dans les corps de dimensions finies 
sont donnes par des equations transcendantes, dont toutes les racines 
sont reclles. II ne serait point necessaire de demontrer cette proposi¬ 
tion, qui est une consequence, pour ainsi dire evidcnte, du prineipe 
de la communication de la chaleur. II suffit de rcmarquer que ces 
equations determinees ont une infinite de racines; car ces racines ne 
peuvent etre quo reclles; s’il cn ctait autrement, les mouvements 
libres de la chaleur seraient assujettis a des oscillations, ce qui est 
impossible sans Taction de causes periodiques exterieures. 

II ctait utile de considerer aussi la proposition dont il s’agit comme 
un theorcine abstrait, fonde sur les seuls principes du calcul; et je 1’ai 
presentee sous ce point de vue dans differentes recherches. Mais, cette 
question n’ayant pas cte examinee avec une attention suffisante, on a 
conteste la verite de la proposition fondamentale. On a soutenu, pen¬ 
dant plusicurs anneos, que ces equations transcendantes ont des 
racines imaginaires; et Ton a clicrelie a le prouver de differentes ma- 
niercs. Ces objections ayant etc refutees, on a enfin rcconnu que la 
proposition est vraie, et Ton se borne maintenant a en proposer 
diversos demonstrations. En effet, ce theoreme a cela de commun avec 
la plupart des verites matbematiques qu’etantune fois connues, on en 
peut aisement multiplier les preuves. 

En rappclant cette discussion dans une partie de mon Memoire, j’ai 
eu principalement pour objet de faire connaitre toute Tetendue de la 
proposition, et de remonter au prineipe dont elle derive. 

Si Ton considere, par exemplc, une suite d’enveloppcs concentriqucs, 
de dimensions et de formes quelconques; si Ton donne a ces vases, 
quel qu’en soit le nombre, des temperatures initiates arbitraires, et, 
ce qui augmente beaucoup la generalite de la question, si Ton attribue 
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des capacites specifiques quelconques aux liquides contenas dans ces 
vases, en supposant aussi que les facultes conductrices des enveloppcs 
sont arbitraires, depuis le premier vase jusqu’a l’enveloppe exterieure, 
qui communique a l’air, entretenu a la temperature zero, la question 
du mouvement de la chaleur dans ce systeme de vases est tres compo¬ 
ses; tous les elements en sont arbitraires. Or on prouve, et meme sans 
calcul, que les racines des equations aeterminees qui conviennent ii 
ces questions sont toutes reelles. II suffit, pour le conclure avec certi¬ 
tude, de considerer la suite des variations de signes que presentent les 
valeurs des temperatures, et les changements qui surviennent dans ee 
nombre des variations, depuis l’etat initial du systeme jusqu’a l’etat 
final dont il s’approdie de plus en plus pendant la duree infinic du phe- 
nomene. 

Au reste, dans chacune des questions du mouvement de la chaleur, 
ce theoreme sur la nature des racines se deduit aussi de l’analyse gene- 
rale des equations. 

L’application que j’ai faite de cette analyse a donne lieu (Journal de 
VEcole Polytechnique, XIX e Cahier, p. 382, 383 ) a des objections qu’il 
m’avaitparu inutile de refuter, parce qu’aucun des geometres qui ont 
traite depuis des questions analogues ne s’est arrete a ces objections; 
mais, comme je les trouve reproduites dans le nouveau Volume de la 
collection de nos Memoires (nouveaux Memoires de 1 ’Academic des 
Sciences, Memoire sur I’equilibre et le mouvement des corps elasliques, 
t. VIII, p. 3 67), cette refutation est devenue en quelquc sorte neccs- 
saire; je l’ai done inseree dans un Article du present Mdmoire. Ellc a 
pour objet de prouver que 1 ’exemple cite par M. Poisson (Journal de 
l’Ecole Poly technique, XIX e Cahier, p. 383 ), en alleguant que, dans ce 
cas, ^application du theoreme serait fautive, donne au contrairc une 
conclusion conforifie a la proposition generate. 

L’erreur de l’objection provient: i° de ce que 1 ’auteur ne considere 
point le nombre infinides facteurs egaux de la fonction e x ou -+- , 

oil le nombre n est infini; 2 0 de ce qu’il omet dans Tenoned du theo- 
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reme le mot riel, qui en exprime le veritable sens. (Voir Theorie de la 
chaleur, p. 33 ;, et aussi p. 344 . art. 312 .) 

Les theoremes de l’analyse des equations determinees ne sont nul- 
lement restreints aux equations algebriques; ils s’appliquent a toutes 
les fonctions transcendantes que Ton a considerees jusqu’ici, et spe- 
cialcment a celles qui appartiennent a la theorie de la chaleur. II suffit 
d’avoir egard a la convergence des series, ou a la figure des lignes 
courbes dont les limites de ces series represented les ordonnees. En 
general, les theoremes et les methodes de l’Analyse algebrique con- 
viennent aux fonctions transcendantes et a toutes les equations deter¬ 
minees. Le premier membre peut etre une fonction quelconque. II 
suffit qu’elle soit propre a faire connaitre les valeurs de la fonction 
correspondantes aux valeurs de la variable, soit que ce calcul n’exige 
qu’un nombre limite d’operations, soit qu’il fournisse seulement des 
resultals de plus en plus approches, et qui different aussi peu qu’on 
le veut des valeurs de la fonction. 

II y a des cas oil la resolution exige que l’on considere toute la suite 
des fonctions derivecs : il y en a une multitude d’autres ou l’examen 
d’un nombre tres limite de fonctions derivecs suffit pour rendre mani¬ 
festos les proprietes des courbcs que ces fonctions represented, et 
pour determiner les racinos. On y parvient, ou par la seule comparai- 
son des signes, ou, pour d’autres cas, par la separation successive de 
certains facteurs dans les equations derivees. La recherche des limites, 
les relations singulieres du nombre des variations de signes avec les 
valours des racines, le theoreme dont la regie de Descartes estun cas 
particulior, etqui s’applique, soit aux nombres des variations de signes, 
soit aux differences de ces nombres, enfrn les regies pour la distinction 
des racines imaginaires, s’etendent certainement a tous les genres de 
fonctions. Il n’est pas necessaire qu’en poursuivant les differentia¬ 
tions on puisse toujours former une equation dont on sait que toutes 
les racines sont reelles. Ce serait retrancher une des parties les plus 
importantes et les plus fecondes de l’art analytique que de borner les 
theoremes et les regies dont nous parlons aux seules fonctions alge- 
II. 23 
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briques, ou d’etendre seulement ces theoremes a quelques cas particu¬ 
lars. La consideration des courbes derivees successives jointe au pro- 
cede que j’ai donne (Bulletin de la Societe philomathique, annee 1820, 
p. 180, 187), et qui fait connaitre promptement et avec certitude si 
deux racines cherchees sont imaginaires ou reelles, suffit pour resoudre 
toutes les equations determinees. 

Je regrette de ne pouvoir donner a ces remarques theoriques les de- 
veloppements qu’elles exigeraient. J’ai rapporte plusieurs elements de 
cette discussion dans la suite de ce Memoire; elle sera exposee plus 
completement dans le Traite qui a pour objet l’analyse generale des 
equations determinees. 

J’ai ajoute a cette meme Partie du Memoire quelques remarques sur 
la question du mouvement des ondes; elles se rapportent aussi a la 
theorie analytique de la chaleur, parce qu’elles concernent l’emploi 
des fonctions arbitraires. Le but de ces remarques est de prouver que 
la question des ondes ne peut etre generalement resolue si l’on n’in- 
troduit pas une fonction arbitrage qui represente la figure du corps 
plonge. 

Les conditions que supposent les equations differentielles proprcs a 
cette question, et les conditions relatives aux molecules de la surface, 
n’empechentaucunement 1 ’emploi d’une fonction arbitraire. Ces con¬ 
ditions s’etablissent d’elles-memes, a mesure que les mouvements du 
liquide deviennent de plus en plus petits par l’effet des causes re- 
sistantes. Le calcul represente ces dernieres oscillations, qui s’accom- 
plissentpendant toute laduree du phenomene apres que les conditions 
sont etablies. C’est toujours sous ce point de vue qu’il faut considerer 
l’analyse des petites oscillations, car les resistances dont on fait d’a- 
bord abstraction subsistent dans tous les cas, et finissent par aneantir 
le mouvement; mais il est necessaire de ne point particulariser Fetat 
initial. 

En effet, l’etat qui se forme apres que la continuite s’est etablie 
depend lui-meme et tres prochainement de la disposition initiate, qui 
est entierement arbitraire. La continuite est compatible avec une 
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infinite de formes qui differeraient extremement du parabolo'ide; et 
1 on ne peut pas restreindre a cette derniere figure celle du petit corps 
iinmerge sans alterer, dans ce qu’elle a d’essentiel, la generalite de la 
question. Dans le cas meme du parabolo'ide, 1 ’etat initial du liquide 
est discontinu, et les premiers mouvements different de ceux que le 
calcul represente. 

En repondant, il y a quelques annees, a des observations que 
M. Poisson a publiees au sujet d’un de mcs Memoires ( Bulletin des 
Sciences, Societe philomatkique, annee 1818, p. 129-133), jo n’ai pu 
me dispenser de remarquer que, pour satisfaire a Petendue de la ques¬ 
tion des ondes, il faut conserver une fonction arbitraire; et j’ai du 
contredire cette proposition que, quelle que soit la forme du corps 
plonge, s’il est tres peu enfonce, on peut remplacer ce petit segment 
par le parabolo’ide osculateur. Il est certain, en efiet, que cette substi¬ 
tution de la parabole a une figure quelconque ne peut conduire qu’a un 
vesultat tres particular. Si Ton ajoute presentement ( Nouveaux Me¬ 
moires de I’Academie des Sciences, t. VIII, Note sur leprobleme des ondes, 
p. 216-217) que e’est la condition de la continuite a la surface qui 
donne lieu a cette restriction, la consequence n’est pas plus fondee, 
parce qu’il y a une infinite de cas oil la continuite subsiste, quoique la 
figure du corps plonge s’ecarte beaucoup, et dans tous ses elements, 
do celle du parabolo’ide. Les cas oil l’auteur reconnait maintenant que 
cette substitution ne serait pas permise ne se reduisent point a quel- 
ques-uns; ils sont au contraire infiniment varies, et l’analyse donne 
une solution incomparablement plus generale, qui n’exclut point les 
conditions relatives a la surface. 

IV. Dans la quatrieme et derniere Partie du Memoire, on applique 
la solution generale, qui est l’objet du premier paragraphe, aux prin¬ 
cipals questions de la theorio de la chaleur. On supposera done que 
la capacite specifique, la conducibilite interieure ou permeabilite, la 
conducibilite exterieure qui depend du rayonnement et de Paction du 
milieu, ne sont point exprimees par des coefficients entierement con¬ 
stants, mais que ces qualites specifiques sont assujetties a des varia- 
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dons qui dependent de la temperature, ou de la profondeur, ou de la 
densite; et Ton se propose de determiner les changements que ces 
variations introduisent dans les formules dejaconnues qui conviennent 
a des coefficients constants. 

Or dans ces diverses questions, par exemple dans celles du prisme, 
de la sphere, etc., on reconnait que le calcul peut se ramener dans les 
cas les plus composes a ^application de la formule generale (r), qui 
satisfait a l’equation differendelle du mouvement de la chaleur, et con- 
tient trois fonctions arbitraires. C’est pour cette raison que nous avons 
explique avec beaucoup de soin, dans la premihre Partie de notre Me- 
moire, la solution de cette question fondamentale. 

II est d’abord necessaire, pour fonder la theorie, de considerer les 
coefficients specifiques comme constants, et l’on peut maintenant 
ajouter au resultat principal un ou plusieurs termes dus aux variations 
qui seraient indiquees par des experiences precises. Nous avons pre¬ 
sente ces vues, des I’origine de nos recherches, en 1807,1808 ou 1811, 
et nous les avons reproduites dans la Theorie de la chaleur, p. 38 , 53 q, 
54 o et 54 i. 

En rappelant ici ce genre de questions, on doit citcr surtout un Me- 
moire que M. Guillaume Libri a presente a l’lnstitut do France en 
1825, et qui a ete imprime depuis a Florence. L’autcur, qui a cultive 
avec le plus grand succes les branches principales de FAnalyse mathe- 
matique, a traite la question du mouvement de la chaleur dans 1’ar- 
mille, en ayant egard aux petites variations des coefficients : la me- 
thode qu’il a suivie et les resultats auxquels il est parvenu meritent 
toute l’attention des geometres. Au reste, cette recherche analytique 
est fondee sur les observations que 1 ’on doit a MM. Dulong et Petit, et 
qui ont ete couronnees par l’Academie. Elies ne sont pas moins remar- 
quables par les consequences theoriques que par la precision des 
resultats. 

Nous venons d’indiquer l’objet de cette dernihre Partie de notre 
Memoire. La conclusion generale de ces recherches est que la Theorie 
analytique de la chaleur n’est point bornee aux questions oil l’on sup- 
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pose constants les coefficients qui mesurent la capacite de chaleur, la 
permeabilite des solides, la penetrabilite des surfaces. Elle s’etend, 
par la methode des approximations successives, et surtout par l’emploi 
de la solution qui est demontree dans le premier paragraphe de ce 
Memoire, a toutes les perturbations du mouvement de la chaleur. 
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AUX 

EQUATIONS TRANSCENDANTES. 

(Lu a l’Acadcmie royale des Sciences, le 9 mars 18-19.) 


Memoires tie 1 ‘Acailc’mie royale des Science.? de Ulnstitut de France, t. X. p. 119 a i|6. 

Paris, Didot, i83i. 


Avant do trailer la question qui est l’objet principal de cette Note, je 
discuterai, dans un premier article, une objection proposee plusieurs 
(‘ois par M. Poisson, et quo ce savant geomelre areproduito recemment 
dans un Ecrit presente a l’Acadcmie. 

Pour rcsoudre la question du inouvement de la chaleur dans le cy¬ 
linder solide, j’ai applique uu theoreme d’analyse algebrique a 1’equa- 
tion transcendante propre a cette question. M. Poisson n’admet point 
cette consequence. II ne se borne pas a dire quo Ton n’a point encore 
public la demonstration de ce theoreme en faisant connaitre qu’il 
s’applique aux equations transcendantes : il soutient quo Ton arrive- 
rait a unc conclusion fausse si l’on etendait cette proposition a l’equa- 
tion exponcntielle 

(1) e x — be ajc = o. 

II assure que, si l’on fait, dans ce cas, l’application litterale du theo- 

II. 24 
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reme, on trouve que l’equation (i) et scs derivees ont toutes leurs 
racines reelles; et, comme il est evident que cette equation a des 
racines iniaginaires, l’auteur en conclut que la proposition conduirait 
ici a une consequence erronee. Je me propose : i° de discuter cette 
objection speciale, et de montrer qu’elle n’a pas de fondement; 2 0 de 
prouver que le theoreme dont il s’agit s’applique exactement a l’equa- 
tion transcendante propre au cylindre. 

En general, cette proposition, exprimee dans les termes dont je me 
suis servi, doit s’etendre aux equations transcendantes; en sorte que 
Ton commettrait une erreur grave en restreignant le theoreme aux 
equations algebriques. 

Dans ce premier article, qui se rapporte a 1’equation citee ( 1 ), je 
montrerai que le theoreme n’indique nullement que cette equation (r) 
n’a point de racines iniaginaires. Au contraire, il fait connaitre qu’elle 
n’est pas du nombre de celles qui reunissent les conditions que le 
theoreme suppose, et qui distinguent les equations dont toutes les 
racines sont reelles. 

M. Poisson a presente, pour la premiere fois, cette objection dans le 
XIX e Cahier du Journal de I’Ecole Polytechnique, p. 382. Il ne citait 
point le theoreme dont j’ai fait usage, mais une proposition tres difle- 
rente, puisqu’il y omet une condition qui en est une partie necessaire, 
et qu’il ne regardait point comme sous-entendue. La refutation aurait 
done ete, pour ainsi dire, superflue; mais le meme auteur a reproduit 
son objection plusieurs annees apres, et e’est alors seulcment qu’il a 
cite la proposition dont il s’agit telle qu ’011 la trouve dans la Theorie de 
la chaleur, p. 335 et 336. 

Voici l’enonce du theoreme : 

Si I’on ecrit l’equation algebrique 

X = o, 

et toutes celles qui en derivent par la differentiation 


X'=o, 


X*= o, 


X'= o, 


• * f 
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et si Ton reconnait que toute racine reelle d’une quelconque de ces 
equations, etant substitute dans celle qui la precede et dans celle qui 
la suit, donne deux resultats de signes contraires, il est certain que la 
proposee X = o a toutes ses racines reelles, et que, par consequent, il 
en est de raeme de toutes les equations subordonnees 

X'= o, X"t= o, X"= o, 

Or, en proposant 1’objcction dont il s’agit, on n’a point fait Fapplica- 
tion litterale du theoreme, parce qu’on a omis de considerer les ra- 
cines reelles du facteur e x —o. Ce facteur coincide avec celui-ci, 

( x\ m 

i — j = 0 , lorsque le nombre m croit sans limites et devient plus 

grand que tout nombre donne. L’equation e x — o a done une infinite 
de facteurs dont on ne doit point faire abstraction lorsqu’on entre- 
prend d’appliquer textuellement la proposition. On ne peut pas dire 
que I’equation 

e x — be ax — o 

a une seule racine reelle et une infinite de racines imaginaires; car 
cette equation, qui a une infinite de racines imaginaires, a aussi une 
infinite de racines reelles. Or 1’auteur n’emploie qu’une seule de ces 
racines reelles : il en omet une infinite d’autres egales entre elles, 
savoir cellos qui reduisent a zero le facteur <f.. 

Lorsque, dans ce facteur, on attribue a x une valeur reelle negative 
dont la grandeur absolue surpasse tout nombre donne, la fonction e x 
approche continuellement de zero, et devient plus petite que tout 
nombre donne. C’est ce que 1’on exprime en disant que l’equation 

e x — o 

a pour racine reelle une valeur infinie de x prise avec le signe —. Une 
fonction telle que e x differe essentiellement de celles qu’on ne pourrait 
jamais rendre nulles, ou plus petites que tout nombre donne, en attri- 
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buant a x des valeurs reelles. Lorsqu’on assimile deux fonctions aussi 
differentes, on doit arriver a des consequences erronees. 

On connait encore la nature de I’equation e x — o si on la transforme 

en ecrivant x = — car la transformee 

_ 1 _ 

e x> ‘ = o 

a certainement zero pour racine reelle, puisque la ligne dont 1’equa- 

_ 1 _ 

tion serait y — e ** coupe l’axe a l’origine des x‘. 

Pour faire l’application complete du theoreme que nous avons enonce 
a 1’Equation * 

e x — be ax — o, 

il ne faut pas se borner a une seule des racines reelles de cette equa¬ 
tion, mais Ies considerer toutes. Or, si 1’on retablit ces racines reelles 
auxquelles 1’auteur de l’objection n’a point eu egard, on voit que la 
regie n’indique nullement que toutes les racines de l’equation sont 
reelles. Elle montre, au contraire, que cette equation ne satisfait pas 
aux conditions que le theoreme suppose. 

Pour etablir cette consequence, nous allons rappelcr le calcul memo 
qui est employe par 1’auteur; et, afin de rendre les expressions plus 
simples, sans alterer en rien les conclusions que l’on en deduit, nous 
considererons seulement l’equation 


e x —e 2 x =o. 


Le lecteur pourra s’assurer facilement qu’il n’y a ici aucune difference 
entre les consequences qui conviennent k I’equation 


e x — be ax ~ o, 


a et b etant positifs, et celles que l’on deduirait do l’equation tres 
simple 

e x — 


e ix —o. 
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Cette racine, qui rend e x tgale a —^> donne certainement deux resul- 

tats de signes opposes; mais l’application du thtoreme ne consiste pas 
a substituer dans Ies deux fonctions intermediaires une seule des ra- 
cines rtelles de l’tquation 

e* — 2 «H-i e 2x_- 0 . 

elle exige que Ton emploie toutes ces racines, et il est necessaire qu’il 
n’y ait aucune de ces racines reelles qui, ttant substitute dans les deux 
fonctions intermediaires, ne donne deux rtsultats de signes opposes. 
C’est ce qui n’arrive point ici; car il y a, au contraire, une infinite de 
valeurs reelles de x dont chacune, etant mise pour x dans les deux 
fonctions intermediaires, donne le meme resultat, savoir zero. 

Pour appliquer a une equation X = o la proposition dont il s’agit, 
il faut reconnaitre avec certitude qu’il n’y a dans lc systeme cntier des 
fonctions derivees aucune fonction intermediaire que Ton puisse rendre 
nulle en mettant pour x une valeur rtelle quelconque qui, substitute 
dans la fonction prtcedente et dans la suivante, donne deux rtsultats 
de meme signe. S’il y a une seule de ces valeurs rtelles de x qui, ren- 
dant nulle une quelconque des fonctions intermtdiaires, donne deux 
rtsultats de meme signe pour la fonction prtctdente et ia fonction 
suivante, ou si l’on'ne peut reconnaitre avec certitude que les signes 
des deux rtsultats sont difftrents, on ne doit point conclure que toutes 
les racines de X = o sont rtelles. 

Done on n’est point fondt a objecter qu’il rtsulterait du thtoreme 
algtbrique que l’tquation 

_ ^>2# - Q 

a toutes ses racines rtelles. 

Il en est exactement de meme de l’tquation 

e x — be ax = o, 

oil Ton suppose a et b des nombres positifs. Pour conclure que la 
proposition indique dans ce cas que toutes les racines sont rtelles, 
il faudrait ntcessairement omettre toutes les racines rtelles du fac- 
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teur e x —o. II faudrait done demontrer que ce facteur n’a point de 
racines, ou qu’elles sont toutes imaginaires; et faisant, comme nous 

1 avons dit plus haut, x — — il faudrait supposer que l’equation 

_ 1 _ 

transformer e *’ = o n’a point zero pour racine reelle, en sorte que la 

_1_ 

courbe dont 1’equation est y = e '’"’ne rencontrerait point l’axe des x' 
a 1’origine 0. Toutes ces consequences sont contraires aux principes 
du calcul. Au lieu de conclure que, dans l’exemple cite, le theoreme 
est en defaut, ce sont les expressions de Vauteur, tome YIII des nouveaux 
Memoires de VAcademie royale des Sciences, il faut reconnaitre que, dans 
cet example, les conditions qui indiqueraient que toutes les racines 
sont reelles ne sont point satisfaites. 

Le resume tres simple de notre discussion est que la difficult*} assi¬ 
gnee s’evanouit entierement si, au lieu *de faire une enumeration in¬ 
complete des valeurs reelles de x qui rendentnul le facteur commun e x , 
et par consequent la fonction e x — he ax , on considere que cette fonction 
devient plus petite que tout nombre donne lorsqu’on met pour a? unc 
quantite reelle negative dontlavaleur absolue devient plus grande que 
tout nombre donne. 

Jc rappellerai maintenant 1’equation determinee propre a la question 
du cylindre et les principes qui m’ont conduit a appliquer avec certi¬ 
tude a cette equation un theoreme d’Analyse algebrique. L’equation 
qui sort a representer le mouvement de la chaleur dans le cylindre 
solidc est commune ii plusieurs questions physiques; elle exprime 
les effets du frottement dans un systeme de plans qui glissent les uns 
sur les autres, et elle se reproduit dans des recherches dynamiques 
tres variees : ainsi il est utile d’en discuter avec soin la nature. 

M. Poisson a pense que la proposition enoncee plus haut, concer- 
nant les conditions des racines reelles, ne s’applique point aux fonc- 
tions transcendantes, si ce n’est dans des cas tres particuliers (XlX e Ca- 
liier du Journal de I’Ecole Poly technique, p. 383); mais, par rapport a 
l’equation determinee qui convient au cylindre, il a adopte successi- 
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vement deux opinions differentes. Dans le tome VIII des Nouveaux 
Memoires de V Academie des Sciences (p. 367), apres avoir affirme de 
nouveau que le theoreme cite serait en defaut si on l’appliquait a 
l’equation exponentielle 

e x — be ax = o, 

il ajoute que la regie convient cependant a l’equation 

X 2 X s X* 


qui appartient a la question du cylindre. Le meme auteur a enonce une 
autre conclusion dans un second ecrit presente a l’Academie; il y rap- 
pelle qu’il avait d’abord pense qu’a cause de l’accroissement des deno- 
minateurs le theoreme s’appliquait a l’equation (2), mais qu’en y 
reflechissant de nouveau il a reconnu que cette consequence n’est pas 
fondee. 

Il serait inutile de discuter ici ces conclusions, qui, en effet, ne 
peuvent etre toutes les deux vraies, puisqu’elles sont opposees. Je 
dirai seulement que l’application du theoreme algebrique a la ques¬ 
tion du cylindre doit etre deduite d’une analyse exacte qui exclue 
toute incertitude. 

Quant aux principes que j’ai suivis pour resoudre les equations alge- 
briques, ils sont tres differents de ceux qui servent de fondement aux 
recherches de de Gua ou a la methode des cascades de Rolle. L’un et 
l’autre auteur ont cultive l’analyse des equations; mais ils n’ont point 
resolu la difficulte principale, qui consiste a distinguer les racines 
imaginaires. Lagrange et Waring ont donne les premiers une solution 
theorique'de cette question singuliere, et la solution ne laisserait rien 
a desirer si elle etait aussi praticable qu’elle est evidente. J’ai traite la 
meme question par d’autres principes, dont 1’auteur de l’objection 
parait n’avoir point pris connaissance. Je les ai publies, il y a plu- 
sieurs annees, dans un Memoire special ( Bulletin des Sciences, Societd 
pfubmathique, p. 61, annees 1818, et p. 1 56 , 1820). 
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alors comme necessaire cle developper ces propositions parce qu’elles 
sont autant de consequences desprincipes dont j’ai rapporte la demon¬ 
stration dans le Memoire cite. II n’y en a aucune qui soit bornee aux 
seules equations algebriques; mais l’application de principes tres gene- 
raux peut necessiter un examen special. C’est ainsi que le theoreme de 
Viete sur la composition des coefficients s’applique differemment aux 
equations dont le premier membre est une fonction entiere, et a celles 
qui ont des denominateurs. 

II n’est pas moins evident que, si l’on considerc une fonction non 
continue, les consequences algebriques ne subsistent point pour toute 
l’etendue de la fonction : dies s’appliquent aux parties oil la fonction 
varie par degres insensibles et ne peut changer de signe qu’en deve- 
nant nulle. On doit aussi fairc une remarque semblable au sujet de la 
proposition algebrique qui exprime que le produit de tous les facteurs 
du premier degre, correspondant aux racines de 

X = o, 

equivaut au premier membre X de cette equation. J’ai prouve, dans 
mes premieres recherches sur la Theoric de la chaleur, que cette pro¬ 
position ne convient pas a certai nes fonctions non algebriques : par 
exemple a l’equation tres simple 

tang,r = o. 

La fonction tanga? est fort diflferente du produit de tous les facteurs du 
premier degre forme des valeurs de x qui rendent tanga? nulle : ee 
produit complet donne sin® etnon tanga;. Cela provient de ce que la 
fonction tanga? est le produit de sin® par sec®.'Or les racines de 
l’equation 

sec® = o, 

qui sont imaginaires, ne rendent point tang® nulle : elles donnent a 
sin® une valeur infinie, de sorte que la fonction tang® devient et 
j’ai montre que, si I’on determine exactement sa valeur, on trouve que 
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t 

tanga? se reduit a y/~ i, et non a zero. Ainsi les racines du facteur 

sec a; =' o 

n’appartiennent pas a l’equation 

langjr = o. 

II en est de meme dc toutcs les equations analogues que j’ai employees 
dans la Theorie de la chaleur, par exeinple de celle-ci : 

e — tangs = o. 

£ est l’inconnue, et \ est moindre que l’unite (p. 3 o 6 ). En general, le 
produit, quoique complet, des facteurs formes de toutes les racines 
d’une equation non algebrique 

Cp (#) O 

pcut differer de la fonction <p(a?); et cela arrive lorsque les valeurs 
de x qui rendent nul un des deux facteurs dont la fonction o(x) est 
composee donnent a l’autrc facteur une valeur infinie. Comme cette 
condition nc peut point avoir lieu dans les fonctions algebriques 
enliores, c’est pour cette raison que le theorfeme de Yiete sur la com¬ 
position des coefficients convient a toutcs ces fonctions. Je pourrais 
ici multiplier les excmples qui montrent que le produit de tous les 
facteurs simples peut differer du premier membre de 1 ’equation. En 
general, il faut distinguer les cas ou une fonction est egale auproduit 
d un nombrefini ou infini de facteurs formes de toutes les racines, et les 
cas oil cette propriete na pas lieu; mais nous ne pourrions point ici 
entreprendre cette discussion sans nous ecarter trop longtemps du but 
special de cet article, qui est d’expliquer clairement comment j’ai ete 
conduit a prouver, par l’application d’un theoreme algebrique, que 
l’equation transeendante (2), qui se rapporte a la question du cylindre, 
a, en effet, toutes ses racines reelles, et de montrer quelles sont ces 
racines. 

Il est d’abord necessaire de rappeler un theorbme general dont j’ai 
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disparaitre deux variations de signes, sans rendre nulle la fonction X; 
alors on est assure que deux des racines de Fequation sont imaginaires. 
Ce sont les deux cas elementaires pour lesquels le nombre des chan- 
gementsde signes diminue. 11 ne peut jamais augmenter; il est con¬ 
serve, ou il est diminue d’une unite pour chaque racine reelle, ou il 
est diminue de deux unites pour chaque couple de racines imaginaires. 
Il n’y a point d’autres cas possibles; ils peuvent se reunir accidentel- 
lement, et alors ils donnent lieu a autant de conclusions separees. 

Il est fort important de remarquer ces valeurs critiques de x, qui 
ont la propriety de faire disparaitre a la fois deux variations de signe. 
Cette disparition a lieu parce que la valeur dex qui rend nulle la fonc¬ 
tion derivee intermediaire donne deux resultats de meme signe lors- 
qu’on la substitue dans les deux fonctions dont l’une precede et l’autre 
suit la fonction intermediaire qui s’evanouit: c’est cette condition qui 
est le caractere propre des racines imaginaires. Autant de fois que ce 
caractere se reproduit, autant la proposee a de couples de racines ima¬ 
ginaires; reciproquement, il ne peut y avoir de couples de racines 
imaginaires que dans le cas oil cette condition subsiste. 

Cette consideration nous fait mieux connaitre la nature des racines 
imaginaires. En effet, elle montre que les racines manquent dans de 
certains intervalles, savoir ceux oil il arrive que le nombre substitue a, 
passant d’une valeur de a? a une autre infiniment voisine, rend nulle 
une fonction intermediaire sans rendre nulle la fonction X, ct fait 
ainsi disparaitre deux variations de signes, en donnant deux resultats 
de meme signe a la fonction qui precede et a celle qui suit. Cette con¬ 
clusion a toujours ete regardee comme evidente dans le cas tres simple 
oil la courbe de forme parabolique, et dont Fequation est y = X, s’ap- 
proche de Faxe des x et, apres avoir atteint une valeur minimum sans 
rencontrer Faxe, s’en eloigne et poursuit son cours. Mais cc n’est la 
qu’un cas particulier des racines imaginaires : ce minimum peut avoir 
lieu pour une des fonctions derivees d’un ordre quelconquc, et alors il 
determine toujours un couple de racines imaginaires. A proprement 
parler, les racines imaginaires sont des racines deficientes, qui manquent 
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dans certains intervalles; et Ton reconnait que c’est a un de ces inter- 
valles que correspond en effet un couple de racines imaginaires parce 
qu’il suffit de prouver que ces deux racines n’existent point dans l’in- 
tervalle dont il s’agit pour conclure avec certitude que l’equation pro- 
posee a deux racines imaginaires. 

Quoique, dans l’enonce de ces propositions, nous ne considerions 
ici que les fonctions algebriques, il est assez evident que ces racines 
deficientes, que Ton a appelees imaginaires, ont le meme caractere 
dans les equations non algebriques formees d’un nombre fini ou infini 
de facteurs du premier degre reels ou imaginaires. Ce minimum absolu 
cst le signe propre du manque de deux racines; mais nous ecartons 
ici toute conclusion relative aux equations non algebriques, afin d’ap- 
pliquer d’abord les principes fondamentaux a un objet simple et par- 
faitement defini. 

Ce n’est pas seulement dans la fonction principale X que resident 
ces valeurs critiques de la variable x : elles peuvent appartenir a toutes 
les fonctions derivees d’un ordre quelconque. Pour la resolution d’une 
equation il est necessaire de connaitre les intervalles ou manquent 
les racines imaginaires; et ces derniers intervalles doivent etre cher- 
clies dans tout le systeme des fonctions derivees des differents ordres. 

Examinons d’apres ces principes le cas particulier oil l’equation 
proposee n’aurait que des racines reelles. Alors la suite des signes des 
resultats, qui perd successivement toutes ses variations a mesure que 
le nombre substitue passe de — a -f-oo, ne perd ces variations que 
d’unc seule mani'ere. Elle en perd une toutes les fois que le nombre a? 
devient successivement egal a chacune des racines reelles. Dans tous 
les autres cas ou l’une des fonctions derivees devient nulle, le nombre 
des variations de signes n’est point change; il n’arrive jamais qu’une 
valeur de x qui rend nulle une fonction intermediaire derivee donne 
le meme signe a la fonction qui precede et a cede qui suit. Au con- 
traire, toute valeur reelle de a? qui rend nulle une fonction derivee 
intermediaire donne deux signes differents a la fonction qui precede et 
a cede qui suit; et cette derniere condition n’apas lieu seulement pour 
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une des valeurs reelles de x qui font evanouir une fonction interme- 
diaire; elle a lieu pour toutes les valeurs reelles de x qui ont cette 
propriete : s’il y avait une seule exception, il y aurait un couple de 
racines imaginaires. Reciproquement, si Ton est assure que toutc 
valeur reelle de x qui rend nulle une des fonctions intermediaires 
donne deux resultats de signes contraires lorsqu’on la substitue dans 
les deux fonctions precedente et suivante, il est certain que I’equation 
algebrique proposee a toutes ses racines reelles : c’est la proposition 
donnee par de Gua; on voit qu’elle est un corollaire evident du tlieo- 
reme general que j’ai enonce plus haut. 

Dans tous les cas possibles, une equation algebrique a necessaire- 
ment autant de racines imaginaires que la suite de signes perd de 
variations lorsque le nombrc substitue passe par de certaines valeurs 
reelles de x, qui font disparaitre des variations de signes sans que la 
derniere fonction X s’evanouisse. Ainsi, lorsqu’il n’y a point de tclles 
valeurs dex, il n’y a point de racines imaginaires. 

Il suffit done, pour etre assure qu’unc equation algebrique a toutes 
ses racines reelles, de reconnaitre qu’il n’existe aucune de ccs valeurs 
reelles de x qui, sans rendre nulle la derniere fonction X, fassent dis¬ 
paraitre deux variations a la fois. 

Nous considerons maintenant la fonction transcendante 

afin de prouver que l’equation 

?(0 = o 

a toutes ses racines reelles. Cette equation est celle qui se rapporte au 
mouvement de la chaleur dans un cylindre solide. 

Je me suis d’abord propose de connaitrc la forme de la ligne courbc 
dont l’equation est 

y designant l’ordonnee dont r est 1 ’abscisse. Cette ligne a des pro- 
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prietes fort remarquables, que 1’on deduit d’une expression de o(r) en 
integrale definie. Dans mon premier Memoire sur la Theoric de la 
chaleur (1807), j ai employe cette integrale pour determiner la forme 
de la ligne dont 1 equation est y = s(r); j'&i indique une propriety 
princ.ipale, que j’ai rappelee dans la Theorie analytique de la chaleur, 
page 344 - Le Memoire de 1807, qui demeure depose dans les archives 
do l’lnstitut, contient d’autres details, article 127 , page 180; on en 
eonclut evidemment que la courbe dont il s’agit coupe une infinite de 
fois son axe, et forme des aires qui se detruisent alternativement. 

L’examen attentif de Pintegrale definie ne laisse aucun doute sur la 
multiplicity et les limites des racines reelles. On voit clairement que 
Pequation transcendante 

o(r) = o 


a une infinite de ces racines reelles : nous les designons par a, ( 3 , y, 
0, £, .... Mais, gour completer la discussion, il restait a examiner si 
cette equation <p (r) = o esten effet du nombrede cellesqui ne peuvent 
avoir que des racines reelles. 

Au lieu d’appliquer immediatemcnt a cette equation transcendante 
les theoremes que nous avons rappeles ci-dessus, nous examinons 
d’abord la nature de la function algebrique suivante : 


F(,r, «) = i 


nx 

i 


n n — 1 x- 
1 2 2 


n a — 1 n — 2 x 4 
1 2 3 2.3 


n n — i ti — 2 n — 3 x'* 

12.3 4 2.3.4 


Cette fonction est a deux variables x et n; n est un nombre entier. Le 
nombre des termes est n ■+■ i; et, si l’on suppose n infini, la fonction 
transcendante qui en resulte ne contient que le produit nx et devient 

/i 2 x- n 3 x 3 x 3 

'-' w + 7 7"0r3 + 04 2 4u •••• 


Faisant nx = /■, on trouve la fonction transcendante ^(0 ^I^i ®^t ^ 
jet de la question. 

II. 


2 6 
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Nous allons maintenant demontrer que 1 ’equation algebrique 

F(.r, n) = o, 

donf x est 1’inconnue, n’a quo des racines reelles; et nous prouverons 
qu’il s’cnsuit necessairement que I’equation transccndante <?(r) — o, 
dont rest 1’inconnue, a aussi toutes ses racines reelles. 

Pour reconnaitre la nature des racines de I’equation algebrique 
F(a?, n) = o, nous appliquerons les theoremes que l’on vient de rap- 
peler. 

La fonction F(a?, n) etant designee par y, on trouve quey satisfait 
a 1’equation differentielle 

d-y , .dr 

X dP^^~ X) Ta: + ' l ^ 0 > 


ce dont on peut s’assurer par la differentiation. On conclut de cctte 
derniere equation les suivantes : 


d i Y , . 

+ ( 2 — x ) 

(3 — X) 


(e) 


dx 2 

t d!*y 
dx 1 " 

d* y 
'da* 


dr_y 

dx 1 

d*y 

dx* 




, dy 

dx 

d 1 y 
' dx- 

d*y 
' dx 3 


o, 


0, 


d*y 
i dx 1 


(« — 


i — x) 


d l ~ l y 
dx i ~ i 


t 


d l ~ 2 r 

n .;—:.—, 

dx 1 




Cette relation recurrcnte se reproduit autant de fois que la fonction y 
peut etre differentiee sans devenir nulle, en sortc qu’il y a un nombrc n 
de ces equations (e). Si actuellement on suppose, dans chacune des 
equations (e), que le second terme est rendu nul par la substitution 
d’une certaine valeur reelle de x dans une fonction derivee, on voit 
que la memo substitution donne, pour la fonction derivee precedente 
et pour celle qui suit, deux resultats dont le signe ne peut pas etre le 
mtme, En effet, la valeur de x qui, substitute dans le second terme, 
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204. APPLICATION DE L’ANALYSE ALGEBRIQUE 

On supposera n infini, et, designant par o(n,x) la fonction trans- 
eendante, on voit que l’equation 

o ( n y x ) = o 

n’est autre chose qu’un cas particulier de 1’equation 

F (n, x) — o. 

Jille appartient au systeme de toutes les equations que l’on forme en 
donnant a n dans F(n, x) les diflerentes valeurs i, 2, 3 , 4 «- 5 , ... a 
l’infini; et, comme on ne trouverait ainsi que des equations dont toutes 
les racines sont reelles, on en conclut que cette propriete, entierement 
independante du nombre n, subsiste toujours lorsque n devient plus 
grand que tout nombre donne. Alors la fonction est transcendante, et 
l’equation devient 

o(/') = o. 

Done cette equation n’a point de racines imaginaires. On pourrait 
regarder comme superflu tout examen ulterieur de l’equation <p(r)—o; 
et toutefois la conclusion deviendra encore plus conforme aux prin- 
cipes communs de l’Analyse algebrique, en le presentant comme il 
suit. 

Soit nx = r; nous avons dit que, par l’emploi des constructions, 
ou en remarquant les proprietes de l’expression de o(r) en integrale 
definie, on voit que la courbe dont l’equation est j = <p(>) a une in¬ 
finite de sinuosites, et qu’elle coupe l’axe des r en une multitude de 
points a la droite de l’origine 0 . Nous avons designe par a, j 3 , y, S, ... 
les distances de 0 a ces divers points d’intersection. Si l’on ecrit 
nx — r dans l’equation algebrique 

F(ir, n) = o, 

qui est du degre n et a ses n racines reelles, on a une transformee 
algebrique que nous designons par 
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r est I’inconnue, et toutes les racines, c’est-a-dire les valeurs de r, sont 
reelles; car on les trouverait en multipliant par le nombre n les valeurs 
de x qui sont les racines de 1 ’equation F(a?, n) — o. Or, si Ton don- 
nait au nombre entier n une valeur immensemenl grande, qui surpas- 
serait, par exemple, plusieurs millions, il est manifeste que l’equation 
algebrique 

/(/■, n) — o 

donnerait pour I’inconnue r des valeurs reelles a, b, c, d, ... extreme- 
ment peu differentes de ces racines qffe nous avons designees par a, [ 3 , 
y, 0, ..., et qui, etant prises pour r, rendent nulle la function s(r). 
Si 1 ’on remarquait une des valeurs algebriques a, b, c, d, ..., par 
exemple la quatrieme d par ordre de grandeur, on la trouverait extre- 
mement peu differente de la racine S du memo rang qui satisfait a 
l’equation transcendante cp(/-) = o. En general, chacune des valeurs 
algebriques de r donnees par 1’equation 

/(r, n) — o, 

ot designees par les quantites a, b, c, d, ..., approeho continuellement 
de la valeur du raeme rang, prise parmi les racines de l’equation 
(p(/-)=o; elle en approche d’autant, plus que le nombre nest plus grand, 
et ce nombre peut etrc tel que la difference soit moindre que toutc 
grandeur donnee. Les racines a, ( 3 , y, o, ... sont les limitcs respectives 
vers lesquelles les valeurs a, b, c, d, ... convergent de plus en plus. Le 
nombre des valeurs donnees par l’equation f(r, n) = o augmente con¬ 
tinuellement, et ces valeurs sc rapprochent infiniment des racines 
cherchees a, j 3 , y, o, .... Or l’equation f(r, n ) = o, etant algebrique, a 
toutes les proprietes elementaires dont jouissent les equations alge¬ 
briques et qui sont demontrees depuis longtemps; par consequent, les 
theoremes de Viete et d’Harriot sur la composition des equations s’ap- 
pliquent a celle-ci. 

Ainsi la fonction f(r, n ) n’cst autre chose que le produit des n fac- 
teurs du premier degre qui repondent aux n valeurs reelles a, b, c. 
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d, ... donnees par l'equation f(r, n ) = o. Nous ecrirons done l’equa- 
tion 


/(,■, «) = (i 


II no res to plus qu’a passer de cette equation au cas parliculier oil le 
nominal /> est suppose infini. 

Pour connaitre la propriety qui, dans ee cas, est exprimeo par 
l’equation (E), il suffit de porter les quantiles qui enlrenl dans cette 
equation aux limites vers lesquelles elles convergent. Or la Ibnction 
/(/•, /*) a pour liinite la function transeendanle cp(/‘): 1<“S limites des 
valeurs a, b, c, d, ... sont les nombres que nous avons designes par a, 
( 3 , y, o.On a done cette relation 


9(/,) =(■- y (—§) (—o (— v • • • * nurmi - 

On connait par ce resullat que la Ibnction transeendanle o(r) est 
formee du produit d’un nombre infini de facleurs du premier degre 
correspondants aux racines a, ( 3 , y, o, ... dont, cluieune fait evanouir 
la fonction <p(r). On regarde comrae utile de demonlrer specialement 
cette proposition pour la fonction transcendante <p(>) paree qu’il v a, 
coniine jo l’ai remarque autrefois, plusieurs cas oil le produit des I'ae- 
teui's simples ne forme pas le premier membre de la proposee. 

II resulte done de l’analyse precedenle que la fonction 9 (r) est le 
produit de tons les faeteurs du premier degre 


/• /• /• /• 

[ - _ , | __ y J - _ ? j- , ... 

oc 6 y 6 

qui correspondent aux racines. Cola pose, il est manifesto qu’auoune 
valour differente des grandeurs reellcs a, ( 3 , y, o, ... ue pourrait fa ire 
evanouir cette fonction 9 (r). En effet, un facteur tel que 1 — ne 
peutdevenir nul que si I’on fait r= a; done, si Ton donnait a ,r uno 




•207 


AUX EQUATIONS TRANSCENDANTES. 

valeur quelconque reelle ou imaginaire qui ne serait ni a, ni 
ni T> •••» aucun des facteurs ne serait nul; done le produit aurait une 
certaine valeur non nulle. Done, si Ton met pour r dans o(r) une va- 
leur quelconque, soit qu’on la suppose ou reelle ou imaginaire, et si 
elle n’est point une des racines que nous avons designees par a, j3, y, 
o, ..., la fonction cp(r) ne devient point nulle : done l’equation trans- 
cendante 

o(r) = o 

a ces racines reelles a, ( 3 , y, o, ... et n’a aucune autre racine ou reelle 
ou imaginaire. 

11 est remarquable que 1’on parvienne ainsi a demontrer que toutes 
les racines de 1’equation transcendante o(r) = o sont reelles, sans 
qu’il soit necessaire de regarder comme connue la forme des expres¬ 
sions imaginaires, que Ton sait etre celle du binome g + vv-i. 

An rcstc, cn considerant a priori que, si les equations determinees 
propres a la Theorie de la cbaleur avaient des racines imaginaires, leur 
forme ne pourrait etre que celle du binome p.-h v \j — i; on voit qu’il 
cst pour ainsi dire superflu de demontrer que les equations dont il 
s’agit ont toutes leurs racines reelles; car, la communication de la 
chalcur s’operant toujours par voie de partage, il est evident, pour 
ceux qui connaisscnt les principes de cette theorie, que 1c mouvement 
oscillatoire no peut s’elablir et subsister sans une cause exterieure. 
Cela resulte aussi dc la nature dc l’equation diflerentielle, qui, dans 
les questions dont il s’agit, ne contient pas, comme les equations dyna- 
miques, la fluxion du second ordre par rapport au temps. Or cette 
oscillation perpetuelle de la chaleur aurait lieu si l’expression du 
mouvement contcnait des quantites imaginaires. Si les equations 
determinees qui conviennent a cette theorie pouvaient avoir de telles 
racines, on ne devrait point les introduirc dans les solutions. On est 
assure d’avance qu’il faudrait les omettre. 

En recherchant la nature de ces racines, je n’ai d’autre but que de 
montrer l’accord de tous les elements analytiques dont la theorie sc 
compose. 
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II me reste a rappeler les premieres objections qui ont ete presen¬ 
tees sur la nature des equations determinees propres aux questions 
principales de la Theorie de la chaleur. Cette theorie a ete donnee 
pour la premiere fois sur la fin de l’annee 1807, dans un Ouvrage ma- 
nuscrit qui est encore depose aux Archives de l’lnstitut. Les principes 
physiques et analytiques qui servent de fondement a ces recherches 
n’ont point ete saisis d’abord; il s’est passe plusieurs annees avant 
qu’on en reconnut l’exactitudc. Aujourd’hui meme, les resultats cos- 
mologiques de cette theorie, la notion de la temperature des espaces 
planetaires, les lois mathematiques de la chaleur rayonnante, les 
equations differentielles du mouvement de la chaleur dans les liquides 
n’ont point encore fixe 1’attention de tous les principaux geometres. 
Les verites mathematiques, quoique exactement demontrecs, ne s’eta- 
hlissent qu’apres un long examen. Les theoremes gcneraux qui m’ont 
servi a integrer les equations differentielles s’appliquant a un grand 
nombre de questions physiques qui n’avaient point ete resolues, la 
connaissance de ces theoremes et la methode d’integration qui en 
derive sont devenues assez generales; mais les autres resultats de la 
theorie sont, pour ainsi dire, encore ignores. Quant a I’equation trans- 
cendante determinee qui exprime le mouvement de la chaleur dans le 
cylindre, elle se reproduitdans des recherches physiques tres diverses: 
e’est pour cette raison que j’en presente aujourd’hui l’analyse avec de 
nouveaux developpements. 

On a objecte, duranl plusieurs annees, que les equations determi¬ 
nees qui servent a exprimer le mouvement de la chaleur dans la sphere 
ont des racines imaginaires, et 1’on a cite, comme exemple, l’equation 
tres simple 

tangjj = o. 

Comme elle est formee des deux facteurs sin a? et seca?, on concluait 
qu’elle doit avoir : 

i° Les racines reelles de l’equation 


sina? = o, 
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2° Les racines de l’equation 


secx = o, 

qui ne peuvent etre qu’imaginaires. 

J’ai discute avec soin celles de ces objections qu’il m’a paru neces- 
saire de refutcr, et j’ai ecrit a ce sujet des Notes assez etendues, qui 
sont annexees au premier Memoire, et deposees aux Archives de l’ln- 
stitut. Elies ont ete communiquees a plusieurs geometres, et il n’y a 
personne qui ne puisse en prendre connaissance. Ces pieces ont ete 
remises a M. Laplace, qui, selon son usage, a bien voulu inscrirc de 
sa main la date dc la presentation, savoir le 29 octobre 1809. J’ai rap- 
pele specialement dans ces Notes l’objection relative aux racines de 
l’equation 

tang.z = o; 

et, pour la refuter, j’ai prouve, non pas que l’equation 

sccj" = o 


n’a aucune racinc ni reelle ni imaginaire, ce qui ne serait pas eonformo 
aux principes d’une analyse exacte, mais que les racines imaginaires de 
cctte equation seca? = o n’appartiennent point a l’equation tang.o; =o. 
On n’avait pas encore eu l’occasion dc remarquer qu’il y a des cas ou 
une to notion n’cst pas le produit de tous les facteurs du premier degre 
correspondant aux racines de l’equation dont le premier membre est 
la fonction elle-meme; je montrai que, pour l’equation dont il s’agit 
tanga; = o, ce produit est sina? et non point tanga;. 

Je termine ici ce Memoire, en omettant des developpements qui 
n’appartiendraient qu’aux Traites generaux d’Analyse. Ces considera¬ 
tions sur les proprietes des fonctions transcendantes, et sur leurs 
rapports avec l’Analyse algebrique, meritent toute l’attention des geo¬ 
metres. Elies montrent que les principes de la resolution des equa¬ 
tions appartiennent a l’Analyse generate, dont elles sont le vrai fonde- 
ment. 


II. 


27 
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L’etude approfondie de, la theorie des equations eclaire des ques 
tions physiques tres variees et tres importantes, par exemple cello 
que presentent les dernieres oscillations des corps, ou divers mouvc 
ments des fluides, ou les conditions do stabilite du systeme solaire 
ou enfin les lois naturolles de la distribution do la chaleur. 


SUCTION. 
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MEMOIRE 


SUR LA 

PROPAGATION DE LA CHALEUR 

DANS LES CORPS SOLIDES, 

Par M. FOURIER (>). 


Present le 21 decembre 1807 a 1 ’Institut national. 

Nouveau Bulletin des Sciences par la Socie'te' philomathique de Pans, t. I, p. na-116, 
n° 6; mars 1808. Paris, Bernard. 


L’auteur de ce Memoire s’est propose de soumettre la Theorie de la 
chaleur a l’Analyse mathematique et de verifier, par T experience, les 
resultats da calcul. Pour exposer l’etat de la question, supposons une 
barre de metal, cylindrique ct dune longueur indeterminee, plongee 
par une de scs extremites dans un fluide entretenu a une temperature 
eonstante : la chaleur se repandra successivement dans la barre; et, 
sans la pertc qui a lieu a sa surface et a son autre extremite, elle pren- 
drait dans toute son elendue la temperature eonstante du foyer; mais, 
a cause de cette perte, la chaleur ne s’etendra d’une maniere sensible 
que jusqu’a une distance du foyer dependante de la grosseur de la 
barre, de la conductibilite du metal et de son degre de poli, qui influe 
sur le rayonnement; de sorte que des thermometres places dans 1’eten- 

(i) Get Article, que nous avons d&j& signald dans FAvant-Propos du Tome I, n’est pas 
de Fourier. Signd de Finitiale P, il a ecrit par Poisson, qui dtait un des redacteurs du 
Bulletin des' Sciences pour la par tie mathdmatique. A raison de l’inter&t historique qu’il 
prdsenle comme 6lant le premier dcrit ou l’on ait fait connaitrela theorie de Fourier, nous 
avnns cru devoir le reproduire intdgralement. G. D. 
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due de cette distance s’eleveront gradueilement et finiront par arriver 
a un etat stationnaire, dans Iequel leurs elevations seront d’autant 
moins grandes qu’ils seront plus eloignes du foyer. 

M. Biot a fait voir par une experience directe ( Physique de Fischer, 
p. 84) que ces elevations decroissantes forment une progression geo- 
metrique, lorsque les thermometres sont equidistants. 

C’est, en effet, ce qui doit avoir lieu si, d’apres le principe connu 
de Newton, la perte de la chaleur dans Fair, en chaquo point de la 
barre, est proportionnelle a l’exces de la temperature de ec point sur 
celle de Fair, et s’il en est de meme a Fegard de la chaleur eommuni- 
quee par une tranche quelconque de la barre a la suivante; l’expe- 
rience que nous citons peut done servir de demonstration a ce prin¬ 
cipe, le seul que M. Fourier emprunto de la Physique, et sur Iequel il 
appuie toute son Analyse. 

Maintenant, si Fon retire le foyer constant de chaleur et que Fon 
abandonne la barre a elle-meme, les thermometres s’abaisseront, et 
Fon peut demander quelle sera, apres un terme donne, la hauteur de 
Fun quelconque d’entre eux. On comjoit done que la distribution de la 
chaleur dans un corps solide offre deux problemes principaux a re- 
soudre : i° ce corps etant soumis a Faction d’un ou plusieurs foyers de 
chaleur constante, determiner la temperature de chacun de ses points, 
interieurs ou exterieurs, lorsque cette temperature sera parvenuc a 
Fetat stationnaire; 2 0 les foyers de chaleur etant supprimes et le corps 
abandonne a lui-memc, ou, plus generalement, le corps ayant ete 
chauffe d’une maniere quelconque, determiner, apres un temps donne, 
la temperature de chacun de ses points, ce qui fera connaitre la loi 
suivant laquelle s’effectue leur refroidissement. 

Cette temperature varie avec le temps et la position du point auquel 
elle appartient; elle est done une fonction des coordonnees de ce point 
et du temps. M. Fourier obtient, pour la determiner, une equation aux 
differences partielles, savoir 

dv (d l v d^-v\ 

dt a \ dx 1 dy 2 ds ' 2 ) ’ 
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dans laquelle v est la temperature, t le temps, x, y, s les trois coor- 
donnees rectangulaires du point, et a un coefficient constant. Cette 
equation convient a tous les points d’un corps homogene de figure 
quelconque; mais M. fourier y joint, dans chaque cas particulier, 
d autres equations qui n’ont lieu qu’a la surface, et qui servent a deter¬ 
miner une partie des arbitraires qu’introduit 1 ’integration. La re¬ 
cherche do ces nouvelles equations est un point deli cat de la Theorie 
dc la chaleur, qui merite de fixer 1’attention des physiciens geo- 
metrcs. 

Lorsque le corps est parvenu a l’etat stationnaire, les temperatures 
dc tous les points sont invariables; on a done 


dv 

dc ~° 

et, par consequent, 

d*v d i (> _ 

dxr " + ’ dy i dz 1 °" 

Cette equation, quoique plus simple que la precedente, n’est point 
encore integrablc sous forme finie. 

Apres avoir donne les equations generales relatives au mouvement 
de la chaleur eta son etat stationnaire, M. Fourier considere differents 
cas particulicrs, parmi lesqucls nous choisirons le suivant, pour faire 
connaitrc les procedes d’Analyse qu’il emploie. 

On demande la temperature des differents points d’une lame rectan- 
gulaire, d’une longueur indefinie et d’une epaisseur constante, lorsque 
cette temperature est parvenue a l’etat stationnaire. 

Les cotes de la lame paralleles a la longueur sont entretenus con- 
stamment a zero, qu’on suppose etre la temperature primitive de la 
lame entiere. Les points dc l’une de ses extremites sont des foyers de 
chaleur constante, de sorte que leur temperature est donnee et peut 
etre differente d’un point a un autre. On fait abstraction de l’epaisseur 
de la lame et du rayonnement, eii sorte que, en prenant le plan de la 
lame pour celui des xy, on pourra supprimer la coordonnee s, et 
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1’equation relative a l’etat stationnaire se reduira a 

v <y-v __ 
dx* dy- °’ 

dont l’integrale est 

c = fonct.(^ •+- y ^ —i) -+- fonct. (# — y \/ —i). 

Au lieu de cetle integrate complete, qui a l’inconvenient de ren- 
fermer des imaginaires, M. Fourier emploie la somme d’une infinite 
d’integrales particulieres, savoir 

v — ( ae~ nx + be nx ) cos ny -4- (a 1 e~ n ' x h- b’e n>x ) cos n'y + . . . 

-h (ke~ mx -{- l&e mx )&\\\my -+- ( k'e~ m ' x ~k- We m ' x ) cos m' y -h . . ., 

a, a', ..., b, b', A, A', B, B', n, n' . m, m', ... etant des 

constantes arbitraires. Si l’on suppose, pour simplifier, la lame sem- 
blablement echauffee de part et d’autre de la ligne qui la partage en 
deux parties egales dans le sens de sa longueur, et que Ton prenne 
cettc ligne pour axe des x, les sinus sin my, sin m'y, ... devront etre 
exclus de la valeur de v. De plus, en prenant pour unite la demi-iar- 
geur de la lame, la condition qu’on ait v = o quand y = ± r, quelle 
que soit la valeur de v, exigc que les arbitraires n, n ', n, ... soientla 

,35 

suite des quantites -u, -it, -ir,..., tt designant la demi-circonference. 

Enfin, la temperature devant decroitre a mesure que Ton s’eloigne du 
foyer de chaleur eonstante, la valeur de v nc doit pas renfermer les 
exponentielles e nas , e ,l ' x , ... dont les exposants sont positifs; eette va¬ 
leur deviendra done 


(i) 


7T.r . 7TX 

• - — ny , -a—- 
: ae * cos — a e 2 
2 


cos 3 


ny 


■ a e 


s 7 C X 

2 cos 5 


ny 

2 


II lie reste plus que les coefficients a , a\ a", ... a determiner; or, si 
Ton fixe l’origine des x au foyer de chaleur eonstante, la valeur de e 
relative u = o sera donnee en fonction de y; soit alors v = <p(j), on 


aura 
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Multipliant de part et d’autre par cos(2?'+i)et integrant ensuite 
depuis y = — i jusqu’a y = -+- i, il vient 


a i—I o(_y) COS(2J -hi) —rfj, 

_i 2 


car il cst facile de s’assurer que l’integrale 


J cos(2«4- i)^ cos(2«'-|-i) ~~dy, 

prise depuis y = — i jusqu’a y — -+- 1, est nulle, excepte dans le cas 
de i = i' , oil clle est egale a i. Dans quelques cas particuliers, l’inte- 
gralc definie devra etre prise entre d’autres limites, sans quoi Foil 
trouvcrait a t = o, pour toutes les valeurs de i. 

Les coefficients a, a', a", ... etant ainsi determines, M. Fourier sub- 
stitue la serie (2) a la fonction f (y), en observant que ces deux quan- 
lites ne sont egales que depuisy = — 1 jusqu’a y = -}— 1 : hors de ces 
limites, la serie ne coincidera plus avec la fonction, a moins que les 
valeurs de la fonction ne soient periodiques comme celles de la serie. 

Maintenant la serie (1) ne renferme plus ricn d’inconnu; par conse- 
quenl, clle donnera la temperature de la lame en un point quelconque, 
ce. qu’il s’agissait de trouver. Tous les termes decroissent a mesure 
que Ton s’eloignc du foyer, lc premier beaucoup moins rapidement 
que les autres; de sortc qu’a une grande distance ceux-ci peuvent 
etre negliges par rapport a ce premier terme, et alors on a simple- 
men t 

TU.r 

-~r ity 
v=zae 1 cos- 1 -: 

2 3 


d’oii il suit qu’a cette distance la loi des temperatures devient inde- 
pendantc du mode d’echauffement du foyer. 

Lc cas particulicr de la lame est le plus simple de ceux que M. Fou¬ 
rier a considered. C’est, pour ainsi dire, une hypothese pucement 
mathematique, qui ne saurait avoir lieu dans la nature, et ou les con¬ 
ditions relatives aux limites du corps sont de simples conventions. 
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M. Fourier traite les autres cas qu’il considere par des precedes d’a- 
nalyse analogues, mais plus compliques; il remplace de meme l’inte- 
grale complete par une.somme infinie d’integrales particuli'eres ; et de 
cette maniere la temperature variable de chaque point du corps, a nn 
instant quelconque, se trouve representee par une serie de termes 
dont les coefficients s’expriment, comme plus haut, par des integrates 
definies. Chacun de ces termes a pour facteur une exponcntielle; et, 
celle dont l’exposant cstle plus petit, en les supposant tous reels, de¬ 
croissant avec beaucoup moins de rapidite que les autres, il s’ensuit 
qu’apres un certain temps ce terme reste seul dans l’expression de la 
temperature : alorsles temperatures des points exterieurs et interieurs 
commencent k decroitre d’une maniere reguliere, independante de la 
distribution primitive de la chaleur, et en progression geometrique 
pour des intervalles de temps egaux. C’est, en effet, ce qu’ont trouve 
les differents physiciens qui ont determine par l’experience la loi du 
refroidissement des corps places dans un air a une temperature moindre 
que celle de ces corps; mais, selon M. Fourier, cette loi ne se mani- 
feste pas immediatement, mais bien a partir do l’epoque oil la valeur 
de la temperature variable peut etre censee reduite a son premier 
terme. 

La raison de la progression geometrique qui exprime lc refroidisse¬ 
ment final d’un corps et, par consequent, la vitesse de ce refroidisse¬ 
ment dependent des dimensions, de la forme et de la matiere du corps. 
Dans les spheres de tres petits diametres et de meme matiere, le temps 
necessaire pour un abaissement donne de temperature cst propor¬ 
tioned au diametre; il croit, au contraire, comme le carre du diametre, 
dans les spheres tres grandes; il en est de meme dans les cubes tres 
petits et les cubes tres grands; enfin, en comparant ces temps dans 
un cube et dans la sphere inscrite, on trouve qu’ils sont entre eux 
comme 4 est a 5 . 

Le Memoire dont nous rendons compte est termine par lc detail des 
experiences que l’auteur a faites pour verifier les resultats de son 
analyse, et qu’il se propose de repeter avec des instruments plus pre- 
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cis. La plus remarquable est celle qui est relative au refroidissement 
d’un anncau metallique; on observe que bientot l’anneau parvient a 
un etat dans lcquel la somme des temperatures des deux points places 
aux extremites d’un meme diametre est la meme pour tous les dia- 
metres, et qu’une fois parvenu a cet etat, il Ie conserve jusqu’a son 
on tier refroidissement. M. Fourier a verifie que cette propriety du refroi¬ 
dissement final est independante de la distribution primitive de la 
chaleurdans l’anneau, et sur ce point l’experience s’est trouvee d’ac- 
cord avec son analyse qui l’avait conduit au meme resultat. 


P. 
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de la masse, et a la perte de chaleur qui s’opere a la superficie, soit par 
le contact, soit par 1 ’irradiation. Cette dcrniere question est la plus 
generate de toutes celles qui aient ete resolues jusqu’ici dans cette 
nouvelle branche de la Physique. Elle comprend, comme une question 
particuliere, cellequi suppose que tous les points du solide ont recu la 
memo temperature initiate; elle comprend aussi une autre recherche, 
qui est un des elements principaux de la theorie de la chaleur, ct qui 
a pour objet de demontrer les lois generates de la diffusion de la cha- 
leur dans une masse solide dont les dimensions sont infmies. 

La premiere question, qui concernela temperature des espaces clos, 
interesse les arts et l’economie publique. Ce sujet est entiercmcnt 
nouveau; on n’avait point encore cherche a decouvrir les relations qui 
subsistent entre les dimensions d’une enceinte solide, formee d’une 
substance connue, et l’elevation de temperature quo doit produire une 
source constante de chaleur placee dans l’espace que cettc enceinte 
termine. 

On exposera successivement l’objet et les elements de chaque ques¬ 
tion, les principes qui servent a la resoudrc, et les resultats de la 
solution. 


PREMIERE PARTIE. 

DE LA. TEMPERATURE DES HABITATIONS. 

On suppose qu’un espace d’une figure quelconque est ferme de 
toutes parts, et rempli d’air atmospherique; l’cnceinte solide qui le 
termine est homogene; elle a la meme epaisseur dans toutes ses par¬ 
ties, et ses dimensions sont assez grandes pour que le rapport do la 
surface interieure a la surface exterieure differe peu de l’unite. L’air 
exterieur conserve une temperature fixe et donnee; l’air interieur est 
expose k Paction constante d’un foyer dont on connait l’intensite. On 
peut concevoir, par exemple, que cette chaleur constante est celle que 
fournit continuellement une surface d’une certaine etendue, et que 
l’on entretient a une temperature fixe. La question consiste a deter- 
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miner la temperature qui doit resulter de cette action d’un foyer inva¬ 
riable indefiniment prolongee. Afin d’apercevoir plus distinctement 
les rapports auxquels les effets de ce genre sont assujettis, on consi- 
dere ici la temperature moyenne de l’air contenu dans l’espace, et l’on 
suppose d’abord qu’une cause toujours subsistante mele les differentes 
parties de cet air interieur, et en rend la temperature uniforme. On 
fait aussi abstraction de plusieurs conditions accessoires, telles que 
Finegale epaisseur, la diversite d’exposition qui fait varier 1’influence 
de la temperature exterieure. Aucune de ces conditions ne doit etre 
omise dans les applications; mais il est necessaire d’examiner, en pre¬ 
mier lieu, les resultats des causes principales; les sciences mathema- 
tiques n’ont aucun autre moyen de decouvrir les lois simples et con- 
stantes des phenomenes. 

3 . On voit d’abord que la cbaleur qui sort a chaque instant du foyer 
eleve de plus en plus la temperature de Fair interieur, qu’elle passe de 
ce milieu dans la masse dont l’enceinte est formee, qu’elle en augmente 
progressivement la temperature, et qu’en meme temps une partie de 
cette chaleur, parvenue jusqu’a la surface exterieure de l’enceinte, so 
dissipe dans Fair environnant. L’effet que l’on vient de decrire s’opere 
continuellement; Fair interieur acquiert une temperature beaucoup 
moindre que celle du foyer, mais toujours plus grande que celle de la 
premiere surface de l’enceinte. La temperature des differentes parties 
de cette enceinte est d’autant moindre qu’elles sont plus eloignees de 
la premiere surface; enfin la seconde surface est plus echauffee que 
Fair exterieur, dont la temperature est constante. Ainsi la chaleur du 
foyer est transmise a travers l’espace et l’enceinte qui le termine; ellc 
passe d’un mouvement continu dans Fair environnant. 

Si l’on ne considerait qu’un seul point de la masse de l’enceinte et 
que l’on y plagat un thermometre tres petit, on verrait la temperature 
s’elever de plus en plus, et s’approcher insensiblement d’un dernier 
etat qu’elle ne peut jamais outrepasser. Cette valeur finale de la tem¬ 
perature n’est pas la meme pour les differentes parties de l’eneeinte j 
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elle est d’autant moindre que le point est plus eloigne de la surface 
interieure. 

4 . II y a done deux effets distincts a considered L’un est l’ecliauffe- 
ment progressif de 1’air et des differentes parties de I’enceinte qui le 
contient; l’autre est le systeme final de toutes les temperatures deve- 
nues fixes. C’est l’examen de ce dernier etat qui est l’objet special de 
la question. 

Ala verite, les temperatures ne peuvent jamais atteindre a ces der- 
nieres valeurs, car cela n’aurait lieu exactement qu’en supposant le 
temps infini; mais la difference devient de plus en plus insensible, 
comme le prouvent toutes les observations. II faut seulement remar- 
quer que l’etat final a une propriety qui le distingue, et qui doit servir 
de fondement au calcul. Elle consiste en ce que cet etat peut subsister 
de lui-meme sans aucun changement, en sorte qu’il se conserverait 
toujours s’il etait d’abord forme. 

II en resulte que, pour connaitre le systeme final des temperatures, 
il suffit de determiner celles qui ne changeraient point si elles etaient 
etablies, en supposant toujours que le foyer retient une temperature 
invariable, et qu’il en est de meme de l’air exterieur. Supposons que 
Ton divise l’enceinte solide en une multitude de couches extremcment 
minces, dont chacune est comprise entre deux bases paralleles aux 
surfaces de l’enceinte; on considerera separement l’etat de l’une de 
ces couches. II resulte des remarques precedentes qu’il s’ecoule con- 
tinuellement une certaine quantite de chaleur a travers chacune des 
deux surfaces qui terminent cette tranche. La chaleur penetre dans 
1 ’interieur de la tranche par sa premiere surface, et, dans le meme 
temps, une partie de celle que cette masse infiniment petite avait 
acquise auparavant en sort a travers la surface opposee. Or il est 
evidemment necessaire que ces flux de chaleur soient egaux pour que 
la temperature de la tranche ne subisse aucun changement. Cette 
remarque fait connaitre en quoi consiste l’etat final des temperatures 
devenues fixes, et comment il difiere de l’etat variable qui le precede. 
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Le mouvement de la chaleur a travers la masse de l’enceinte deviei 
uniforme lorsqu’il entre, dans chacune des tranches paralleles do: 
cette enceinte est composee, une quantite de chaleur egale a celle q 
en sort dans le meme temps. Le flux est done le meme dans toute 
profondeur de l’enceinte, et il est le meme a tous Ies instants. On ( 
connaitrait la valeur numerique si l’on pouvait recueillir toute 
quantite qui s’ecoule pendant l’unite de temps a travers une surfac 
quelconque tracee parallelement a celles qui terminent l’enceinte. I 
masse do glace, a la temperature zero, que cette quantite de chalei 
pourrait convertir en eau sans en elever la temperature, exprimera 
la valeur du flux qui penetre continuellement l’enceinte dans l’eti 
final et invariable. Cette meme quantite de chaleur est necessairemei 
cquivalente a celle qui sort pendant le meme temps du foyer et pass 
dans l’air interieur. Elle est egale aussi a la chaleur que cette men 
masse d’air communique a 1’enceinte a travers la premifere surfaci 
Enfin elle est egale a celle qui sort pendant le meme temps de la su 
face exterieure de 1 ’enceinte, et se dissipe dans Fair environnan 
Cette quantite de chaleur est, a proprement parler, la depense de 
source. 

5 . Les quantites connues qui entrent dans le calcul sont les su 
vantes : 

f designe l’etendue de la surface du foyer; 
a la temperature permanente de cette surface; 
b la temperature de Fair extericur; 
e Fepaisseur de l’enceinte; 
s l’etendue de la surface de l’enceinte; 

K la conducibilite specifique de la matiere de l’enceinte> 
h la conducibilite interieure de l’enceinte; 

H la conducibilite de la surface exterieure; 
g la conducibilite de la surface du foyer. 

On a explique dans des Memoires precedents la nature des coefficien 
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h, H, g, K, et Ies observations propres a les mesurer. Les trois quan¬ 
tites dont il faut determiner la valeur sont : oc, temperature finale de 
fair interieur; [ 3 , temperature finale de la premiere surface de l’en- 
ceinte; y, temperature finale de la surface exterieure de l’enceinte. On 
designe par A l’elevation finale de la temperature ou l’exces a — b, et 
par $ la depense de la source ou la valeur du flux constant qui penetre 
toutes les parties de I’enceinte. On rapporte cette quantite <I> a une 
seule unite de surface; c’est-a-dire que la valeur de mesure la quan¬ 
tite de chaleur qui, pendant 1’unite de temps, traverse l’aire egale a 
l’unite. dans une surface quelconque parallele a celles de l’enceinte ; 
$ exprime, en unites de poids, la masse de glace quo cette chaleur 
resoudraiten eau. 

Les quantites precedentes ont entre elles des relations tres simples, 
que Ton peut decouvrir sans former aucune hypothese sur la nature de 
la chaleur. II suffit de considerer la propriete que la chaleur a de so 
transmettre d’unepartie d’un corps a un autre, et d’exprimer les lois 
suivant lesquelles cette propriete s’exerce. La connaissance des causes 
n’est point un element des theories mathematiques. Quelle que soit la 
diversity des opinions sur la nature de la chaleur, on voit que les ex¬ 
plications qui paraissent d’ailleurs les plus opposees ont une partie 
commune, qui est fort importante puisqu’on en peut deduire les con¬ 
ditions mathematiques auxquelles les effets sont assujettis. 

Les propositions fondamentales de cette theorie ne sont ni moins 
simples, ni moins rigoureusement demontrees que celles qui forment 
aujourd’hui les theories statiques ou dynamiques. Il est necessaire de 
faire a ce sujet les remarques suivantes : les coefficients K, h, H et le 
coefficient qui mesure la capacite de chaleur doivent ici etre regardes 
comme des quantites constantes, mais, en general, ils varient avec les 
temperatures, lorsqu’elles sont elevees. Dans l’etat actuel de la Phy¬ 
sique, on ne connait que tres imparfaitement les variations de ces 
coefficients. Le coefficient relatif a la capacite ne subit que des varia¬ 
tions presque insensibles pour des differences de temperatures beau- 
coup plus grandes que celles que l’on considere ici. Le nombre K n’a 
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ete mesure que pour une seule substance, mais diverses observations 
montrent qu’il conserve une valeur sensiblement constante pour des 
temperatures moyennes. 

Le coefficient h est plus variable; il depend de l’espece du milieu 
elastique, de sa vitesse, de sa pression, de la temperature et de l’etat 
des surfaces. On ne connait point exactement la marche de ses varia¬ 
tions; on est seulement assure que sa valeur ne change point lorsque 
la difference des temperatures est peu considerable. 

En general, soit que ces coefficients represented des nombres con¬ 
stants ou des fonctions connues de la temperature, on exprime tou- 
jours par les memes equations les proprietes de l’etat final, ou celles 
de I’etat variable qui le precede. Ainsi, la question est reduite dans 
tous les cas a une question ordinaire d’analyse, ce qui est le veritable 
objet dc la Theorie. 


6 . Pour que le systeme des temperatures soit permanent, il faut 
que chaque tranche infiniment petite de l’enceinte recoive a cliaque 
instant par une surface,, etperde par la surface opposee, une quantite 
dc chaleur egale a celle qui sort du foyer. Cette condition fournit les 
trois equations suivantes, qui sont pour ainsi dire evidentes d’elles- 
memes. Elies derived immediatement d’une proposition elementaire 
dont on a donne aillcurs la demonstration. 


fg(ci — u)= hs (a — (3), 

K ? 

fg{ci — a) = — ((3 — 7), 


Jg{a — a) =Hs(y — b). 


On en conclut 


a — 


b = (a — b) 



i 

H 


s 

Jg 



H 


On a designe par $ la depense de la source rapportee a l’unite de 
surface; l’expression de cette quantite est (a — a), et sa valeur en 
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quantites connues est donnee par Fequation 


On en conclul 




a • 


s i e i 
_ + _ + _ + _ 




e 

K 


h; 


En designant par A l’exces de la temperature fixe de Fair interieur 

J g I 

sur celle de Fair exterieur, et par M le nombre connu j + g -+- on 
aura 

Nous allons maintenant indiquer les resultats de cette solution : 
i° On reconnait d’abordque le degre de l’echauffement, c’est-a-dire 
l’exces A de la temperature finale de Fair interieur sur la temperature 
del’air exterieur, ne depend point de la forme de Fenceinte, ni du vo¬ 
lume qu’elle determine, mais du rapport j de la surface dont la chaleur 

sort a la surface qui la reqoit, et de l’epaisseur e de Fenceinte. 

a 0 La capacite de chaleur de l’enveloppe solide et celle de Fair n’en- 
trent point dans l’expression de la temperature finale. Cette qualite 
influe sur l’echauffement variable, mais elle ne concourt pas a deter¬ 
miner la valeur des dernieres temperatures. 

3 ° Le degre de Fechauffement augmente avec l’epaisseur do Fen¬ 
ceinte, et il est d’autant moindre que la conducibilite de l’enveloppe 
solide est plus grande. Si l’on doublait l’epaisseur, on aurait le meme 
resultatque si la conducibilite eta it deux fois moindre. Ainsi, Fomploi 
des substances qui conduisent difficilement la chaleur permet de 
donner peu de profondeur a Fenceinte. L’etfet que Fon obtient no 
depend que du rapport de l’epaisseur a la conducibilite specifique. 

4 ° Les deux coefficients h et H, relatifs aux surfaces interieure et 
exterieure, entrent de la meme maniere dans l’expression de la tem¬ 
perature. Ainsi la qualite des superficies ou de Fenveloppe qui les 
couvre procure le meme resultat final, soit que cet etat se rapporte a 
l’interieur ou a l’exterieur de Fenceinte. 
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5 ° Le degre de l’echauffemcnt ne devient point nul lorsqu’on rend 
Fepaisseur infiniment petite. La resistance que les surfaces opposent 
a la transmission de la chaleur suffit pour determiner Felevation de la 
temperature. C’est pour celte raison que Fair peut conserver assez 
longtemps sa chaleur lorsqu’il est contenu dans une enveloppe 
flexible tres mince. Dans ce cas, la temperature de la premiere surface 
ne differe point de cclle de la seconde, et, si elles ont la meme condu- 
cibilite relative a Fair, leur temperature est moyenne entre celles de 
Fair interieur et de Fair exterieur. 

6 ° En comparant la temperature acquise par Fair interieur a la 
quantite de chaleur qui sort du foyer et traverse l’enceinte, on voit 
que, sans augmenter la depense de la source, on peut augmenter le 
degre final de Fechauffement; soit en donnant une plus grande epais- 
seur a Fenceinte, soit en la formant d’une substance moins propre a 
conduirc la chaleur, soit en changeant l’etat des surfaces par le poli 
ou les teintures. 

7° Les coefficients A, K, H qui dependent de l’etat des surfaces ou 
de la matiere de Fenceinte sont regardes ici comme des quantites 
donnees. En effet, ils peuvent etre determines directement par Fob- 
scrvation. Mais les experiences propres a mesurer la valeur de K n’ont 
encore etc appliquees qu’a une seulc substance (le fer forge); on ne 
connaitcettc valour pour aucune autre matiere. II fautremarquer qu’il 
entre, dans Fcxpression do la temperature, un coefficient compose M, 
dont on peut trouver la valeur numerique par une observation, ce qui 
dispenscrait de mesurer separement les quantites A, H, e, K. Ce coef¬ 
ficient compose est le rapport de Felevation A de la temperature a la 
depense I du foyer pour Funile de surface. II exprime la qualite phy¬ 
sique que l’on a en vue lorsque, en comparant plusieurs habitations, 
on.estime que les unes sont plus chaudes que les autres. 

Plus la valeur de ce coefficient est grande, plus il est facile de pro¬ 
curer une haute temperature, dans un espace donne, sans augmenter 
la depense de la source. II change avec Fepaisseur et la nature de 
II. 3o 
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Fenceinte, et mesure precisement, pour plusieurs sortes do clotures, 
la propriete qu’elles ont tie retenir la chaleur, en opposant une resis¬ 
tance plus ou moins grande a son passage dans Fair extericur. 

Si le meme espace est echauffe par deux ou par un plus grand 
nombre de foyers de differentcs espeees, ou si la premiere enceinte 
est elle-meme contenue dans une seconde enceinte separee de la pre¬ 
miere par une masse d’air, on determine suivantles memes principes 
le degre de 1 ’echauffement et les temperatures des surfaces. Les solu¬ 
tions generates de ces deux questions ont ete rapporlees dans le 
Memoire. On suppose dans la premiere un nombre indefini de foyers, 
qui different par leurs temperatures et leur etendue; on suppose dans 
la seconde un nombre indefini d’enceintes qui different par l’espece 
de la matiere et par la dimension. 

Les expressions que cette analyse fournit montrent clairement 
l’effet de chaque condition donnee. On voit, par exemple, que des 
enveloppes solides separees par fair, quelque petite que soit leur epais- 
seur, doivent contribuer pour beaucoup a l’elevement de la tempera¬ 
ture. On reconnait aussi qu’en divisant l’enceinte en plusieurs autres, 
en sorte que l’epaisseur totale demeurat toujours la memo, on procu- 
rerait, avec le meme foyer, un tres haut degre d’echauffemcnt, par la 
separation des surfaces. 

Plusieurs des resultats que Ton vient d’indiquer etaient devenus 
sensibles par l’experience memo. II est difficile, en effet, qu’un long 
usage ne fasse point connaitre des resultats aussi constants. La theorie 
actuelle lesexplique, les ramene a un meme principe et en donne la 
mesure exacte. Au reste, toutes les remarques qui precedent sont 
beaucoup mieux exprimees par les equations elles-memes; il n’y a pas 
de langage plus distinct et plus clair. On aurait omis cette enumera¬ 
tion, s’il ne s’agissait point ici d’une question qui n’a pas encore etd 
traitee, et sur laquelle il peut etre utile d’appeler l’attention. 

8 . On sait que les corps animes conservent une temperature sensi- 
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de Fair, et l’extinction progressive des rayons de chaleur qui accom- 
pagnent la lumiere solaire. En general, les theoremes qui concernent 
Fechauffementdes espaces clos s’etendenta des questions tres variees. 
On peut y recourir lorsqu’on veut estimer d’avance etregler les tempe¬ 
ratures avec quelque precision, comme dans les serres, les ateliers, 
ou dans plusieurs etablissements civils, tels que les hopitaux, les 
lieux d’assemblee. On pourrait dans ces diverses applications avoir 
egard aux conditions variables que nous avons omises, comme les 
inegalites de l’enceinte, [’introduction de Fair, et l’on connaitrait 
avec une approximation suffisante les changementsque ces conditions 
apportent dans les resultats. Mais ces details detourneraient de l’objet 
principal, qui est la demonstration exacte des elements generaux. 

9. Nous avons remarque plus haut que les trois coefficients speci- 
fiques qui represented la capacite de chaleur, la conductibilite exte- 
rieure et la conductibilite propre sont sujets a quelques variations 
dependantes de la temperature. Les experiences les indiquent; mais 
elles n’en ont point encore donne la mesure precise. Au reste, ces 
variations sont presque insensibles si les differences de temperature 
sont peu etendues. Cette condition a lieu pour tous les phenomenes 
naturels qu’embrasse latheorie mathematique de la clialeur. Les varia¬ 
tions diurnes et annuelles des temperatures interieures de la Terre, 
les impressions les plus diverses de la chaleur rayonnante, les inega¬ 
lites de temperature qui occasionnent les grands mouvements de Fat- 
mosphere et de l’Ocean sont comprises entre des limites assez peu 
distantes pour que les coefficients dont il s’agit aient des valours sen- 
siblement fixes. 

10. On a considere jusqu’ici la partie de la question qu’il importe 
le plus de resoudre completement : savoir l’etat durable dans lequcl 
les temperatures acquises demeurent constantes. La meme theoric 
s’applique a Fexamen de l’etat variable qui precede, et de celui qui 
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aurait lieu si, le foyer etant supprime ou perdant peu a peu sa cha- 
leur, l’enceinte solide et l’air qu’elle contient se refroidissaient suc- 
cessivement. Les conditions physiques relatives a ces questions sont 
rigoureuscment exprimees par l’analyse qui est Fobjet du Memoire. 
x\insi, toute recherche de ce genre est reduite a unc question de 
Mathematiques pures, et dependra desormais des progres que doit 
faire la science du calcul. Les equations qui se rapportent a l’etat 
permanent sont resolucs par les premiers principes de l’Algebre; cellos 
qui expriment l’etat precedent appartiennent a une autre branche de 
calcul. Ces questions sont analogues a celle qui a pour objet de deter¬ 
miner le mouvement varie de la chaleur dans un prisme rectangulairc. 
C’est pour cette raison que l’on a reuni dans ce Memoire les recherches 
sur la temperature des habitations a celle de la distribution de la cha¬ 
leur dans lesprismes. Cette derniere question est l’objet de la seconde 
Partie. 

On terminera cet Extrait de la premiere Partie on rapportant les 
equations differentielles qui expriment Fechauffemcnt variable de l’air 
dans une enceinte exposee a Faction constante d’un foyer. Outre les 
quantites connucs dont ou a deja fait l’enumeration, on designera 
par V le volume de Fair interieur, par C la capacite de chaleur de la 
substance qui forme Fenceinte. 

Les temperatures de Fair interieur et de Fenceinte ne sont point 
des quantites constantes comme dans les cas precedents. Elies varient 
avee le temps. Celle de Fair est une fonction a du temps t\ celle d’un 
point m quclconque de Fenceinte est une fonction v de deux indeter- 
minecs, dont l’unc est le temps ecoule t, et l’autre est la distance a?du 
point a la surface. 

w 

11. La variation de temperature qu’un point quelconque subit a la 
surface pendant un instant infiniment petit est proportionnelle a 
la difference entre la quantite de chaleur qu’il re?oit et celle qu’il 
perd. II est facile d’exprimer cette condition au moyen des proposi¬ 
tions elementaires dont on a donne ailleurs la demonstration. On en 
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deduit les quatre equations suivantes : 


do _ d*e 
dt dx* ’ 


.do 


K + h {a — c) = o [x — o), 
K^-t-H(i' —6) = o (x~e). 


f 


hs 

CV 


(a — (*): 


doc 

~dt 


(X: 


La premiere est lineaire et aux differences partielles du second 
ordre, mais ne devant contenir dans son integrate qu’une fonction 
arbitraire. 

Les deux suivantes se rapportent aux extremites de l’enccinte; clles 
expriment les conditions dumouvement de lachaleur al’une et al’autre 
surface. 

La derniere equation differentielle represente les variations de la 
temperature de l’air. 

Ces equations contiennent tous les elements physiques de la ques¬ 
tion, et suffisent pour determiner les inconnues lorsque les tempera¬ 
tures initiales sont donnees. 


12. Pour les appliquer au cas ou les temperatures s’abaisscnt apres 
la suppression du foyer, il faudrait supposer nulle l’etcndue ou la con- 
ductibilite de la surface qui communique la clialcur. On aurait un 
resultat tres different si 1’on se bornait a supposer nulle la tempera¬ 
ture de cette surface. 

On peut aussi deduire de ces expressions generates la connaissance 
de l’etat final; il suffit de considerer que les variations qui dependent 
du temps doivent etre nulles, puisque le systeme des temperatures ne 
subit point de changement. Si, en effet, on introduit cette condition, 
en omettant les termes differentiels relatifs au temps, on trouve les 
memes equations que celles qui ont ete rapportees plus haut. On les 
trouverait encore au moyen des integrates des equations precedentes, 
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en attribuant une valeur infinie au temps ecoule. Au reste, ces con¬ 
siderations sont toutes de la raeme nature; elles ne different que par 
la maniere de les exprimer. On voitpar ces remarques que la recherche 
dcs temperatures constantes apparticnt a une question plus etendue, 
qui comprend tous les etats variables, depuis les systemes entierement 
arbitraires des temperatures initiates, jusqu’au systeme final, qui est 
toujours le meme, quel que soit le premier etat. Mais on peut deter¬ 
miner directement les valeurs constantes des temperatures. Les resul- 
tats de cette recherche offrant des applications multipliees, il est utile 
d’en repandre la connaissance, en les deduisant des premiers elements 
du calcul. 
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Bulletin des Sciences par la Societe philomathicjue , p. 61-67; avril 1818. 


1. Etant donnee une equation algebrique o(x) = o, dont les coef¬ 
ficients sont exprimes en nombres, si Ton connait deux limites a ct b 
entre lesquelles une des racincs veelles est comprise, il est facile d’ap- 
procher de plus on plus do la valeur exacte de cette racinc. Lc precede 
le plus simple que Ton puisse suivre dans cette recherche est celui quo 
Newton a propose. II consiste a substituer, dans l’equation 

?(^’) — o, 

a + r au lieu de x. On omet dans le resultat lous les termes qui con- 
tiennent les puissances de y supericures a la premiere, et Ton a une 
equation de cette forme 

my — n = o, 

dans laquelle les quantites m ct n sont des nombres connus. On en 
conclut la valeur de y qui, etant ajoutee a la premiere valeur appro- 

chec a, donne un resultat beaucoup plus voisin de la racinc 

cherchec que nc l’etait la premiere valeur. Dcsignant ce resultat par 
a', on emploie de nouveau le meme procede pour obtenir une troi- 
sieme valeur beaucoup plus rapprochee quo a!, etl’on continue ainsi 
a determiner des valeurs de plus en plus exactcs de la racinc reelle 
comprise entre les premieres limites, etc. On pourrait aussi appliquer 
ce calcul a la limite b, consideree comme une premiere valeur appro- 
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chee, et Ton decluirait des valeurs successives qui scraient de plus en 
plusvoisines de la meme racine. 

Cette method'e d’approximation est un des elements les plus gene- 
raux et les plus utiles de toutc l’Analyse; c’est pour cela qu’il importe 
beaucoup de la completer et d’obvier a toutes les difficulties auxquelles 
elie peut etre sujette. 

2. On a remarque depuis longtemps que, si les deux premieres 
limites ne sont point assez approchees, aucune d’ellcs no pout servir 
a donner des valeurs successives; au lieu de conduire a des valeurs 
approchees de la racine, dies donneraient des nombres qui s’eloigne- 
raientdeplus en plus de cette racine. 

L’inventeur supposaitque la valour de la racine etait dcja connue a 
moins d’un dixieme pres de cette valeur. Mais il est evident que cette 
condition, ou n’cst point necessaire, ou n’est point suffisante, selon la 
grandeur des coefficients. L’illustre auteur du 'fraud de la resolution 
des equations numeriques remarque (') que cette question a d’autant 
plus de difficulty que la condition qui doit rendre l’approximation 
cxacte depend des valeurs de toutes les racines inconnues. 

On voit done qu’il est necessaire d’assigner un caractere certain, 
d’apres lequel on puisse toujours distinguer si les limites sont assez 
voisines pour que F application de la regie donne necessaircmcnt des 
rcsultats convergents. 

3. De plus, la melhode dont il s’agit fournit seulement des valeurs 
tres peu differentes de la racine; mais elle ne donne point la mesure 
du degre de l’approximation; e’est-a-diro que, en exprimant le resultat 
en cbiffres decimaux, on ignore combien il y a de chiflrcs qui sont 
exacts, et quels sont les derniers que Ton doit omettre comme n’ap- 
partenant point a la racine. 

On peut se former une idee du degre de 1’approximation en ayant 

(!) Traite de la resolution des equations numeriques. Lagrange, i rc edition, page i.fo; 
Mition de 1808, page 129 ( a ). 

(®) C&uvres dp LcigrangP, t, YII 1 , p. 139. 


G. D. 
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miere approximation est suffisante pour que les substitutions operees 
suivant la methode de Newton donnent necessairement des valeurs de 
plus en plus approchees; et comment doit-on distinguer ce cas de 
celui ou les substitutions pourraient conduire a des resultats diver- 
gents? 

2 ° L’application de la methode ne pouvant donner que des valeurs 
qui sont toutes plus grandes ou toutes plus petites que la racine cher- 
chee, quel precede faut-il suivre pour mesurer facilement le degre 
d’approximation que Ton vient d’obtenir, c’est-a-dire pour distinguer 
la partie du resultat qui contient des chiffrcs decimaux exacts appar- 
tenant a la racine? 

L’objet de cette Note est de donner des regies certaines et generates 
pour resoudre les deux questions quo Ton vient d’enoncer. 

5. Pour satisfaire a la premiere question, il faut differentier succes- 
sivement la proposee = o, en divisant par la differentielle de la 
variable. On formera ainsi les functions 

<p'( a? )» ■/(•A •••» 

et l’on substituera chacune des deux limites a et b a la place de x dans 
la suite complete <p(as), <?'(&), c p"( a: )’ •••; on obtiendra ainsi deux 
series de resultats dont il suffira d’observer les signes. 

i° Il suit de l’hypothese meme que le signe du premier terme, dans 
la suite correspondante a la limitea, diflere du signe du premier terme 
dans la suite que donne la substitution de b. S’il n’y a aucune autre 
difference entre les deux suites de signes, c’est-a-dire si tous les 
termes, excepte le premier, ont le meme signe dans l’une et l’autre 
suite, l’application de la methode donnera necessairement des valeurs 
de plus en plus approchees; il est impossible que, dans ce cas, on soit 
conduit a des valeurs divergentes. 

2 ° Si la condition que l’on vient d’exprimer n’a pas lieu, on recon- 
naitra que les deux limites a et b ne sont point assez approchees, et 
Ton substituera un notnbre intermediate, en examinant si le resultat 
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de la substitution, compare a eelui de a ou a celui de b, satisfait a cette 
condition. On arrivera tres promptement au but par ces substitutions, 
etl’on nc doit, en general, commencer 1 ’approximation que lorsqu’on 
aura trouve deux suites do signes qui no different que par le premier 
terme, resultat qu’on ne peut manqucr d’obtenir si l’on connait deux 
limites a et b d’unc racinc reelle. 

3° Pour trouver les valeurs convergentes, il ne faut pas employer 
indifferemment l’une ou l’autre des limites; il faut, en general, choisir 
celle des deux limites pour laquelle la suite des signes contient, au 
premier terme ©(a?) et au troisiemc deux resultats de memo 

signe. Nous designons ici cette limite par a et 1’autre par [3. 

Si Ton ne se conformait point a la remarque precedente, et quo l’on 
employat la limite § qui donne a cp(ic) et a <f(x) des signes contraires, 
on pourrait etre conduit a des resultats divergents. On pourrait aussi 
obtenir des valeurs dc plus en plus approchees; mais, dans ce cas, elles 
scraientde la memo espece <|ue celles qui proviennent de la premiere 
limite. 

4° Les valours approchees que l’on determincra seront toutes plus 
petites quo la racinc, si la limite choisie est au-dcssous dc cette racine; 
et elles seront toutes plus grandes, si la limite choisie est celle qui sur- 
passe la racine. 

5° Il n’est pas rigoureusement necessaire que les deux suites de 
signes ne different que par les signes des premiers termes <p(a) et 
cp(&). La condition absoluc a laquelle les deux limites a et b doivent 
satisfaire avant que Ton precede a l’approximation est la suivantc : 

On comparcra les deux suites 

<p(a), <p'(or), <p "(a), <p"(«), •••, 

?(&), ?'(&), ?'(&), ?'(*). •••• 

Il est necessaire, premierement, qu’en retranchant les termes 9 (a) 
et 9 (4) les deux suites de signes restantes aient autant dc variations 
de signes l’une que 1 ’autrc; et, sccondement, qu’en retranchant aussi 
les deux termes 9 '(a) et 9 '(4) les deux suites restantes aient encore 
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autant de variations dc signes l’une que I’autre ('). Lorsque cette 
double condition n’a pas lieu, la methode d’approxiniation ne doit 
point etre employee : il faut, dans ce cas, diviser l’intervalle b — a des 
racines; mais, si les deux conditions sont rcmplies, les approximations 
lineaires seront necessairement convergentes. Cette convergence aura 
lieu a plus forte raison si la condition enoncee dans le paragraplie (i°) 
du present arlicle est satisfaite. 

6 . Nous passons a la solution de la seconde des questions enoncees 
dans l’article 4, paragraplie ( 2 0 ); voici 1’enonce de la solution : 

i° Si Ton connait deux limites a et b, entre lesquelles une racine 
reelle est comprise, et si 1’on determine une valour plus approchee a', 
suivant le procede de l’article 1, et en se conformant aux regies ex- 
posees dans les paragraplies (i°), ( 2 0 ), (3°) de Particle 5, on mesu- 
rera commeil suit le degre d’approximation que l’on vient d’obtenir. 
L’expression de a! est 


oil l’on designe par a cclle des deux limites a et b qui donne le memo, 
signe pour cp(a) et <p"(a). On prendra, pour seconde valeur appro- 

chee {}', la quantite (3 — le diviseur <p'(a) sera l e m eme dans l’ex¬ 
pression de a' et dans celle de (3'. La racine cliercliee sera toujours 
comprise entre a! et [3'. 

Par consequent, les chiffrcs decimaux exacts qui appartiennent a la 
racine sont les chiffres communs qui se trouvent au commencement 


( r ) D’apres le th6oreme de Fourier et de Budan, la condition 6nonc6e ici contient la 
suivanle : II ne doit y avoir, entre les limites a et b , aucune racine ni de la d6riv6e pre¬ 
miere, ni de la ddrivde seconde. Cette regie m6me est trop absolue. II suffira, pour qu’on 
puisse appliquer la methode, qu’il n’y ait, entre les limites a et b , aucune racine de la dd- 
rivde seconde. On le d&nontre trbs simplement au moyen de la formule 

/li 

cp(a? -h /i) = cp(«x) H- h <p'(#) -4- ~ +• 0/t). 

Le lecteur pourra consulter sur ce sujet la Note que nous avons publiee en 1869 dans les 
Nowelles Annates de Mathtfmatiques (a e serie, t. YIII, p. 17). G. I). 
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de a' et an commencement de (f, les chiffres suivants doivent etre 
omis. On continuera ainsi ^approximation, en joignant toujours a la 
valeur clonuee par le procede connu une autre valeur approchee [3 qui 
serve de limite, etTon determines facilement par ce moyen les chif¬ 
fres exacts de la racine. 

2 0 On determine la premiere valeur approchee a' en substituant a 
au lieu de oo dans 1 expression x — . .{ ou x — ■ ■■; on pourrait 

9 \x) a 9 (x) J r 

dx 

trouver unc seconde valeur approchee (3' en substituant la meme limite 

a dans l’expresion x — A# designant la difference finie a — [3 

A.r 

des deux limites; mais celte regie, que nous avions donnee autrefois, 
parce qu’ellc est clairement indiquee par les constructions, ne fait 
pas connaitre lc degre de ^approximation aussi facilement que celle 
qui est enoncee dans lc paragraphe (r°) du present article. 

3° Cette regie du paragraphe (i°) de eet article, qui sert a ohtenir 
une seconde valeur approchee, complete ^approximation, puisqu’ellc 
donne tou jours des limites opposees a cellos qui se deduisent du pro¬ 
cede de 1’article 1. On connait par la comhicn les approximations de ce 
genre sont rapidcs. On cn conclut que, si Ton emploic une valeur ap- 
prochec a pour determiner unc nouvelle valeur a', ct si la premiere a 
contient dejit un tres grand nomhre n de chiffres decimaux exacts 
(e’est-a-dire qui appartiennent a la racine chcrchee), la seconde valeur 
a' contiendra un nomhre 2 n de ccs chiffres exacts. Le nombre des chif¬ 
fres qui appartiennent a la racine devient double a chaque operation. 
On a fait depuis longtemps une remarque semblable par rapport aux 
chiffres decimaux que fournit la methode d’extraction des racines car¬ 
ries; mais cc resultat convient a toutes les equations, quelle que soit 
la nature de la fonction <p(3r): e’est un caracterc commun aux approxi¬ 
mations du premier degre qui proviennent des substitutions succos- 
sives. 

Voici l’enonce exact de cette proposition : si lc nombre des chiffres 

II. 3a 
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deja connu est n, une seule operation en fera connaitre plusieurs 
autres en nombre ri , et n' est egal a n plus ou moins un nombre con¬ 
stant qui est le meme pour toutes les operations. 

4° On peut aussi se dispenser de calculer separement la valeur de la 
seconde limitc j3' suivant la regie du paragraphe (i°) du present ar¬ 
ticle; il suffit de determiner la premiere de ces limites, et de connaitre 
d’avance lc nombre des chiffres exacts qu’elle doit contenir. 

On y parviendra au moyen des equations suivantes 


a'— a — 


?(<*) 

?'(«)’ 


(3'^a — 


<?(«) 

?'(<*) 


— « 2 Q, 


Q = 


?"(A) , 

2 cp'(a) 3 


la premiere donne l’expression deja connue de a', et la seconde montre 
que, pour trouver une seconde valeur approchee f3', il faut retrancber 
de a'le terme PQ, i etant la difference connue des deux limites a et (3. 
Dans les applications numeriques, cette difference est une unite deci- 
male d’un ordre donne, par exemple ^'j > — Le coefficient Q 

est un nombre constant, commun a toutes les operations qui se suc- 
cedent. 


Dans l’expression on designe par A celle des deux limites a 

ou (3, qui, etant substitute pour x dans <donne la plus grande 
valeur numerique, abstraction faite du signe (*). Dans le calcul du 
quotient Q, il suffit de trouver le premier chiffre, en observant de 


( 1 ) Il semble que la r&gle donn6e ici par Fourier ne sera pas suroment applicable si 
l’equation 

o”’{x) = o 

a une racine comprise entre a et [B. 

Soil, en effet. a -±-h la valeur exacte de la racine; on aura 

] t 2 

o = cp(a-h/z) =<p(a) -4- Acp'(a) — ©"(a -b 6/i), 

6 d6signant une quantity comprise entre o et i. On d£duit de \k 

h~ — ? ( a ) __ ^ «?"(a H- 0//) 

©'(a) 2 cp'(a) 

D’apres les hypotheses faites par Fourier, les deux termes du second membre sont mani- 
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prendre toujours ce chiffre trop fort. On connaitra facilement, par ce 
moyen, jusqu’ou U approximation doit etre portee dans le calcul de la 
quantite a' ou a — On s’arretera done, dans la division, au der¬ 

nier chiffre dont Inexactitude est assuree. La plus grande limite doit 
toujours etre prise trop forte, et la moindre limite trop faible; ces deux 
nouvolles limites a' et (3' doivent differer d’une unite decimale d’un 
certain ordre. Connaissant ces limites, on continuera Uapplication des 
memes regies. 

VII. Les bornes de cet ecrit ne nous permettent point de rapporter 
la demonstration des propositions precedentes; nous nous proposons 
de l’inserer dans quelques-uns des numeros suivants : elle se deduit 
des principes connus de l’Analyse algebrique, et il y a une partie de 


festement de mcme signe. Si done on remplace le second successivement par z6ro et par 
une valour M qui soit supdrieure et de mfime signe, on aura deux limites 


cp'(a) 


et 




■+-M, 


comprenant la valeur exacto de h. Par suite, les deux nombres 


?(«) 


et 


?(«) , 


M 


comprondront dans leur intervalle la racine cherchde. 

Pour oblenir M, on pout toujours romplacer h par i. Si liquation 




n’a pas de racine entre a et p, onpourra6videmmentsubstituercp(A)a«p / '[aH- G(j3 — a)], 
A 6tant le nombre ddlinipar Fourier; ce qui donnera, pour la racine, les deux limites 


indiqu£es dans le texte. 
Mais, si liquation 


a', a' — i % Q? 

cp w O) = o 


a une racine comprise entre a et (3, cp"(A) ne sera pas n^cessairement une limite maxima 
de cp"[a -b 0((3 — a)]. II faudra substituer k cette quantity une limite sup^rieure des va¬ 
lours quo prend cp"(.'r), quand x varie entre a et p. 

On connait, d’ailleurs, plusieurs moyens d’obtenir de telles limites. Par exemple, on 
peut, dans tous les termes de cp"(.r) qui ont le signe de ce polynbme, remplacer x par le 
plus grand en valour absolue des deux nombres a et p et, dans les termes qui ont le signe 
contraire, remplacer x par le plus petit de ces deux nombres. G. D. , 
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cette demonstration que Ton peut aussi rendre tres sensible par des 
constructions, commc nous l’avons indique autrefois dans nos pre¬ 
miers Memoires, etdans ceux de 1807 et 18 x 1 . 

Si Ton prend pour exemple l’equation 

JO* — *1X — 5 = 0, 

a laquelle Newton et plusieurs autres analystes ont applique leurs me- 
tlxodes d’approximation, on trouvera qu’en choisissant, pour les pre¬ 
mieres limites a et b, les valeurs 

a = 2,09455, 
b — 2,09456, 

les nouvelles valeurs seraient 

a '-= 2,o9455i4Si5, 
b '= 2,0945514816, 

les limites suivantes a" et b" contiendraient un nombre double de chif- 
fres communs. 

Les propositions que l’on vient de rapporter ne conviennent pas seu- 
lement aux equations algebriques; elles s’appliquent a toutes les equa¬ 
tions determinees <p(a?) = o, quel que soit le caractere de la fonction 

?<»• 

Nous omettons aussi diverses remarques concernant la maniere de 
proceder aux substitutions successives. C’est par l’usage meme des 
regies qui viennent d’etre enoncees que Ton reconnaitra combien elles 
rendent les calculs faciles et rapides. Aucune methodc d’approxima¬ 
tion n’est done plus simple ctplus generate que celle qui est rapportee 
dans l’article I, et qui est connue depuis 1’invention de l’Analyse diffe- 
rentielle. Mais il etait necessaire d’ajouter a l’operation principale les 
rbgles qui servent a distinguer : i° si les premieres limites sont assez 
approchees; 2 0 a laquelle de ces limites l’operation doit s’appliquer; 
3° quel est le nombre des chiffres exacts que peut donner chaque partie 
de l’operation. 
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Pour connaitre l’origine de la question qui vient d’etre traitee, et 
les progres successifs de cette methodc d’approximation, on peut con- 
suiter : VAlgebre de Wallis; Newton, De Analysi per cequationes inji- 
nilas; Ra.phson, Analysis cequationum universalis; les Memoires de l’Aca¬ 
demic de Paris, an nee 1744: Lagrange, Resolution des equations nume- 
riques. 
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Bulletin des Sciences par la Socidte'philomathique, p. 129 a 1 36 ; septembre 1818. 


J’ai presente a l’Academie des Sciences, dans sa seance du 8 juin de 
cette annee, un Memoire d’Analyse qui a pour objet d’integrer plu- 
sieurs equations aux differences partielles et de deduire des integrates 
la connaissance des phenomenes physiques auxquels ces equations se 
rapportcnt.Apres avoir expose les principes generaux qui m’ont dirige 
dans ces recherches, je les ai appliques a des questions variees, et j’ai 
clioisi a desscin des equations differcntiellcs dont on ne connaissait 
point encore les integrales generates propres a exprimer les pheno¬ 
menes. Au nombre de ces questions, se trouve celle de la propagation 
du mouvement dans une surface elastique de dimensions infinies. Ce 
dernier exemple a donne lieu a des remarques inserees par M. Poisson 
dans le Bulletin des Sciences du mois de juin 1818 , et qui ont precede 
l’extrait du Memoire que l’on se propose d’inserer dans ce Recueil. 

Gomme il peut etre utile que les memes questions soient traitees par 
des principes differents, et qu’il resulte presque toujours de ces dis¬ 
cussions quelque lumiere nouvelle, j’ai examine sous un autre point de 
vue les rapports qu’il peut y avoir entre les expressions analytiques du 
mouvement des ondes a la surface d’un liquide et celles des vibrations 
II. 33 
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d’une surface elastique. J’indiquerai d’abord le motif qui m’a determine 
a c.hoisirpour exemple cette derniere question. 

L’auteur des remarques que l’on vient de citer s’etait lui-meme oc- 
cupe, il y a quelques annees, des proprietes des surfaces elastiques. 
L’equation differentielle du mouvement etait deja connue; il en a 
donne, en 1814 , une demonstration fondee sur une hypothese phy¬ 
sique, et a fait imprimer en 1816 le Memoire qui la contient. 

Pour determiner, au moyen de l’equation differentielle, les lois 
auxquelles les vibrations sont assujetties, il aurait ete necessaire de 
former l’integrale de cette equation. Sur ce dernier point, l’auteurdu 
Memoire s’exprime en ces termes : « Malheureusement cette equation 
ne peut s’integrer sous forme finie que par des integrales definies qui 
renferment des imaginaires; et, si on les fait disparaitre, ainsi que 
M. Plana y est parvenu dans le cas des simples lames, on tombe sur 
une equation si compliquee qu’il parait impossible d’en faire aucun 
usage (*). » 

Ayant eu pour but, comme je l’ai annonce au commencement de 
cette Note, de considerer principalement des equations dont on n’avait 
point encore obtenu les integrales applicables, il etait naturel que je 
comprisse, parmi ces exemples, 1 ’equation differentielle des surfaces 
elastiques; rien n’etait plus propre a montrer l’utilite de la methodc 
que j’emploie. Ayant done fait 1’application de cette methode a la ques¬ 
tion dont il s’agit, j’ai reconnu que I’integrale peut etre exprimee sous 
une forme tres simple, qui represente clairement l’effet dynamique. 
Voici les resultats de cette recherche : 

L’equation differentielle est 


(A) 

L’integrale est 


d*v d'+v d u v d'+v _ 

dt 2 2 dy~ dy !t °‘ 


~ J* da J* 


cp(a, (3) sia- 


(.r-P ) 2 


O) Memoires de L’lnstitut de France, amide 1812, seconde Par tie. Memoire sur les sur¬ 
faces elastiques, par M. Poisson, p. 170. 
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les integrates par rapport a a et a [3 doivent etre prises entre les limites 
— oo et 4-30. Une seeonde partie de l’integrale, qui se deduit facile- 
ment de la premiere, contient une autre fonction arbitraire. On doit 
omettre cette seeonde partie lorsque les impulsions initiates sont 
nulles. 

Si Ton fait abstraction d’une dimension, l’equation precedente (A) 
devient celle du mouvement des lames elastiques. Cette derniere equa¬ 
tion etait demontree depuis tres longtemps, mais on n’en connaissait 
point l’integrale. Nous citerons a ce sujet les expressions d’Euler, dans 
son Memoire sur les vibrations des lames elastiques : « ... Ejus inte¬ 
grate nullo adhuc modo imeniri poluisse, ita ut contend esse debeamus 
in solutiones particulares inquirere. ( 1 ). » On avait alors en vue sous 
le nom integrate generate une formule analogue a celles qui avaient 
ete decouvertes pour d’autres equations, et qui no contenaient point 
d’integrales definies. L’emploi de ces dernieres expressions n’avait 
point encore rcQu l’extension qu’il a aujourd’hui; on en a deduit 
l’integralc generate d’un grand nombre d’equations, et ces formules 
representent les plienomcncs d’une maniere aussi claire et aussi com¬ 
plete que celles qui ctaient l’objct des recherches precedentes. 

Si l’on developpe l’integrale de l’equation des lames elastiques en 
une suite ordonnee selon les puissances d’une variable, on voit que la 
suite peut etre sommee par les integrates definies; mais il cst evident 
que l’expression a laquelle ce procede conduit ne peut servir pour la 
resolution de la question physique; elle presente sous une forme ex- 
tremement compliquee, et au moyen d’une multitude de signes d’in- 
tegration, une fonction qui est tres simple en elle-meme. Nous prions 
le lecteur de consulter a ce sujet le Journal de VEcole Poly technique, 
t. X, XVII 6 Cahier, p. 38o et 383, annee i 8 i 5 ( 2 ), et de comparer les 
resultats aux suivants : 

(i) Act. Academ. pctropol., anno 1779, Pars prior, p. 109. 

(*) Le Momoire vis6 par Fourier est de Plana. II a pour titre : Memoire sur les oscilla¬ 
tions des lames elastiques. 
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V equation differentielle cst 


(a) 


d-v _ 

dl¬ 


l’integrale est 

w <pWsm U + ^— r* 


9 (a) est la fonction arbitraire qui represente l’etat initial, les impul¬ 
sions initiales sont nulles. 

L’objet que nous nous sommes propose dans notre Memoire n’etait 
pas seulement de donner des integrales que l’on n’avait point obtenues 
par d’autres methodes; mais il consistait surtout a prouver que ces 
expressions peuvent representer les effets naturels les plus complexes, 
et qu’il est facile d’en deduire la connaissance de ces effets. J’ai exa¬ 
mine dans cette vue les resultats du calcul; et, considerant, par 
exemple, le cas oil les dimensions de la surface sont infinies, j’ai de- 
montre que l’integrale (b) exprime de la maniere la plus claire les lois 
de la propagation du mouvement et tous les elements du phenomene. 
La solution de cette question a done un objet tres utile, parce qu’elle 
est propre a faire bien connaitre les formes que l’Analyse emploie dans 
l’expression des phenom'enes : elle ne pouvait, d’ailleurs, etre resolue 
qu’au moyen de l’integrale generale de l’equation des surfaces elas- 
tiques; elle suppose ala fois les progres de la science du calcul et ceux 
des methodes d’application. 

Nous allons maintenant considerer les rapports que cette question 
peut avoir avec celle du mouvement des ondes. 

‘Les equations differentielles du mouvement des ondes s’integrent 
tres facilement au moyen des theoremes qui servent a exprimer une 
fonction quelconque en integrales definies. Nous avions donne depuis 
longtemps ces propositions generates dans nos recherches sur la pro¬ 
pagation de la chaleur, et nous en avions deduit les integrales des 
equations qui se rapportent a cette derniere theorie. Ce sont les memes 
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principes que nous avons appliques a la determination du mouvement 
dans les surfaces elastiques; voici les resultats qu’ils fournissent dans 
ces trois questions : 

Pour la premiere, l’integrale qui exprime la diffusion de la chaleur 
dans un prisme infmi est 

(i) r = — / f(a)dccj e~v-’‘cos p(x — <*)dp; 

^ d— to Jq 

pour la seconde question, l’etat variable de la surface du liquide est 
ainsi exprime : 

(a) (’ = — ( /(a.) doc I cos t\fp cosp(x — a) dp, 

^ to 

ct, dans la question des lames elastiques, l’integrale est 

(3) v=~- I /(a) dot / coSjut . 2 1 c,osp(x — a) dp. 

^ J _ oo d o 

Dans cliacune de ces equations, la fonclion arbitraire /(a?) repre¬ 
sente l’etat initial, t est le temps ccoule, e est la temperature variable, 
ou l’ordonnee variable d’un point quelconque dont x est l’abscisse. 

II y a done une analogic manifeste entre les trois questions. En les 
comparant aujourd’bui, on ne peut manquer d’y reconnaitre des rap¬ 
ports multiplies. On retrouve cetto analogic dans les trois equations 
du quatrieme ordre auxquelles satisfont les valeurs precedentcs de v ; 
mais ces rapports n’ont ete remarques qu’apres que les questions out 
ete resolues. 

Pour chacune des deux equations (i) et (3), on peut effectuer dans 
le second membre l’integration relative a la variable fx, ce qui donne 
une autre forme a la fonction v. C’est ainsi que I’equation (3) se trans¬ 
forme dans l’equation precedente ( b ). On peut, dans ce cas, obtenir 
les integrales par divers procedes, sans recourir aux theoremes qui 
expriment les fonctions en integrales definies. 

Nous avons deja fait observer, dans notre Memoire du 8 juin der¬ 
nier, les rapports que l’Analyse etablit entre la propagation de la cha¬ 
leur et les vibrations des surfaces elastiques, en sorte que les formules 
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ne different que par la valeur d’une merae indeterminee, qui est reelle 
dans un cas et imaginable dans l’autre. 

L’analogie dont nous parlons ne resulte point de la nature physique 
des causes; elle reside tout entiere dans l’Analyse mathematique, qui 
prete des formes communes aux plienomenes les plus divers. 

II existe aussi des rapports analytiqiies entre le mouvement des 
ondes et les vibrations des surfaces elastiques, mais la consideration 
de ces rapports n’ajoute rien aujonrd’hui a la connaissance des phd- 
nomenes. II est evidemment beaucoup plus simple de chercher les lois 
du mouvement des surfaces elastiques dans Fintegrale elle-meme que de 
recourir indircctement a l’examen d’une question differente, qui n’est 
resolue que dans un cas particulier. II est necessaire, pour l’objet que 
nous traitons ici, d’insister sur ce dernier point. 

Les equations differentielles du mouvement des ondes, tclles qu’on 
les connaitaujourd’hui, supposent que les memes molecules ne cessent 
point de se trouver a la surface. L’auteur du Memoire oil cette question 
est traiteo a considere le cas oil les impulsions initiales sont nulles, 
les ondes etant determinees par Femersion d’un corps que Ton a peu 
enfonce dans le liquide; il remarque que, pour satisfaire a la condi¬ 
tion relative a la surface, il est necessaire, lorsque le mouvement a 
lieu selon une seule dimension, que la hauteur ou fleche du segment 
soit uue assez petite quantite par rapport a la largeur de la section a 
fleur d’eau. L’auteur en conclut que la figure du segment plonge doit 
se confondre sensiblement avec l’arc d’une parabole, ct que l’on peut 
toujours introduire dans le calcul l’equation de cette derniere courbe, 
quelle que soit la forme du corps. 

Nous n’adoptons point cette conclusion, et nous pensons qu’elle 
altere essentiellement la generality de Fintegrale. De ce que le rap¬ 
port de la fleche a la dimension horizontale du segment est un petit 
nombre, il ne s’ensuit pas que la figure du segment se confonde sensi¬ 
blement avec Fare parabolique; car les rapports des ordonnees des 
deux courbes qui repondent a une meme abscisse peuvent differer 
beaucoup de l’unite: ils pourraient etre, par exemple, 2 , 3, 4. 
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Lorsqu’on prend 1’expression A^i — pour representer l’ordonnee 

de la courbe qui termine le segment, A etant la longueur de la fleche 
et l celle de la section, on ne designe qu’un cas tres particulier. 

Pour conserver a la question sa generality, il est absolument neces- 
saire que la valeur de I’ordonnee contienne une fonction arbitraire de 
oo, et e’est par la seulement que la theorie donnerait l’explication 
cxacte des faits indiques par les experiences. 

La condition relative aux molecules de la surface est obscure en elle- 
memc; mais, en l’adoptant, il suffit, pour y assujettirle calcul, de sup- 
poser qu’unc ligne, d’une forme quclconque, passe par les extremites 
de la section a fleur d’eau, et de multiplier par un petit coefficient la 
fonction arbitraire qui represente 1’ordonnee. Il en resulte que le seg¬ 
ment est peu cnfonce dans le liquide et que sa forme est, d’ailleurs, 
arbitraire. Lorsqu’on nc proccde pas ainsi, les resultats auxquels l’ana- 
lyse conduit expriment indistinctement les conditions communes a tous 
les cas particuliers possibles, e’est-a-dire les lois generates de la pro¬ 
pagation des ondes, et les conditions speciales propres au cas que Ton 
a considere. 

Independamment de cette discussion, il est certain que, en ce qui 
concerne les points de la surface dont le mouvement apparent est uni¬ 
forme, on n’a determine par 1’Analyse les lois de la propagation des 
ondes que pour le cas oil la figure du segment plonge serait celle d’un 
arc de parabole. 

Nous indiquerons maintenant en quoi consiste la solution que nous 
avons donnee de la question des vibrations des surfaces, et nous con- 
sidererons le cas lineaire, qui est celui de la lame elastique. Les theo- 
remes dont j’ai fait mention, et qui avaient servi a donner les integrales 
dans la theorie de la chaleur, conviennent aussi k 1’equation differen- 
tielle des surfaces elastiques. Cette application exige seulement un 
examen plus attentif, parce que 1’equation est du quatrieme ordre et 
que Ton doit introduire ici deux fonctions arbitraires. Ayant obtenu 
l’integrale par ce procede, on parvient a effectuer une des integrations, 
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et l’on trouve l’expression ( b) que nous avons rapportee plus haut. 11 
ne reste plus qu’uu seul signe d’integration, et, sous ce signe, la fonc- 
tion arbitraire qui represente 1’etat initial. II s’agissait, ensuite, d’in- 
terpreter ce resultatet de reconnaitre 1’efTet dynamique qu’il exprime; 
il fallait surtout decouvrir ces consequences sans alterer la generalite 
de l’integrale, afin d’etre assure qu’elles ont lieu quelle que puisse 
etre la forme initiale de la surface, Les questions de ce genre depen¬ 
dent de deux elements principaux, savoir : x° l’integration de l’equa- 
tion differentielle; 2 0 la discussion de l’integrale applicable a toutes 
les formes possibles de la fonction. Nous nous sommes attaches a 
resoudre completement ces deux difficultes. Nous n’exposerons point 
les resultats de notre Analyse concernant les lois finales des vibrations, 
mais nous indiquerons ceux qui expriment l’etat de la lame vibrante 
apres une valeur moyenne du temps. 

Le systeme, considere dans toute son etendue et pour un meme 
instant, est forme d’une infinite de plis ou sillons, alternativement 
places au-dessus et au-dessous de l’axe. L’intervalle qui separe deux 
points consecutifs d’intersection de la courbe avec l’axe est d’autant 
plus petit que les points sont plus eloignes de l’origine. 

La distance de l’origine a chacun des points d’intersection augmente 
comme la racine carree du temps. 

La profondeur de ces sillons alternativement superieurs et infe- 
rieurs 011 la distance de leur sommet a l’axe, abstraction faite du 
signe, n’est pas la meme pour les differents points; si on pouvait. l’ob- 
server en un meme instant dans tous les points de l’axe, on trouverait 
qu’elle decroitd’abord, lorsqu’on s’eloigne de 1’origine; qu’elle devient 
nulle, ce qui, pour les parties assez eloignees, determine un point de 
contact; qu’ensuite elle augmente par degres et atteint un maximum 
beaucoup moindre que le precedent; au dela, elle diminue et devient 
nulle de nouveau. Cette profondeur est alternativement croissante et 
decroissante dans toute l’etendue de la lame; mais celle des sommets 
les plus eleves, mesuree pour un meme instant, diminue en s’eloignant 
de Torigine. Les points de contact, qui marquent les alternatives, 
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sont en nombre infini; ils sont separes par des intervalJes egaux ou 
qui tendent a le devenir. Chacun des points d’inlersection s’eloigne, 
comme nous i’avons dit, avec une vitesse variable, et leur distance a 
I’origine augmente comme la racine carree du temps ecoule. 11 n’en 
est pas de meme des points de contact; ils glissent sur l’axe, et le 
parcourent d’un mouvement uniforme; les plus hauts sommets, dont 
chacun est place entre deux points de contact consecutifs, ont aussi 
des vitesses constanles. Les intervalles qui separent deux points de 
contact consecutifs croissent proportionnellement au temps. 

La loi du mouvement des points d’intersection ne depend ni de la 
forme ni de l’etendue de la depression iuitiale. Cette etendue deter¬ 
mine principalcment la vitesse et la distribution des points de contact 
et des points de plus haut sommet. La loi suivant laquelle la profon- 
deur des plis ou sillons varie dans chaque intervalle entre deux points 
de contact resulte de la forme du displacement initial. Nous ne pou- 
vons ici donner plus d’etenduc a cette description; les formules repre- 
sentent distinctement les etats successifs du systeme, en sorte qu’on 
est assure dc n’omettre aucun des elements du phenomene. 

On voit maintenant en quoi cette solution, qui s’applique a toutes 
les formes initiates que l’on peut conccvoir, differc de celle qui a ele 
donnee pour la question des ondcs, quoique rune et l’autre puissent 
se deduirc desprincipes qui ont servi a determiner les lois analytiques 
du mouvement de la chaleur. Au rcste, la discussion qui s’est elevee 
aura un objet utile si elle contribue a appeler 1’attention des geometres 
sur les theoremes qui expriment les fonctions arbitraires en integrates 
definies, et sur leur usage dans les applications de l’Analyse a la Phy¬ 
sique. Nous nous proposons de rappeler ces theoremes dans un Article 
subsequent, dc citer plus expressement les Ouvrages oil ils ont ete 
donnes pour la premiere fois, et d’en indiquer les diverses applica¬ 
tions. 
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VIBRATIONS DES FORCES ELASTIQUES 

La Note qui precede se rapporte a celle qui a ete inseree dans le 
Bulletin da mois de juin. L’autear de cette derniere Note a publie dans 
le Bulletin de juillet un second Article concernant les vibrations des 
surfaces elastiques, ce qui nous donne lieu d’ajouter les remarques 
suivantes : 

i° Nous avons rapporte, dans le Memoire presente a l’Academie des 
Sciences, le8juin 1818, differents procedes de calcul qui conduisent 
ii l’integrale de l’equation (A). Le premier resulte de 1 ’application des 
theoremes qui exprimentune fonction arbitraire en integrates defmies. 
L’objet direct de cette application n’est pas de sommer une serie 
infinie, mais de determiner*une fonction inconnue sous le signe d’in- 
tegration cn sorte que le resultat de l’integration definie soit une 
fonction donnee. 

Le second procede consiste a decouvrir une valeur particuliere, telle 
que 

i . v 2 

,,= f sin —;4T-’ 

qui, etant prise pour v, satisfait a I’equation (A), et dont on peut de- 
duire facilement la valeur generale de c. 

Nous avons prouve aussi que cette meme integrale peut sc deduire 
du developpement en serie. Lorsqu’on estunefois parvenu a connaitre 
1’integrale d’une equation differentielle, il est facile d’arriver par 
d’autres voies a ce meme resultat; mais il nous avait paru utile d’indi- 
quer ces procedes differents dans une recherche nouvelle dont les 
principes ne sont pas generalement connus. 

2° La generalite de ces integrates se demontre par des principes 
rigoureux, sans recourir a la consideration indirecte du developpement 
de l’integrale en serie ordonnee selon les puissances d’une des va¬ 
riables. 

3 ° Il importe surtout de remarquer que la forme de l’integrale doit 
changer avec la nature de la question. Si la surface elastique dont on 
vent determiner le mouvement n’avait pas les dimensions infinies, par 
example si cette surface etait un rectangle dont les aretes sont ap- 
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puyees sur des obstacles fixes, il faudrait employer l’integrale sous 
une forme totalement differente de celle que nous avons donnee dans 
notre Memoire. Ces deux resultats ont entre eux une relation neces- 
saire, et I’on peut toujours deduire l’un de l’autre; mais il est beau- 
coup plus facile de les conclure directement. des conditions proposees, 
et c’est un des principaux avantagss des theoremes que nous avons 
cites. 
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SUR LE 

REEROIDISSEMENT SECULAIRE DU GLOBE TERRESTRE. 


Bulletin ties' Sciences par La Societe philomath igue da Paris', p. 58 a 70; avril 1820. 


La question des temperatures terrestres est fort cornposee; nous ne 
pouvons ici qu’indiquer la nature de cette question, l’analyse qui sert 
a la resoudrc, et les resultats remarqualdes que 1’on en deduit. 

La chaleur qui se distribue dans l’interieur de la Terre est assujettie 
a trois mouvements distincts : 

i° L’action des rayons du Soleil penbtrc lc globe, ct cause des varia¬ 
tions diurnes et annuelles dans les temperatures. Ces changements 
periodiques cessent d’etre sensiblcs a quclque distance de la surface. 
Au dela d’une certaine profondeur, et jusqu’aux plus grandes distances 
accessibles, la temperature due ii la seule influence du Soleil est 
devenue fixe; elle est la memo pour les dilfercnts points d’une memo 
verticalc, et elle est egale a la valeur moyenne de la temperature dans 
les points de cette verticalc sujets aux variations periodiques. Cette 
quantite immense de chaleur solaire qui determine les variations 
annuelles oscille dans 1 ’enveloppc exterieure de la Terre; elle passe 
au-dessous de la surface pendant line partie de l’annee, et, pendant la 
saison opposee, elle remonte et se dissipe dans l’espace. 

2 0 Si l’on fait abstraction de ce premier mouvement pour ne consi- 
dercr que les temperatures fixes des lieux profonds, on recommit que 
la temperature, qui est constante dans un lieu donne, dilfere selon la 
situation de ces lieux par rapport a 1 ’equateur. Plusieurs causes acces- 
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soires concourent a ces differences. II resulte de I’inegalite des tempe¬ 
ratures fixes que la chaleur solaire, qui s’est propagee depuis un grand 
nombre de siecles dans la masse interieure du globe, y est assujettie 
a un mouvexnent tres lent, devenu sensiblement uniforme. C’est en 
vertu dc ee second mouvement que la chaleur du Soleil penetre les 
climats equinoxiaux, s’avance dans l’interieur du globe, en meme 
temps s’eloigne du plande l’equateuret se dissipe a travers les regions 
polaires. 

3 ° II ne suffit pas de considerer les effets du foyer exterieur, il faut 
aussi porter son attention sur le mouvement de la chaleur propre du 
globe. Si la temperature fixe des lieux profonds devient plus grande 
a mesure qu’on s’eloigne de la surface en suivant une ligne verticale, 
il est impossible d’attribuer cet accroissement a la chaleur du Soleil 
qui se serait accumulee depuis un tres long temps. L’Analyse demontre 
que cette derniere supposition ne peut etre admise. Or, des observa¬ 
tions tres variees etablissent aujourd’hui ce fait general que les tem¬ 
peratures fixes croissent avec la profondeur. A la verite, la mesure de 
l’accroissement demeure sujette a beaucoup d’incertitude; mais il 
n’en est pas de meme du resultat principal, savoir : l’augmentation de 
la temperature avec la profondeur. MM. les redacteurs des Annales de 
Chimie et de Physique viennent de publier les observations de ce genre 
qui nous paraissent propres a decider entierement la question. Gela 
pose, on conclut avec certitude de la solution analytique que cet 
accroissement des temperatures estdu entierement a une chaleur pri¬ 
mitive que la Terre possedait a son origine, et qui se dissipe progres- 
sivement a travers la surface. Il faut done, comme nous l’avons annonce, 
distinguer trois mouvements de la chaleur dans la masse du globe 
terrestre : 

Le premier est periodique et n’affecte que l’envcloppe; il consiste 
.dans les oscillations de la chaleur solaire, et determine les alterna¬ 
tives des saisons. 

Le second mouvement se rapporte aussi a la chaleur du Soleil, et il 
est uniforme et d’une extreme lenteur; il consiste dans un flux conti- 
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nuel et toujours semblable a lui-meme, qui traverse la masse entiere 
du globe de 1 un et de l’autre cote du plan de l’equateur jusqu’aux 
poles. 

Le troisieme mouvement de la chaleur est variable, et il produit le 
refroidisscment seculaire du globe. Cette chaleur qui se dissipe ainsi 
dans les espaces planetaires etaitpropre a la Terre, et primitive; elle 
est due aux causes qui subsistaient a l’origine de cette planete; elle 
abandonne lentement les masses interieures, qui conservent pendant 
un temps immense une temperature tres elevee. Cette hypothese d’une 
chaleur interieure et centrale s’est renouvelee dans tons les ages de la 
Philosophie, car elle sc presente d’elbe-meme a l’esprit comme la 
cause naturelle de plusieurs phenomenes. La question consistait a 
soumettre 1’examcn de cette opinion a une analyse exacte, fondee sur 
la connaissancc des lois mathematiques de la propagation de la cha¬ 
leur. C’est ce mouvement variable de la chaleur primitive du globe 
qui est l’objct principal du Memoire dont nous donnons Textrait; nous 
rapportons les litres des articles, pour indiquer l’ordre que Ton a 
suivi. 

[. Expose de la question. Equations diffdrentielles de l’dtat variable d’une 
sphere dont la chaleur initiale se dissipe dans le vide. 

II. Condition relative a la surface. 

III. Solution gendrale, la temperature initiale diant exprimdc par une fonc- 
tion arbitral re. 

IV. Application a la sphere dont lous les points ont regu la meme tempo¬ 
ral u re initiale. 

V. Temperatures variables dans un solide d’une profondeur infinie, dont 
I’dtat initial serait donnd par une fonction arbitrage, et dont la surface serait 
maintenue a une temperature constante. 

VI. Flux interieur de la chaleur dans ce solide. 

VII. Temperatures variables dans un solide d’une profondeur infinie, dont 
l’dlat initial serait exp rime par une fonction arbitraire, et dont la chaleur se 
dissipe librement ik travers la surface dans un espace vide termine par une 
enceinte d’une temperature constante. 

VIII. Du cas ou la chaleur initiale est la meme jusqu’a une profondeur 
donnde. Temperature de la surface. 

II. 


35 
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IX. Applications numeriques. 

X. Application de la solution relative a la sphere, et comparaison avec les 
temperatures variables du solide infiniment profond. 

XI. Consequences generates. 

Pour citer un exemple de ce genre de questions, nous choisirons 
celle qui est indiquee dans le VII e article. 

On suppose un solide homogene, de dimensions infinies, termine 
par un plan horizontal; tout l’espace inferieur au plan infini est occupe 
par la masse solide; l’espace superieur est vide et termine de tous 
cotes par une enceinte solide d’unc figure quelconque et d’une tem¬ 
perature constante, que Ton designe par zero. 

u exprime la profondeur verticale d’un point du solide, ou sa dis¬ 
tance a la surface. La temperature initiate dc la tranche solide dont la 
profondeur est u est donnee, et l’on represente cette temperature par 
F(«). La fonction F(«) est entierement arbitraire et pout etrc discon¬ 
tinue. La substance dont le solide est forme est supposee connue, c’est- 
a-dire que l’on a mesure : i° la densite D; 2° la capacite de chaleur C ; 
3 ° la conducibilite propre K, ou la facilite avec laquelle la chaleur 
passe d’une molecule solide interieure a une autre; 4° la conducibilite 
exterieure h, ou la facilite avec laquelle la chaleur passe d’une mole¬ 
cule de la surface dans le vide. Ces trois coefficients C, A, K sont spe- 
cifiques, comme celui qui mesure la densite; ils reglent dans toutes 
les substances Faction de la chaleur : on cn a donne les definitions 
exactes dans les Memoires precedents, et Ton a fait connaitre divers 
moyens de les mesurer. 

Cela pose, le solide ayant son etat initial, on commence a compter 
le temps ecoule pendant que la chaleur du solide se dissipe progressi- 
vement dans le vide atravers la surface. Apres un certain temps t, la 
tranche dont la profondeur est u, et qui avait la temperature initialc 
F(u), a une temperature actuelle v qui varie avec le temps t et avec la 
profondeur u ; la question consiste a trouver cette fonction e de u et 
de t qui exprime, pour chaque instant, 1’etat variable du solide pen¬ 
dant la duree infinie du refroidissement. Cette question exigeait une 
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nouvelle methode d’Analyse dont on a donne les premieres applica¬ 
tions en 1807; elle est completement resolue par la formule sui- 
vante (') : 



h 


g sin pu +p cos p 


\, r\ k 

"M Ik 


r F(«)-F'(«> 


sin pa da. 


r 1 ) Dans lc passage qui so trouve reproduit k la page 117 de ce Volume, Fourier indique 
que les forinulos (1) et (2) du Memoire aetuel ont dt 6 inoxactoment transeritos et doivent 
6tre modifiecs. 11 nous semble cependant que la formule fondamentale (1) est cxacte et 
qu’on pent la vdrifier de la manierc suivante : 
i° On a dvidemmont 

dv __ K d 2 v 
dl “ CD da* ’ 

■puisque cette equation est verifide par chaque eldment de l’inLcgrale. 

2 0 On a, pour la mfime raison, 

K Ja = pour u = °* 


11 restedonc simplement a vdrifier quo l’oxpression de v so rdduit & ¥(u) pour / = o. 
Faisons t~ 0; nous aurons, en cbangeant I’ordro des integrations, 



F («) — 



sin pu -t- p cos pu 




K 2 


sin pocdp. 


L’integraLion par rapport a p pout toujours 6tro effecluec. II suffit d’employer les forimiles 
connues 


f 00 x sin bx dx 1 

! 7 T , . 

| -S' 1 *' 

b > 0, 

*>o, 

Jo 

2 

b < 0, 

*>o; 

/** cos bx ^ „ * 
k~ H- 

| a«-“' 

1 a«“' 

b > 0, 

b < 0, 

A > 0, 

b > o, 

qui conduisenl c\ la suivante 




p 00 k sin bx h- x cos b .1 

» sinc.r dx = 

j J eHb ~ 

c) , c > b, 

Jo A*-!-•«* 

( 0, 

c < b. 


c, b , k dtant des constantes positives. Par un simple changement de notations, cette der- 
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La fonction F(a) etant connue, on integre d’abord par rapport a l’in- 
determinee a, entre les limites a = o et a = oo. Le resultat de cette 
integration est une fonction de p. On integre ensuite, par rapport a l’in- 
determinee p, entre les limites p=o et p— oc. Le resultat de cette inte¬ 
gration ne contient plus p, en sorte que Ton obtient pour v une fonction 
de u et des constantes D, C, h, K. L’analyse dont on deduit. cette solu¬ 
tion ne consiste pas seulement a exprimer les integrates par la somme 
de plusieurs termes exponenticls. Cet usage de valeurs particulieres 
etait connu depuis l’origine du calcul des differences partielles. La 
methode dont nous parlons consiste surtouta determiner les fonctions 
arbitraires sous les signes d’integralc definie, en sorte que le resultat 
de ^integration soit une fonction quelconque, qui est donnec, et qui 
peut etre discontinue. 

On peut connaitre aussi la quantite de chaleur qui, pendant un 
temps donne, traverse une des tranches du soli de, et, en general, il n’v 
a aucun element du phenomene qui ne soit clairement exprime par la 
solution. Si 1 ’on suppose que la temperature initiate a une memo va- 
leur b, depuis la surface jusqu’a une certaino profondeur A, et que, ail 


nifere for mule nous donne 


/ 


/■>co h . 

sm pit -+- p cos pit 

/; 2 _t_ _ 

1 R 2 


o, 


a < u. 


sin pa clp^z / 

/ — e h , a > u. 

\ ‘h 


En porlant cette valour dans l’expression de o, on obtient lo resultat suivanl : 

v = ^(a )—da 

OU 

k r *> r h ~i 

v~ — e^ U J l ' a F(a) I. 


Si Ton suppose que la fonction 


-U 

g K F(a) 


s’annule pour a = oo ? il reste simplement 

p=F(h). 


(j. D. 
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dela de cette profondeur, la temperature initiale est zero, on trouve 


2 bh 

(2) ,,= K 7 T 


n 00 _ l ±L 


h sin pu 
hr_ VK ~]T 

K 2 


cos pu) sin verse p A dp. 


Si Ton suppose infinie la ligne dont tous les points out la tempera¬ 
ture initiale b, on trouve, par un examen tres attentif, 


(3) 


2 bh 

k¥ 


l/o 


/Tl CO a K t. 

e p C1) (h sinpw . . 

“ 7? Vk ~j~ + cospu ) dp - 

P + K 2 


Pour eonnaitre I’etat variable de la surface depuis le commencement 
du refroidissement, il faut supposer u = o, et Ton a 

(4) = 

Cette derniere’expression equivauta l’integrale indefinic 

(5) (> = e R! f er r ' dr; 

s/r. .4 



la valeur de la limitc R est 


R = -'^L 

/KCD 


Sous cette forme, la valour de v est toute calculee au moyen de la 
secoude Table que M. Kramp a donnee dans son Ouvrage Sur les refrac¬ 
tions astronomiques. Lorsque la valeur de t est devenue assez grande, 
par exemple si elle surpasse mille annees, et si la substance du solide 
est le fer, la temperature variable de la surface est exprimee sans erreur 
appreciable par la formule tres simple 


(6) 


b /KCD 

V =h\f- 


lit 


Ainsi la temperature de la surface varie en raison inverse de la ra- 
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cine carree des temps ecoules depuis le commencement du refroidis- 
sement. La yaleur du temps t etant devenue beaucoup plus grande que 
mille annees, e’est cette equation (6) qui exprime, en fonction de t et 
des constantes K, C, D, h, la temperature variable v de la surface du 
globe terrestre, pendant un nombre immense de siecles. 

Si Ton compare le mouvement de la chaleur dans un solide d’une 
profondeur infinie a celui qui a lieu dans une sphere solide, d’un rayon 
tres grand, comme celui de la Teri*e, on reconnait quo les deux eflets 
doivent etre les memes pendant un temps immense, et pour toutes les 
parties qui ne sont pas exlremement eloignees de la surface. II suit de 
la que les integrales precedentes doivent aussi etre donnees par les for- 
mules qui expriment Ie mouvement variable de la chaleur dans une 
sphere d’un rayon quelconque. 

Dans cette derniere question, on designe par X le rayon total, et par 
x le rayon d’une couche spherique interieure. La temperature initiale 
du solide estconnue; elle est representee par F(a?), et la fonction F(o?) 
est entierement arbitraire; t designe le temps ecoule a partir de cct 
etatinitial, et v est, apres le temps ecoule t, la valeur actuelle do la tem¬ 
perature d’une couche spherique dont le rayon est x. On suppose que 
la chaleur se dissipe librement a la surface dans un espacc vide, que 
termine une enceinte solide dont la temperature constante est zero. 
Les coefficients specifiques D, C, h, K mesurentles quantiles que nous 
avons deja definies. Cela pose, les equations difierenticlles qui expri¬ 
ment le mouvement de la chaleur dans cette sphere sont 

/„\ dy _ J 2 dv\ 

/ dt CD x dx) 

et 

(*> K^H-^ = o. 

OJC 

Ces deux equations et l’integrale (9) que nous allons rapporter out 
ete donnees, pour la premiere fois, clans un Memoire remis a Tlnstitut 
de France, ie^r decembre 1807 (p. ,43, 144 et i 5 o). II est necessaire 
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cle fixer son attention sur Tequation (8), parce qu’elle contient un 
resultat Ires simple dans l’analyse des temperatures du globe. Cette 
equation se rapporte a l’etat de la surface; elle montre que Telement v 
de la temperature de la surface au-dessus de la temperature zero de 
I’espace vide a une relation necessaire avec la valeur qui appartient, 

pour ce meme instant, a ~ On connaitrait cette valeur de en 
observant, dans le meme moment, la temperature e de la surface et la 
temperature v + Ap d’un point inferieur place a une profondeur me¬ 
diocre A«. Le rapport ~ est la mesure de l’accroissement de tempe¬ 
rature, a partir de la surface. Or cet accroissemcnt change avec la 
valeur de e, et, dans la question actuelle, il cst sensiblement propor- 
tionnel a cette valeur, e’est-a-dire que le rapport de l’accroissement 
— a la temperature de la surface est une quantite constante -g- 

En general, le flux normal de la cbaleur a la surface d’un corps, tel 
qu’il est determine par Taction mutuelle des molecules solides, equi- 
vaut a la chalcur qui sc dissipc a la surface en vertu du rayonnement 
et de Taction du milieu extericur. Nous avons montre, dans les Me- 
moires deja cites do 1807 et do 1811, que cette relation cst totalemenl 
independante de la figure du corps et des substances dont la masse 
interieurc est formeo, ou de leurs temperatures. Le rapport constant 
dont il s’agitne depend quo des deux qualites physiques de Tenveloppe 
qui out ete designees par K et h. 

Voici la formulc qui contient la solution generale de la question pre- 


cedentc (') 

( 9 ) * 



sin pix I «F(«) sinpitxdoc 

_ri- e 

X-— sin 2 Pi'S. 

2 Pi 


K p)t 

eu 


La quantite designee par p t est une racine de Tequation transcen- 
dante 

(10) joX=:^i-^X^ tang/jX. 


( 1 ) Theorie de la chalcur, p. 3 12 el 3 1 4 - 


G. D. 
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dont toutes les parties auraient regu la meme temperature initiale b . 
Or la solution de cette derniere question doit donner le meme resultat 
que celle qui exprime l’etat variable d’une sphere d’un rayon infini, et 
dont tous les points auraient eu la temperature initiale b. II faut done, 
dans 1’equation (9), remplacer la fonction F(a) par une constante b 
et attribuer une grandeur infinie au rayon total X. Si Ton procede a ce 
calcul avec beaucoup d’attention, en supposant d’abord la valeur in¬ 
finie dans I’equation (10), afin de determiner toutes les valeurs de p, 
on reconnait que chaque terme de la valeur de v dans I’equation (9) 
devient une quantite differentielle, en sorte que v est exprime par une 
integrate definie; et I’on trouve exactem'ent pour cette integrate le 
resultat donne par l’equation ( 3 ), a laquelle on etait parvenu en sui- 
vant une analyse entierement diflerente. 

On ne connait point la densite des couches interieures du globe, ni 
les valeurs des coefficients K, h. Ces deux derniers coefficients n’ont ete 
determines jusqu’ici que pour une seule substance, le fer forge dont la 
surface serait polie. Les experiences que nous avons faites pour mesurer 
ces coefficients ne se rapportaient point a la question actuelle; ellcs 
avaient pour objet de comparer quolques resultats theoriques avecceux 
des observations, et surtout de determiner, du moins pour une sub¬ 
stance, les elements qu’exigent les applications numeriques. Nous ne 
pouvons done aujourd’hui appliquer les formulas precedentes qu’a une 
sphere solide do fer, d’un rayon comparable a celui de la Terre; mais 
cette application donne une idee exacte et complete des phenomenes. 
II est facile ensuite de modifier les solutions generates, en supposant 
que les coefficients D, C, h, K varient avec l’espece de la matiere, avec 
la profondeur, la pression et la temperature. II serait necessaire sur¬ 
tout d’^prouver 1’elTet de la pression sur la propagation de la chaleur. 
On ne pourrait aujourd’hui former sur ces questions que des hypo¬ 
theses fort douteuses, parce qu’on manque totalement d’observations 
exactes et anciennes. Au reste, les changements qui peuvent resulter 
de ces diverses conditions affecteraient surtout les temperatures a de 
tres grandes profondeurs, et ils laissent subsister les consequences 
II. 36 



282 SUR LE REFROIDISSEMENT SECULAIRE 

generates qui etaient l’objet de notre recherche, et que nous allons ex¬ 
poser en donnant l’extrait du dernier article du Memoire. Toutefois il 
est necessaire de remarquer que ces consequences ne sont entierement 
exactes que si on les rapporte a une sphere de fer solide et homogene, 
d’un diametre egal a celui de la Terre. Notre objet est moins de dis- 
cuterles applications speciales de la theorie a la masse du globe ter- 
restre, dont la constitution interieure nous est inconnue, que d’etablir 
les principes mathematiques de cet ordre de phenomenes. 


Consequences generales. 

I. Si la Terre etait exposee depuis un grand nombre de siecles k la 
seule action des rayons du SoleM, et qu’elle n’eut point recju une tem¬ 
perature primitive superieure a celle de l’espace environnant, ou 
qu’elle eut perdu entierement cette chaleur d’origine, on observerait, 
au-dessous de l’enveloppe oil s’exercent les variations periodiques, une 
temperature constante qui serait la meme pour les divers points d’une 
meme ligne verticale. Cette temperature uniforme aurait lieu sensible- 
ment jusqu’aux plus grandes distances accessibles. Dans cliacun des 
points superieurs, sujets aux variations et compris dans la memo ligne, 
lavaleur moyenne de toutes les temperatures observees a chaque in¬ 
stant de la periode serait egalc a cette temperature constante des lieux 
profonds. 

41 

II. Si Faction des rayons solaires n’avait pas ete prolongec assez 
longtemps pour que Pechauffement fut parvenu a son terme, la tem¬ 
perature moyenne des points ou s’exercent les variations, ou la tempe¬ 
rature actuelle des lieux plus profonds, ne serait pas la meme pour tous 
les points d’une meme verticale; elle decroitrait a partir de la surface. 

III. Les observations paraissent indiquer que les temperatures sont 
croissantes lorsqu on descend a de plus grandes profondeurs. Cola 
pose, la cause de cet accroissement est une chaleur d’origine, proprc 
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au globe terrestre, qui subsistait lorsque cette planete s’est formee, et 
qui se dissipe continuellement a la superficie. 

IV. Si toute cette chaleur initiale etait dissipee et si la Terre avait 
perdu aussi la chaleur qu’elle a regue du Soleil, la temperature du 
globe serait celle de l’espace planetaire oil il est place. Cette tempera¬ 
ture fondamentale, que la Terre re^oit des corps exterieurs les plus 
eloignes, est augmentee, premierement, de celle qui est due a la pre¬ 
sence du Soleil; secondement, de celle qui resulte de la chaleur pri¬ 
mitive interieure non encore dissipee. Les principes de la Theorie de 
la chaleur, appliques a unc suite d’observations precises, feront un 
jour connaitre distinctement la temperature exterieure fondamentale, 
l’exces de temperature cause par les rayons solaires, et 1’exces qui est 
du a la chaleur primitive. 

V. Cette derniere quantite, l’exces de temperature de la surface sur 
celle de 1’espace exterieur, a unc relation necessaire avec l’accroisse- 
ment des temperatures observe a differentes profondeurs. Une augmen¬ 
tation d’un degre centesimal par 3 o m suppose que la chaleur primitive 
que la Terre a conservec eleve presentement la temperature de sa sur¬ 
face d’environ un quart de degre au-dessus de celle de 1 ’espace. Cc 
resultat est celui qui aurait lieu pour le fer, e’est-a-dire si l’enveloppe 
du globe terrestre etait formee de cette substance. Comme on n’a 
encore mesure pour aucun autre corps les trois qualites relatives a la 
chaleur, on ne peut assigner que dans ce seul cas la valeur assez exacte 
de l’exces de temperature. Cette valeur est proportionnelle a la con- 
ductibilite specifiquc de la matiere do l’enveloppe; ainsi, elle est pour 
le globe terrestre beaucoup moindre qu’un quart de degr6. La surface 
du globe, qui avait des l’origine une temperature tres elevee, s’est 
refroidie dans le cours des siecles, et ne conserve aujourd’hui qu’un 
excedent de chaleur presque insensible, en sorte que son etat actuel 
differe tres peu du dernier etat auquel elle doit parvenir. 

VI. II n’en est pas de meme des temperatures interieures; elles sont, 
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au contraire, beaucoup plus grandes que celles de l’espace planetaire; 
elles s’abaisseront continuellement, mais ne diminueront qu’avec une 
extreme lenteur. A des profondeurs dc ioo m , 2oo m , 3 oo m , l’accroisse- 
nient est tres sensible : il parait qu’on peut l’evaluer a i° pour 3 o m ou 
4 o m environ. On se tromperait beaucoup si l’on supposait que cet 
accroissement a la meme valeur pour les grandes distances; il diminue 
certainement a mesure qu’on s’eloigne de la surface. Si l’on possedait 
une suite d’observations assez precises et assez anciennes pour donner 
la mesure exacte des accroissements, on pourrait determiner, par la 
Theorie analytique que nous avons exposee, la temperature actuelle 
des points situes a une certaine profondeur; on connaitrait a quelles 
epoques les diverses parties de la surface avaicnt une temperature 
donnee, combien il a du s’ecouler de temps pour former l’etat que nous 
observons; mais cette etude est reservee a d’autres siecles. La Physique 
est une science si recente, et les observations sont encore si impar- 
faites, que la theorie n’y puiserait aujourd’hui que des donnees con¬ 
fuses. Toutefois, on nepeut douter que I’interieur du globe n’ait con¬ 
serve une tres haute temperature, quoique la surface soit presque 
entierement refroidie. La chaleur penetre si lentement les matieres 
solides que, suivant les lois mathematiques connues, les masses pla- 
ceesadeuxou trois myriametres de profondeur pourraient avoir pre- 
sentementla temperature de l’incandescence. 

VII. Si 1 ’ensemble des faits dynamiques et geologiques prouve que 
le globe terrestre avait, a son origine, une temperature tres elevee, 
comme celle de la fusion du fer, ou seulement celle de 5oo°, qui est 
plus de dix fois moindre, il faut en conclure qu’il s’est ecoule une tres 
longue suite de siecles avant que la surface soit parvenue a son etat 
actuel. L’equation 

V- CD 
— ttA* K 

exprime la relation entre le temps t ecoule depuis l’origine du refroi- 
dissement et compte en minutes sexagesimales, la temperature ini- 
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tiale b comptee en degres centesimaux, et l’accroissement observe, qui 

CD 

peut etre ± ou Lc rapport ^ est environ io 33 pour le fer; il est, de 

plus, buit fois plus grand pour les matieres communes de l’enveloppe 
terrestre. 

VIII. L’accroissement A ou la difference que l’on observe a des pro- 
fondeurs mediocrcs, comme de ioo m a ooo m , entre la temperature fixe 
d’un certain point d’une verticale et la temperature fixe d’un second 
point de cette verticale place a i m au-dessous du premier, varie avec 
le temps suivant une loi fort simple. Cot accroissement a etc, a une 
certaine epoque, double de ce qu’il est aujourd’hui. II aura une valeur 
deux fois moindrc que sa valeur actuelle Iorsqu’il se sera ecoule, 
depuis le commencement du refroidissement, un temps quatre fois plus 
grand quo celui qui s’est ecoule jusqu’a ce jour. En general, 1 ’ae- 
croissement A varie en raison inverse de la racine earree des temps 
ecoules. 

IX. La temperature d’un lieu donne de la surface diminue par I’clfet 
du refroidissement scculaix'e du globe; mais cette diminution est 
enormement petite, meme dans le cours de plusieurs siecles. La quan¬ 
tile dont la temperature de la surface s’abaisse pendant une annee 
est egalc a l’exces actuel de la temperature, divise par le double du 
nombre d’annees ecoulees depuis l’origine du refroidissement. 

Nous avons demontre, dansle Memoire, que la variation seculairc w 
de la temperature de la surface est exprim.ee par l’equation 

_ K _A 
iV ~ h i T* 

On designe par A le nombre de degres dont la temperature augmente 
lorsque la profondeur augmente de i m ; T est le nombre de siecles 
ecoules depuis l’origino du refroidissement; tv est la quantite dont la 
temperature de la surface s’abaissc pendant le cours d’un siecle. Le 

rr 

rapportest d’environ 7 ,5 pour le fer; il peut etre neuf fois moindre 
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pourleglobeterrestre. A peat etre suppose jjou jj. Quant au nombre T, 
ilest evident cfu’on ne peut l’assigner; mais on est du moins certain 
qu’il surpasse la duree des temps historiques, telle qu’on peut la con- 
naitre aujourd’hui par les annales autlientiques Ies plus anciennes : 
cenombre n’estdoncpasmoindreque soixante ou quatre-vingts siecles. 
On en conclut, avec certitude, que I’abaissement de la temperature 
pendant un siecle est plus petit que 77— d’lin degre centesimal. 
Depuis I’Ecole grecque d’Alexandrie jusqu’a nous, la deperdition de 
la chaleur centrale n’a pas occasionne un abaissement thermometrique 
d’un 288® de degre. Les temperatures de la superficic du globe ont 
diminue autrefois, et elles ont subi des changements tres grands et 
assez rapides; mais cette cause a, pour ainsi dire, cesse d’agir a la 
surface : la longue duree du phenomene en a rendu lc progres insen¬ 
sible, et le seul fait de cette duree suffit pour prouver la stabilite des 
temperatures. 

X. D’autres causes accessoires, propres a chaque climat, ont une 
influence bien plus sensible sur la valeur mojenne des temperatures 
a 1 ’extreme surface. L’expression analytique de cette valeur moyenne 
contient un coefficient numerique qui designe la facilite avec laquelle 
la chaleur des corps abandonne la derniere surface et so dissipe dans 
1 air. Or cet etat de la superficie peut subir, par les travaux des 
hommes, ou par la seule action de la nature, des alterations acciden- 
telles qui s’etendent a de vastes territoires : ces causes influent pro- 
gressivement sur la temperature moyenne des climats. On ne peut 
douter que lesresultats n’en soient sensibles, tandis que l’effet de 
refroidissement du globe est devenu inappreciable. La hauteur du sol, 
sa configuration, sa nature, l’etat superficiel, la presence et l’etenduc 
des eaux, la direction des vents, la situation des mers voisines, con- 
courent, avec les positions geographiques, a determiner les tempera¬ 
tures des climats. C est a des causes semblables, et non a 1 ’inegale 
duiee dessaisons, que se rapporteraient les differences observees dans 
les temperatures des deux hemispheres. 
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XI. On peut connaitre d’une maniere assez approchee la quantite 
de chaleur primitive qui se perd dans un lieu donne, a la surface de la 
Terre, pendant un certain temps. En supposant la conducibilitepropre 
neuffois moindre que celle du fer, ce qui parait resulter d’une expe¬ 
rience de-M. H.-B. de Saussure, on trouve que la quantite de chaleur 
qui se dissipe pendant un siecle par I’efFet du refroidissement pro- 
gressif du globe, et qui traverse une surface d’un metre carre, equivaut 
a celle qui fondrait un prisme de glace dont ce metre carre serait la 
base, et dont la hauteur serait environ 3 m . L’abaissement de la tempe¬ 
rature pendant un siecle est insensible, mais la quantite de chaleur 
perdue est tres grande. 

XII. La quantite de chaleur solaire qui, pendant une partie de 1’an- 
nee, penetre au-dessous de la surface de la Terre et cause les variations 
periodiques estbeaucoup plus grande que la quantite annuelle de cha¬ 
leur primitive qui se dissipe dans l’espace; mais ces deux effets dif¬ 
ferent essentiellcment en ce que Tun est alternatif, tandis que le 
second s’exerce toujours dans 1c meme sens. La chaleur primitive qui 
se perd dans I’espacc n’est remplacee par aueune autre; celle que le 
Soleil avait communiquee a la Terre, pendant une saison, se dissipe 
pendant la saison opposee. Ainsi, la chaleur emanee du Soleil a cesse 
clepuis longtemps de s’accumulcr dans l’interieur du globe, et elle n’a 
plus d’autre efTet'quc d’y maintenir l’inegalite des climats et les alter¬ 
natives des saisons. 

Nous ne rappelons point ici les consequences que nous avons demon¬ 
trees dans les Memoires precedents en donnant l’analyse des mouve- 
ments periodiques de la chaleur a la surface d’une sphere solide; nous 
remarquerons seulement que l’ctendue des variations, les epoques suc- 
cessives qui les ramenent, la profondeur oil elle cesse d’etre sensible, 
la relation tres simple de cette profondeur avec la duree de la periode, 
en un mot, toutes les circonstances du phenomene, telles qu’on les a 
observees, sont clairement representees par la solution analytique. II 
suffirait do mesurer avec precision quelques resultatsprincipaux, dans 
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un lieu donne, pour en conclure la valeur numerique des coefficients 
qui mesurent la conducibilite. C’est l’examen de quelques experiences 
de ce genre qui nous a donne lieu d’evaluer a un trente-sixieme de 
degrc 1’elevation actuelle de la temperature de la surface du globe au- 
dessus de la temperature fixe des espaces planetaires. 

Nous ajoutons, en terminant cet Extrait, que les valeurs numeriques 
qui y sont rapportees ne peuvent etre regardees comme exactes, ou 
meme comme tres approchees; car elles sont sujettes a toutes les incer¬ 
titudes des observations. Mais il n’en est pas de meme des principes 
de la tlieorie; ils sont exactement demontres et independants de toute 
hypothese physique sur la nature de la chaleur. Cette cause generate 
est assujettie a des lois mathematiques immuables, et les equations 
differcntielles sont les expressions de ces lois. Les experiences mon- 
trent jusqu’ici que les coefficients qui entrent dans ces equations ont. 
des valeurs sensiblement constantes lorsque les temperatures sont 
comprises dans des limites peu differontes. Quellcs que puissent etre 
ces variations, les equations differentielles subsistent; il faudrait seu- 
lement modifier les integrates pour avoir egard a ces variations. Les 
equations fondamentales de la Tlieorie de la chaleur sont, a propre- 
ment parler, pour cet ordre de phenomenes, ce que, dans les questions 
de Statique et de Dynamique, sont les theoremes generaux et les equa¬ 
tions du mouvement. 


-«g— 
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I. 

Si, clans le premier membre X d’une equation algebrique X —o 
dont les coefficients sont des nombres donnes, on substituc succossi- 
venient deux nombres a et b, et si les deux resultats A et B de ees 
substitutions ont des signes dilferenls, l’equalion X = o a au moins 
une racine rcelle comprise entre les limites a et b. Le nombre des 
raeines reellcs comprises entre ces memos limites pourraitetre i, ou 
3, ou 5, ou un nombre impair quelconque. Si, au contraire, les deux 
resultats A et B ont le meme signe, 1’equation peut avoir un nombre 
pair de raeines rcelles entre les limites a et b; et il peut arriver aussi 
qu’il n’y ait aucune racine entre ces memos nombres. 11 suit de ces 
propositions, qui sont demontrees dans tous les Traites elementaires 
d’Algebre, que la substitution des deux nombres proposes a et b dans 
la fonction X no suffit point pour faire reconnaitrc combien l’equalion 
a de raeines comprises entre ces .deux nombres. 

Pour resoudre cette derniere question, il cst necessaire de substiluor. 
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ces deux limites a et b dans la fonction et dans les fonctions X', X", 
X w , ... que Ton en deduit par des differentiations successives. 

L’objet de cette Note est d’exposer la methode que Ton doit suivre 
pour determiner les limites des racines en substituant ainsi divers 
nombres dans les fonctions differentielles, et d’ajouter a cette methode 
une regie speciale pour distinguer facilement les racines imaginaires. 
Supposons done que Ton considere les fonctions suivantes : 

dX &X 
X ’ dx y dx 

et qu’on les ecrive toutes dans Tordre inverse, 

X iv v/// Y' Y 

y A. y -*V , y 

la derniere etant le premier membre de la proposee. Le nombre des 
fonctions ecrites est m-h i, si le degre de l’equ«ation est m, et la pre¬ 
miere fonction est un nombre constant positif. 

Si 1’on substitue un nombre a dans la suite des fonctions et si Ton 
ecrit le signe -+- ou le signe — de chaque resultat, on formera une 
suite de signes que nous designerons par (a); substituant aussi un 
nombre b, plus grand que a, dans la meme suite des fonctions, et 
remarquant les signes des resultats, on formera une seconde suite de 
signes que nous designerons par ((J). Cela pose, on examinera com- 
hien, dans la premiere suite de signes (a), il y a de changements de 
signe en passant d’un terme a un autre, e’est-a-dire combien de fois, 
dans cette suite, il arrive que deux signes voisins sont ou —. On 
examinera aussi combien il y a de ces changements de signe dans la 
seconde suite ((3). On comparera, sous ce rapport, les deux suites de 
signes (a) et ((3), et Ton deduira de cette comparaison les conse¬ 
quences suivantes, que nous allons d’abord enoncer, et dont nous 
donnerons ensuite la demonstration : 

i° Si les deux suites de signes (a) et ([3) ont un egal nombre de 
changements de signe, il est impossible que l’equation X = o ait au- 
cune raeine entre les limites a et b; en sorte qu’il serait entierement 
inutile de chercher des racines dans cet intervalle. 
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2 ° La seconde suite ne peut, dans aucun cas, avoir plus de cliange- 
ments de signe qu’il n’y en a dans la premiere. 

3° Si, dans la seconde suite, il se trouve un seul changement de 
signe de moins que dans la premiere, la proposee a une racine reelle 
comprise entre a et b, et il ne peut pas y avoir plus d’une racine dans 
cet intervalle. Dans ce cas, la racine comprise entre a et b est entiere- 
ment separee de toutes les autres. Alors il est facile de proceder a la 
recherche de cette racine, soit par la methode exegetique de Viete, ou 
par la regie des fractions continues de Fontaine ou de Lagrange, ou en 
faisant usage, comme Daniel Bernoulli et Euler, des series recur- 
rentes, ou enfin, et par la voie la plus courte, en suivant la methode 
d’approximation de Newton, a Iaquclle il est necessaire d’ajouter les 
remarques que nous avons publiees dans ce Recueil. En general, I’em- 
ploi de toute methode d’approximation suppose que la racine cherchee 
est separee de toutes les autres, c’est-a-dire que l’on connait deux 
limites a et b entre lesquellcs la proposee ne peut avoir que cette 
seule racine. 

4° Si, dans la premiere suite, on compte un plus grand nombre de 
changemcnts de signe que dans la seconde, et si l’exces du premier 
nombre sur le second est 2 , l’cquation X = o peut avoir deux raeines 
entre les limites a et b; il peutarriver aussi que ces deux raeines soient 
imaginaires. Lc sens exact de cette derniere proposition est que, si 1’on 
peut s’assurcr d’une manierc quelconque qu’il n’y a aucun nombre, 
compris entre a et b, qui rende nulle la fonction X, il est certain que 
cette equation a au moins deux raeines imaginaires. 

La difference des deux nombres de changements de signe dans les 
suites (a) ot (j3) etant supposee 2 , il est necessaire qu’il y ait deux 
raeines reelles dans l’intervalle deaa b ou qu’il n’y en ait aucune; il 
est impossible qu’il y en ait une seule. On doit done, dans ce cas, 
chercher deux raeines entre les limites proposes; et, si ces raeines 
manquent dans cet intervalle, elles manquent aussi dans I’equation. 

5° Si, dans la premiere suite (a), on compte trois changements de 
signe de plus que dans la seconde suite ((S), il y a neccssairement une 
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racine reelle dans l’intervalle de a a b; il ne peut pas y en avoir deux, 
mais il peut y en avoir trois; et, s’il n’y en a pas trois, les deux qui 
manquent dans 1’intervalle manquent aussi dans 1’equation. 

En general, la proposee ne peut pas avoir dans l’intervalle des 
limites a et b plus de racines qu’il y a d’unites dans l’exces du 
nombre des changements de signe de la suite (a) sur le nombre des 
changcments de signe de la suite ((B); nous designons pary cel exces, 
ou difference entre les deux nombres de changements de signe des 
deux suites. Si, dans l’intervalle de a a b, 1’equation n’a pas un nombre 
de racines reelles egal a j, celles qui manquent sont en nombre pair 
2 i; elles correspondent a un pareil nombre 21 de racines imaginaires 
qui manquent dans 1’equation proposee : ainsi le nombre des racines 
imaginaires de 1’equation est toujours egal au nombre des racines qui 
manquent dans tous les intervalles. 

Il etait necessaire d’expliquer en ces termes la proposition gene- 
rale que nousvoulons demontrer pour faire connaitre directement son 
usage dans la recherche des limites des racines. On voit que cctte 
regie indique avec precision les intervalles dans lesquels on doit cher- 
cher les racines et le nombre des racines qu’il peut y avoir. En effet, 
si le nombre y est zero, c’est-a-dire si dans la suite (a) on ne compte 
pas plus de changements de signe que dans la suite ((B), l’intervalle 
des nombres a et b est un de ceux dans lesquels on ne doit chercher 
aucune racine. Une methode d’approximation qui conduirait a divisor 
de pareils intervalles en moindres parties, dans la vue d’y decouvrir 
quelques racines, serait par cela meme extremement imparfaite. C’est 
ce qui arrive lorsqu’on procede a la separation des racines en substi- 
tuant dans la proposee une quantite moindre que la plus petite diffe¬ 
rence de ces racines. 

La proposition generale que l’on vient d’enoncer n’est autre chose 
que l’extension du theoreme qui exprime la relation connue entre le 
nombre des racines positives d’une equation et le nombre des change¬ 
ments de signe que presente la suite des coefficients; et cette applica¬ 
tion de la regie de Descartes se presente d’elle-meme dans la recherche 
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des limites des racines. En effet, si l’on diminue d’une certaine quan¬ 
tity positive a toutes les racines d’une equation en substituant x'-\-a 
au lieu de x, et si Ton remarque que l’equation en x' n’a plus, dans la 
suite de ses coefficients, autant de changements de signe qu’il y en 
avait dans l’equation en x, cette difference indique combien on doit 
chercher de racines dans I’intervalle de o a a; or le calcul de la trans- 
formee en x' est le meme que celui de la substitution de a dans les 
fonctions differentiellcs ('). Ce procede est beaucoup plus simple que 
la methode des cascades, d’ailleurs incomplete et confuse. 

La proposition generale que nous avons rapportee peut etre. deduite 
du theoreme de Descartes; elle peut aussi etre demontree directement 
corame il suit, et alors ce theoreme en devient une consequence neces- 
saire. Cette demonstration est celle qui a ete donnee autrefois dans les 
cours d’Analyse de l’Ecole Poly technique : elle n’avait point encore 
ete imprimee. 

Demonstration . 

r° Si, dans la suite ( e ) des fonctions 

viv v/// \ it x f V 

• * « 9 j:Y. y y u\. y y y 

on substitue une quantite negative — a, et si le nombrc est infinimcnt 
grand, tous les resultats de la substitution serontalternativemcnt posi- 
tifs et negatifs; en sorte que dans la suite il nc se trouvera que des 
changements de signe. En effet, l’cquation X = o etant du degre m, la 
premiere fonction de la suite est 1.2. 3 .. .m; la seconde a pour premier 
terme 2.3 .^...mx; la troisieme a pour premier terme Z.l\...mx i -, la 
quatrieme 4 ■■■mx''; ainsi de suite. Done, le nombre substitue etant 
— 00, lessignes des resultats sont 

, -H, —y J 

il ne peut y avoir que des changements de signe dans la suite (a). Le 
nombre de ces changements est m. 

(i) Jlgebrc latine de Hales. Dublin, 1784. - Recherches de M. Budan, do I’Universitd 
de France. — Resolution des equations numeriques de Lagrange. 
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2 ° Si le nombre substitue a est go, tous les resul tats on t le signe -+•, 
et il ne reste aucun changement de signe dans la suite (a). 

3° Si le nombre substitue a, qui estd’abord egal a —go, augmente 
par degres infiniment petits, depuis —go jusqu’a -t- go, il deviendra 
successivement egal a chacune des racines reelles que peut avoir 
I’equation X=o, et nous allons prouver que, lorsque a deviendra egal 
a une de ces racines, la suite (a) perdra un changement de signe. 

En effet, le nombre a augmentant par degres insensibles, la suite (a), 
qui avait d’abord tous ses signes alte.rnatifs, s’altere progressivement; 
elle ne peut commencer a subir quelque changement que si le nombre 
substitue fait evanouir une des fonctions ..., X IT , X'", X", X', X; car 
aucune de ces quantites ne peut changer de signe si elle ne devient 
d’abord nulle. Il se presente ici deux cas differents : le premier a lieu 
lorsque la substitution du nombre a fait evanouir la derniere fonc- 
tion X, c’est-a-dire lorsque le nombre substitue est une des racines 
reelles de l’equation; le second cas a lieu lorsque la substitution de a 
rend nulle une des fonctions intermediates, telles que X IV , X'", X", X'. 
On pourrait aussi supposer que le meme nombre a fait evanouir a la 
fois plusieurs de ces fonctions, mais nous ferons d’abord abstraction 
de ce cas singulier, parce qu’il suppose entre les fonctions une cer- 
taine relation qui n’a point lieu en general. 

Dans le premier cas, c’est-a-dire lorsque la valeur do X. est la seule 
qui devienne nulle, le signe du dernier resultat, dans la suite (a), est 
remplace par o. Si le resultat de la substitution de a, dans la fonction 
precedente X', est 4-, la suite ( a ) est ainsi terminee ..., +, o. Conce- 
vons main tenant que l’on substitue, au lieu de a, deux nombrcs infini¬ 
ment peu differents, I’un moindre que a et l’autre plus grand que a ; 
il est facile de voir que la suite (a) aura pris trois etats successifs indi- 
ques par la Table suivante 

| < a ... -t- — 

(l) j Cl ... —b O 

( ci ... ~ 4 ~ 

c’est-a-dire que, les deux derniers termes de la suite (a) donnee par 
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la substitution de a etant par hypothese -ho, les deux derniers tenues 
de la suite qui repond a <a sont necessairement -h, —, et que les deux 
derniers termes de la suite qui repond a > a sont -h, -h. Cette conse¬ 
quence se prouve comme il suit : 

Designant la fonction X par <p(a?) et X' ou ~ par ©'(a;), et co etant 
une quantite infiniment petite, on a 

a(a — w) = o(a) — w ct <p(a-H u) = <?(</)-Huo'(«). 

Or, par hypothese, 9 (a) est nulle et <p'(«) est positive. Done la substi¬ 
tution du nombre <« donne un resultat negatif, savoir — coo '(a). 
Quant au nombre il donne, par la substitution, un resultat affecte 
du signe -H , savoir -h C09 '(a). 

Done la suite de signes (a), en prenant les etats successes qui 
repondent ii <^a, a, > a, a perdu un changement de signe, la succes¬ 
sion h— etant devenue -f-o et -h-h. 

Il on sera de memo si le resultat de la substitution de a dans X' 
donne le signe —. Kn effet, la valeur y'( a ) es l a l° rs negative; done 
9 (a — 00), 011 — to <p'(tf), est une quantite positive, et 9 (a h- co), ou 
est une quantite negative; done la Table precedente (1) est 


remplacee par la Table 



( 


— -h 

(2) 

a 

— 0 

( 

>a 

— -— 


On voit par la que la suite des signes (a) a perdu un ebangement de 
signe lorsque le nombre substitue a passe par la valeur a qui fait eva- 
nouir la derniere fonction. 

Il est done demonIre que la suite des signes (a) perd un change¬ 
ment de signe toutes les fois que le nombre substitue devient egal a 
I’une des racines reelles de la proposee. 

4 ° Si le nombre substitue fait evanouir une des fonctions interme- 
diaires ..., X v , X IV , X'", X", X', et non la derniere X, la suite (a) con¬ 
serve autant dc changements de signe qu’elle en avait auparavant, ou 
II. 38 



298 SLR L’USAGE DU THEOREME RE DESCARTES 

elle peril deux changements de signe a la fois. II ne peut arriver quo 
l’un de ces deux cas. Yoici la preuve de cette proposition. 

Considerons trois fonctions consecutives, savoir celle qui devient 
nulle, celle qui precede et celle qui suit. Supposons que les deux 
premieres donnent les resultats suivants, qui sont ceux de la Table (i) : 

< a ... +■ — 

a ... o 

(i ... -f- -f- 

Si la troisieme fonction donne un resultat positif, on formera la 
Table suivante : 

! <^ CL ... —j— — —(~ 

CL ... ri~ O -+- 

CL ... -f" -+■ ■+" 

On en conclura que, le nombre substitue etant devenu egal a a et 
plus grand que a, la suite des signes a perdu deux changements de 
signe, savoir h— et —qui sont remplaces par et 
Si, au contraire, la troisibme fonction donne un resultat negatif, on 
aura la Table suivante : 

a ... -h — — 

Cl ... —|— O — 

>> a ... -4- 4- — 

Dans ce cas, le nombre substitue passant par la valeur a, la suite (a) 
des signes neperd aucun changement de signe. 

On a suppose que les deux* premieres fonctions donnaieht les resul¬ 
tats indiques dans la Table (i). Si, au contraire, la premiere fonction 
ale signe —, les resultats donnes par les deux premieres fonctions 
seront ceux de la Table ( 2 ), savoir : 

< a ... — -+. 

a ... — o 

> a ... — _ 

Dans ce cas, la troisieme fonction donnera le signe -+- ou lc signe -. 
Si sa valeur est positive, on aura la Table suivante : 
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en sorte quo la suite (a) des signes n’aura perdu aucun cliangement 
do signe. 

Mais si la troisiemc fonction donnede signe —, on aura la Table sui- 
vante : 

(«) 

cc qui prouve quo la suite (a) des signes aura perdu deux changcmcnts 
de signe. 

Ainsi, le nombre a que l’on substitue dans la suite des fonctions 
prenant succcssivement toutes les valours possibles depuis — * jus- 
qu’a -f-oo, la suite (a) des signes des resultats no demeure pas la 
memo; elle s’allere de la maniere suivante. II ne peut y survenir de 
ehangement que lorsquc le nombre a fait evanouir une des fonctions. 
Si ec nombre devient egal a une racine reelle de la proposee, la 
suite (a) perd un ehangement do signe. Si la fonction qui s’evanouit 
n’est point la derniere X, mais une des functions intermediaires, la 
suite (a) conserve tons les changcments de signe qu’elle avail aupa- 
ravant, ou elle en perd deux a la (bis. Par consequent, cette suite ne 
peut point acquerir de nouveaux changements de signe a mesure que le 
nombre augmente, elle ne peut qu’en perd re; et e’est ainsi qu’elle passe 
progressivemenl de son premier etat, oil Ton compte m changements 
de signe, a son dernier etat, oil elle n’a plus aucun ehangement de 
signe. On deduit de ees remarques les consequences suivantes : 

Si la proposee X == o a toutes ses racines reelles en nombre m , il 
arrive necessairemenl un nombre m de fois qu’elle perd un seul chan- 
gement de signe; et comine le nombre total des changements de signe 
qu’elle peut perdre est m, il s’ensuit que les valeurs de a qui font eva¬ 
nouir une des fonctions intermediaires ne donnent lieu a aucune dimi¬ 
nution du nombre des changements de signe. Ce nombre se conserve 
lorsque la valour de a rend nulle une des fonctions intermediaires, et 
il diminue d’une unite lorsque cette valour de a rend nulle la derniere 
fonction. 
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Si la proposee a m — i racines reelles et deux racines imaginaires, 
il arrive un nombre de fois egal a m — i que la suite (a) perd un 
seul changement de signe; et, par consequent, il arrive seulement une 
fois que, la valeur de a faisant evanouir une fonction intermediaire, 
deux changements de signe disparaissent ensemble. 

En general, si la proposee a un nombre m — 21 de racines reelles, 
et un nombre 21 de racines imaginaires, il est evident que m—21 
changements de signe disparaissent un a un dans la suite (a), et, par 
consequent, il arrive un nombre de fois egal a i que, la valeur de a fai¬ 
sant evanouir une fonction intermediaire, deux changements de signe 
disparaissent ensemble. 

Nous avons suppose jusqu’ici que le nombre substitue ne fait pas 
evanouir en meme temps deux ou plusieurs fonctions diHerontielles, 
mais seulement une de ces fonctions. On pourrait sc dispenser de con- 
siderer les cas oil une meme valeur de a, substitute au lieu de x, rend 
nulles plusieurs fonctions a la fois : car ces valeurs singuliercs du 
nombre substitue n’auraient plus la memo propriety si les coefficients 
de la proposee subissaient un changement infiniment petit. Mais, 
comme il s’agit ici des principes elementaires de l’Analyse algebrique, 
il convient de demontrer explicitement que lc cas oil plusieurs fonc¬ 
tions s’evanouissent ensemble est en effet compris dans celui oil l’on 
suppose qu’une seule des fonctions devient nulle; il est facile de prouver 
cette derniere proposition, comme on le verra dans la seconde Partie 
de cette Note, qui sera insereo dans le Bulletin suivant. Nous termi- 
nons celle-ci par l’expose des consequences generates de la demonstra¬ 
tion precedente. 

On en conclut immediatement le theoreme que nous allons enoncer, 
et que nous regardons comme un des elements principaux de l’analyse 
des equations : 

Une equation du degre m, X = o, etant proposee, si Von forme la suite 
X' m >, ..., X'", X", X', X, 

qui comprend toutes les fonctions differentielles derivees de X, et si Von 
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substitue au lieu de x un nombre continuellement croissant a, qui regoit 
toutes ses valeurs successives depuis — oo jusqu’a 4- co, on observe la rela¬ 
tion suivante entre les racines reelles ou imaginaires de la proposee et les 
changements de signe que presente la suite des resultals numeriques des 
substitutions : 

Le nombre des changements de signe, qui etait m, diminue de plus en 
plus, jusqu’a ce quil devienne nul; il ne pent jamais augmenler; autant 
il arrive de fois que la suite perd un seal changement de signe, autant 
1 ’equation a do. racines reelles; et autant il arrive de fois que la suite perd 
deux changements de signe en mime temps, autant Vequation a de 
racines imaginaires. 

Ce theoreme comprcnd, comme on le verra dans la seconde Partie 
de cettc Note, les cas particulars ou plusieurs fonctions s'evanouissent 
en memo temps. 

Les propositions enoncees ci-dessus dans les paragraphes i°, 2 0 , 3 °, 
4°, page 292, sont des corollaircs evidents de ce theoreme. 11 en est de 
meme de la proposition generale qui termine le paragraphc 5 °. Si les 
valeurs substituecs a et b sont rospectivement -x et o ou o et + cc, 
les signcs des valours numeriques des fonctions differentielles sont les 
signes memos des coefficients de la proposee, et Ton obtient ainsi la 
regie connue pour la distinction des racines positives ou negatives. On 
voit quo cctte regie, qui a etc donnee pour la premiere fois par Des¬ 
cartes, dans sa Geometric, et la proposition plus generale a laquelle elle 
appartient, derivent clairoment des proprietes de la suite des signes 
que 1’on forme en substituant dans les fonctions differentielles une 
grandeur continuellement croissante depuis l’infini negatif jusqu’a 
1 ’infini positif. L’application do cctte regie a la recherche des limites 
des racines est aussi une consequence manifeste du theoreme pre¬ 
cedent, qui exprime ces proprietes. 



302 


SUR L’USAGE DU THEOREME DE DESCARTES 


II. 


On a demontre dans la premiere Partie de cette Note qu’en substi- 
tuant dans la suite des fonctions differentielles N ( ' w) , X c "'~' li , ..., X', X 
un nombre a con'tinuellement croissant depuis — co jusqu’a -t-oo, on 
fait disparaitre successivement les m changemcnts de signe de la suite 
que nous axons designee par (a). Autant de fois cette suite perd un 
seul cliangement de signe, autant l’equation X = o a de racincs reelles; 
et autant de fois cette suite perd deux changements de signe ensemble, 
autant l’equation a de couples de racincs imaginaires. II faut mainte- 
nant examiner avec attention le cas oil la substitution du nombre a fait 
evanouir a la fois plusieurs fonctions. 

Nous supposons done que la valeur de a, substitute dans les fonc¬ 
tions differentielles, rend nulles plusieurs fonctions intermediaires 
consecutives, en nombre i, en sorte que la suite des signes (a) con¬ 
sent un nombre * de zeros intermediaires, ct qu’ellc est ainsi repre¬ 
sents : 

o, o, o, o, 


II s’agit d’abord de former les deux suites qui repondent, l’une a < a, 
et l’autre a >a. On suppose ici que les deux signes extremes et dif- 
ferents de ztro sont -t- et -+•; on pourrait ainsi supposer — et -k ou 
-+- et —, ou — et —; mais, quels que soient les signes extremes, on 
pourra toujours determiner, comme il suit, les signes intermediaires 
des deux suites qui repondent a < a et > a. 

En effet, soit f(x) l’une quelconque des fonctions differentielles qui 
repondent a l’un des zeros intermediaires, par exemple au cinquieme; 
on aura l’equation generate 


f(a — to) — f(a) — w f'(a) 


•/"(«) 


(E) 


2 . 3.4 


/'» - 


2 . 3 . 4 • ^ 


-/»+• 


et, comme les cinq premiers termes deviendraient nuls par liypothese, 
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la valeur (1 ef(a co) sera — — ^ = / Y (a). Or f v (a) repond au pre¬ 
mier des signes extremes, qui est -t- ; done le signe que Ton doit ecrire 
au-dessus du cinquiemc zero, et qui fait partie de la suite correspon- 
dante a <^a, est contraire au signe de /'(a); ainsi l’on doit ecrire le 
signe — au-dessous du cinquieme zero intermediaire. 

Mais si Ton considere le quatrieme zero intermediaire, l’equation (E) 

fait connaitre que la valeur de f(a - co) est Dans ce 

cas, / IV («) repond au premier signe extreme, qui est -+-. Done le signe 
que Ton doit ecrire au-dessus du quatrieme zero intermediaire, et qui 
entre dans la suite corrcspondante a < a, est le meme que 1c premier 
des signes extremes, qui est ici -k 
E n general, on prouve, de la meme maniere, que, pour former la 
suite de signes corrcspondants a <a, il faut ecrire au-dessus de 
chaque zero intermediaire un signe different du premier signe ex¬ 
treme si ce zero intermediaire est derang impair; et que, si ce zero 
intermediaire est de rang pair, il faut ecrire au-dessus un signe sem- 
blable a cclui du premier signe extreme; et il est evident que cette 
rfegle doit etre suivie soit que lc premier signe extreme soit + oil —. 

Quant a la suite de signes qui repond a elle se deduira de 
l’equation generale 


(F) 


f(a ■+- m) —/(a) H- ci)f'(a) 


/"(«) 


—ir /"'(«) -I- T~7 

2 .i J v ' 2.3.4 




2.34.5 


/ v («); 


ct Ton on conclut que, pour former cette suite de signes, qui repond a 
><z, il faut ecrire au-dessous de chaque zero le meme signe que le 
premier signe extreme. 

Il est done tres facile maintenant d’ecrire les deux suites de signes 
qui repondent a <a et a >a. Il faut, pour la premiere, ecrire au-des¬ 
sus du premier zero intermediaire un signe contraire au premier signe 
extreme, au-dessus du second zero un signe semblable au premier 
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signe extreme, au-dessus du troisieme zero un signe contraire, au-des- 
sus du quatrieme zero un signe semblable, ainsi du reste, en chan- 
geant alternativement de signe, ce qui donne a la premiere suite le 
plus grand nombre possible de changements de signe. Mais, pour 
former la seconde suite de signes qui repond a > a, il faut repeter au- 
dessous de cliaque zero intermedia!re le premier signe extreme, qui est 
connu, ce qui donne a la seconde suite le moindre nombre possible de 
changements de signe. 

II suit necessairement de cette maniere de former les deux suites : 
i° que, si le nombre de zeros intermediaires est pair, la premiere suite 
qui repond a presente un nombre h de changements de signe 
plus grand que le nombre k de changements de signe comptes dans 
la seconde, et que la difference h — k est un nombre pair; 2 0 que, si le 
nombre de zeros intermediaires est impair, le nombre h de change¬ 
ments de signe de la premiere suite peut, dans un seul cas, etre egal 
au nombre k de changements de signe de la seconde, mais que, dans 
tous les autres, h est plus grand que k, et que la difference h — k est 
encore un nombre pair. 

Ainsi, cette difference h — k ne peut etre ni negative, ni un nombre 
impair; il est necessaire qu’elle soit un des nombres o, 2, 4, G. 

Mais si les fonctions differentielles consecutives qui s’evanouissent 
par la substitution de a comprennent la derniere tp (pc'), on conclut 
facilement des remarques precedentes que le nombre h des change¬ 
ments de signe de la premiere suite surpasse le nombre k de change¬ 
ments de signe de la seconde, et que la difference h — k, qui alors peut 
etre un nombre pair ou impair, est toujours egale au nombre des fonc¬ 
tions extremes qui s’evanouissent. Or l’equation proposee a, dans ce 
cas, selon le theoreme de Huddes, autant de racines egales au nombre a 
qu’il se trouve de ces fonctions extremes qui s’evanouissent; done la 
suite (a) des signes perd dans ce cas autant de changements de signe 
que l’equation a de racines reelles egales au nombre a. 

Enfin, on pourrait supposer que le nombre substitue fait evanouir 
plusieurs fonctions differentielles, ou intermediaires, ou extremes, et 
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qu’il rend nulles en meme temps d’autres fonctions dans differentes 
parties de la meme suite, separees les lines des autres par des fonc¬ 
tions non evanouissantes : dans ce cas, on connaitrait le nombre total 
de changements de signe que la suite (a) a perdus en ajoutant les 
divers resultats donnes par les regies precedentes. 

Ayant done enurnere toutes les consequences possibles de la substi¬ 
tution d’un nombre croissant a , nous sommes parvenu a la demon¬ 
stration du theoreme general dont voici I’enonce : 

Si Von forme la suite des fonctions 

X< X", X', X 

par la differentiation du premier membre de Vequation X = o, et si , ayant 
substitue dans ces fonctions un mime nombre a, on remarque combien il 

y a de fois H- ou -b dans la suite des resultats des substitutions, le 

nombre des changements de signe de la suite sera d f autant plus grand 
que la valeur substitute a sera moindre. 

Si Von donne au nombre a une valeur continuellement croisscmle 
depuis une valeur negative Ires grande A jus qua une valeur positive ires 
grande B, on fern disparaitre successivement tons les changements de 
signe de la suite des resultats. La suite perd un changement de signe 
toutes les fois que le nombre substitue devient egal a Vune des racines 
reelles, en sorte que Vequation a autant de racines reelles, egales ou in- 
egales, que la suite perd de changements de signe par la substitution des 
valeurs de a qui rendent nulle la derniere fonction. 

La mime equation a autant de racines imaginaires que la suite perd de' 
changements de signe par la substitution des valeurs de a qui rendent 
nulles une ou plusieurs des fonctions iritermediaires, et qui ne rendent 
point nulle X. 

C’est a ce theoreme que se rapportent la regie de Descartes et lesap-* 
plications qu’on en a faites pour la recherche des limites des racines.. 
II resulte evidemment de la demonstration precedente qu’il nc pent 
y avoir, dans I’intervalle de deux limites quelconques a et b , plus de 
n. 3 a 
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raciaes que la suite perd de changements de signe lorsque le nombre 
substitue passe de la valeur a a la valeur b; on connait ainsi combien 
on doit chercher de racines dans cet intervalle. Celles qui sont ainsi 
indiquees dans l’intervalle de a a b, et qui ne s’y trouvent point, 
ne peuvent etre qu’en nombre pair; elles correspondent a autant de 
racines imaginaires. Ainsi, il y a de certains intervalles oil les racines 
imaginaires manquent deux il deux, comme il y a des intervalles oil 
les racines reelles subsistent. 

Il nous reste a donner une regie generale pour distinguer facile- 
ment les intervalles oil manquent les racines imaginaires de ceux oil 
les racines reelles subsistent. 

Nous nous bornerons presentement a l’enonce de cette derniere 
regie, qui resout une des difficultes principales de l’analyse des equa¬ 
tions. 

Si l’equation X = o avait toutes ses racines reelles inegales et que 
Ton connut cette propriete, le theoreme precedent, ou meme la seule 
application de la regie de Descartes, sufFirait pour separer toutes les 
racines, c’est-a-dire pour assigner a chacune deux limites entre les- 
quelles elle serait seule comprise. En effet, on donnerait au nombre 
substitue a differentes valeurs, telles que —ioo, — io, —i, o, -+-1, 
-i-io, -t-ioo, et Ton connaitrait les intervalles dans lesquels on doit 
chercher les racines, etle nombre des racines qui peuvent s’y trouver; 
on subdiviserait ensuite ces intervalles, et, pour le fairc avcc ordre, on 
pourrait suivre le procede que nous allons decrire. 

Designant par a et b les deux limites d’un intervalle oil Ton cherche 
plusieurs racines, on comparera la suite (a) des resultats de la substi¬ 
tution de a a la suite ([ 3 ) des resultats de la substitution de b; ecrivant 
sur une ligne horizontale la premiere suite, et procedant de la gauche 
a la droite, on marquera, au-dessus de chaque terme, combien la suite 
contient de changements de signe jusqu’a ce terme, et y compris ce 
terme. Le nombre ainsi marque, que nous designerons, en general, 
par h, augmentera, ou du moins ne pourra pas diminuer, depuis le 
premier terme de la suite jusqu’a dernier X, pour lequel il aura sa va- 
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leur complete H. Ayant ecrit au-dessous de la suite (oc) la suite (( 1 ) du 
resultat de la substitution de b, on comptera pareillement dans cette 
secondc suite le nombre k des changements de signe, a partir du pre¬ 
mier termc a gauche jusqu’a un terme quelconque, et y compris ce 
terme. Ainsi, cc nombre augmente, ou du moins ne peut pas diminuer, 
torsqu’on passe d’un terme a un autre vers la droite; les premieres va- 
leurs de h ct k sont o et o, ct les derniercs, qui correspondent au 
terme X, sont II et K. 

On prondra aussi la difference des deux nombres correspondents h 
et&, et 1’on ccrira ebaque valeur de cette difference o entre les deux 
termes qui repondenl a h et k ; la premiere valeur de o sera o, et la 
derniere H — K, ou A; les valcurs successives de ces nombres h,_ k, o 
et leurs valours completes H, K, A se determinent facilement a la scule 
inspection des suites (a) et (( 3 ). 

Considerant la suite des nombres o, a partir du dernier a droite, qui 
repond a X, ct passant de la droite a la gauche, on s’arretera au pre¬ 
mier de ces nombres quo Ton trouvera etre egal a I’unitc. Designant 
par cp ( " ! (m) la function qui repond a cc termc i de la suite (o), on sub- 
stituera au lieu de x, dans cette fonction et dans toutes cellos qui la 
suivent a droite, un nombre a' compris entre a et b, limites de l’inter- 
valle. Ce nombre inlerinediairc a' doit etre du memo ordre decimal quo 
a et b, si eela est possible, ou il doit etre de l’ordre immediatement 
inferieur. Ayant fait ces substitutions de a' dans cp ( ">(a;) et dans toutes 
les fonotions plaeees a la droite de celle-ci, on aura divise l’intervalle 
des deux limites on deux autres intervalles moindres et, si toutes les 
raeines de la proposee etaient reelles, on trouverait, par ces subdivi¬ 
sions, deux limites distinctcs pour chacuno des raeines. 

Si l’equation X = o peut avoir des raeines imaginaires, la subdivi¬ 
sion des intervalles ne suffit pas pour determiner la nature des raeines, 
mais on y parviendra au moyen de la regie suivante : 

Ayant designe la fonction cp (,,) (;r) correspondante au terme r, marque, 
comrne on l a ditplus haul, dans la suite (o), on examinera si, dans cette 
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suite, ce terme i est precede a gauche du terme o. Si cela n a point lieu, 
on procidera a la subdivision de Vintervalle comme on le ferait si toutes 
les racines etaient reelles; mais si ce terme, qui est necessairement sum 


de 2, est precede de o, on ecrira Vexpression — ; et, y faisant 


x = a , on trouvera la valeur 


cp^-i ){a) 


cp (n ~ i} (x). 

('p( n )(x) J 

ce qui se reduit a prendre le 


quotient de deux quantites deja connues . Si ce quotient nest pas moindre 
que la difference b — a des deux limites, on sera assure quit manque deux 
racines dans Vintervalle de ad b; dans ce cas, on retranchera 2 de chacun 
des termes de la suite (o) a partir de celui qui repond a ^ {n ~ { \x) jus - 
quau dernier terme a droite, qui repond a X, et Von conservera les valeurs 
precedemment trouvees, pour les termes de cette suite (o) qui sont a la 
gauche de ; celaetant, on aura une nouvelle suite (§) pour ce 

mSme intertable compris entre a et b. On continuera done Vapplication 
litterale de la presente regie, et, en operant ainsi, on parviendra promple - 
ment, et sans aucune incertitude, a la separation de toutes les racines (*). 


Nous n’examinons point ici les cas singuliers ou les fonctions diffe- 
rentielles ont des facteurs communs, parce qu’ils se resolvent facile- 
ment au moyen des theorem.es connus sur les racines egales. 

Au lieu de substituer Tune des limites a dans i’expression — 
onpeutaussi substituer la plus grande limite b, et comparer le quo¬ 
tient -f- a la difference b~~a . Si ce quotient if est pas moindre 

que b — a, on est assure qu’il manque deux racines dans rintervalle; 
enfin, on tirerait encore la meme conclusion si la somme des deux 

quotients — et + n etait P as momc *ro que b — a. 

Ainsi, toutes les fois que la difference b — a des deux limites nest pas 
plus grande que la somme des deux quotients, on est assurd que deux ra¬ 
cines manquent dans Vintervalle, et qu elles correspondent a deux racines 
imaginaires dans Vequation X = o. Au moyen de ce caractere et de la 


( l ) Cette r&gle est enti&rement d<§montr6e dans le Premier Livre de VAnalyse des equa¬ 
tions ddt&rmindesy publi 4 e en i 83 o, aprks la mort de Fourier. G. D. 
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NOTE RELATIVE All MEMOIRE PRECEDENT, 


Par M. Gaston DARBOUX. 


L’ecrit de Fourier que nous venons de reproduce merite, par la nouveauld 
des idees aussi bien que par la clarte de la redaction, d’etre place k c 6 te du 
Mdmoire justement admire ou Sturm a expose la demonstration complete et 
definitive de son celebre theorem e (*). C’est a Descartes que Ton doit faire 
remonter la consideration des variations et des permanences de signes dans 
une serie lineaire; mais Fourier a, le premier, substitud aux constantes qui 
figurent dans la suite de Descartes des fonctions, dont les signes peuvent 
changer lorsque la variable independante prend toules les valeurs possibles. 
Sturm, d’ailleurs, s’est toujours plu k reconnaftre tout ce qu’il devait a Fou¬ 
rier, comme le montrera le passage suivant, que nous empruntons a un Article 
du Bulletin de Ferussac ( 2 ) .* 

cc M. Fourier a fait connaitre les principes de sa belle theorie dans le Bul¬ 
letin de la Societephilomathique de 1820 ; il a donne quelques autres frag¬ 
ments dans divers Memoires qu’il a lus k l’Academie; mais l’Ouvrage qui doit 
renfermer l’ensemble de ses travaux sur l’Analyse algdbrique n’a pas encore 
6 t 6 publi 6 . Une partie du manuscrit qui contient ces precieuses recherches a 
ete communiquee a quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accor- 
der la lecture et j’ai pu l’etudier a loisir. Je declare done que j’ai eu pleine 
cormaissance de ceux des travaux inedits de M. Fourier qui se rapportent k 
la resolution des equations, et je saisis cette occasion de lui tdmoigner la 
reconnaissance dont ses bontes m’ont penetrd. C’est en m’appuyant sur les 
principes qu’il a poses et en imitant ses demonstrations que j’ai trouvd les 
nouveaux thdor&mes que je vais dnoncer. » 

La proposition fondamentale demontree par Fourier dans le Mdmoire prd- 
eddent est souvent attribute k Budan de Bois-Laurent. Un passage de l’dloge 

( 1 ) Memoire sur la resolution des equations numeriques (Memoire des Savants Gran¬ 
gers, t. VI; i835). 

(2) Analyse d*un Memoire sur la resolution des equations numeriques ; par M. Cti. Sturm 
(lu & 1’Academic des Sciences le 23 mai 1829 ). — Bulletin de Ferussac , t. XI, p. 419 - 
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de Fourier par Arago, ou la question est trop neltement tranchee en faveur 
de Budan, a beaucoup contribue a repandre celte opinion, qu’un examen 
detaillS et attentif ne parait pas confirmer. L’eclat et l’importance des decou- 
vertes de Fourier dans la theorie de la chaleur ont surtout attire l’attention 
des gSometres; on n’a pas rendu assez de justice aux decouvertes de Tillustre 
savant relatives a la resolution des equations numeriques. Comme Fourier 
n’a pas eu le temps d’y mettre la derniere main et de les publier dans leur 
ensemble, on ne les a pcut-etre pas etudiees avec toute Pattention qu’elles 
mSritaient. La mdlhodc de sdparation des racines qui est exposee dans le 
Memoire precedent, si elle le cede en precision et en elegance h celle que 
Ton dSduit immediatement du theoreme de Sturm, est bien superieure dans 
la pratique a celle de Lagrange, qui repose sur la consideration de la plus 
petite racine de liquation aux differences. La Preface que Navier a placee au 
commencement de 1 ’Analyse des equations determinees etablit, d’ailleurs, de 
la mani&re la plus incontestable, non seulement que Fourier a connu son 
th6oreme des 1787, mais encore qu’il l’a expose publiquement h l’Ecole Poly¬ 
technique dans les anndcs 1796, 1797 et i 8 o 3 . D’apres cela, voici l’ordre dans 
lequel sc presentent les publications respectivcs de Fourier et de Budan : 

1 . Exposition du th6oreme dans l’enseignement de Fourier a l’ficole Poly- 
technique en 1796, 1797 et i 8 o 3 . Nous negligeons ici plusieurs Communica¬ 
tions aux Instituts de France et d’£gypte dont on connaltles dales, maisdont 
il ne reste aucune trace ecrite. 

2 . Publication faitc en 1806 par Budan d’un Ouvrage intitule Nouvelle me - 
thode pour la resolution des equations de degre quelconque. Ce Trail6 con- 
tient unc mdthode absolument insignifiante pour la s6paration et le calcul 
des racines. Voici tout ce qu’on y trouve sur le thdoreme de Fourier (p. 26, 
n° 39 ) : 

c( On peut deduire de la rdgle de Descartes les deux propositions sui- 
vantes : 

jc 0 Une Equation en x dont toutes les racines sont reelles a autant de racines 
comprises entre zero et p qu’ily a de permanences de signes dans la transfor¬ 
ms en x — p, de plus que dans l 3 equation en x. 

2 0 Une Equation de cette espdce ne peut avoir, soil une, soit deux, soit n ra- 
cines comprises entre zero et p si la transforms en x — p ria pas respective- 
ment une, ou deux, ou n permanences de signes, t de plus que Vequation 


en x . 
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)> Nous avons de fortes raisons de croire que la seconde proposition est 
applicable k une equation quelconque. » 

Et plus loin (p. 36 ) : 

« Si la seconde proposition mentionnee au n° 39 etait admise comme un 
principe general, ce principe fournirait, etc., .... Mais comme nous n’appor- 
tons point ici de preuve de la generalite de ce principe, etc.» 

Ainsi Budan soup^onne seulement la verite de la proposition, et il n’en 
fait d’ailleurs aucun usage. C’est a propos de cet Ouvrage de Budan que Pois¬ 
son ecrivait a Fourier, le 24 avril 1807 : 

« Un docteur en medecine vient de publier un Ouvrage sur la resolution 
numerique des equations.... Le docteur a entrevu votre theoreme sur les 
changements de signes; il a de fortes raisons de penser qu’il a lieu dans le 
cas des racines imaginaires; j’en ai de bien plus fortes que les siennes, puis- 
que vous m’avez dit autrefois que vous aviez une demonstration generate de 
cette proposition. Vous devriez bien publier au moms les differents theoremes 
sur lesquels estfondee votre methode pour resoudre les equations, .... » 

3 . En 1811, Budan presente a la premiere classe de l’lnstitut (Academic des 
Sciences) un Memoire ou la proposition se irouve enfin nettement enoncee 
et demontr6e. Les commissaires Lagrange et Legendre font un Rapport favo¬ 
rable avec quelques restrictions; mais ni le Rapport, ni le Memoire ne sonl 
imp rimes. 

h. En 1820, publication par Fourier du Memoire precedent. 

5 . En 1822, Budan imprime une seconde edition de sa Nouvelle methode 
pour la resolution des equations de degre quelconque . Un appendice k cet 
Ouvrage contient le Memoire de 1811 et le Rapport des commissaires. 

La demonstration de Budan, bien inferieure a celle de Fourier, est pure- 
ment algebrique et ne s’applique pas aux equations transcendantes; elle a 
aussi l’inconvenient d’exiger la demonstration prealable de la regie de Des¬ 
cartes et d’un lemme de Segner qui n’est exact d’ailleurs que pour les equa¬ 
tions completes (*). Elle repose toutefois sur un principe qui merite d’etre, 
connu. 

fitant donnee une suite de nombres 

A, B, C, D, E, ..., 

( 1 ) Si l’on multiplie un poLynotne algebrique ordonn6 par x~+-a, le nombre des perma¬ 
nences du produit ne pent &tre inf6rieur k celui du polynome primitif. 
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formons les sommes 

At= B, 

B 1= A + B, 

C 1 = A + B + C, 

D j ~ A + B + ])•+■ E, 


nous aurons la suite 

Aj, B|, Cj, Dj, h l9 

que Rudan appelle la premiere suite sommatoire de la suite dormee. Appli- 
quant la raeme m6thode a cette premiere suite, on aura la deuxieme suite 
sommatoire A 2 , B 2 , ... et Ton pourra continuer ainsi indefiniment. On 6crira 
le Tableau 

A B C D E ... 

A, B l C t D, E, ... 

Aj 11 -2 C 2 D 2 E 2 •.. 

a 3 b 3 c, d 3 e 3 ... 

a 4 b 4 C 4 1) 4 e 4 ... 


dont le mode de formation est identique a celui du triangle arithmetique, 
puisque chaque nombre du Tableau est egal a la sonime de celui qui est au- 
dessus et do celui qui est place a gauche. Cela pose, Budan demontre les 
deux lemmes suivauts : 

Le nombre des variations con tenues dans la premiere suite, de A a F par 
exemphj est toujours inferieur ou egal d celui des variations comprises dans 
la partie correspondante 3 de A/ d F*, de Lurie quelconque des suites sonima- 
toires. 

De plus, si Von forme des suites en diagonale 3 tel les que celles-ci 

A i5 A s , B,; A s , B 2 , C,; A*, B„ C 2 , I),; 

le nombre des variations qu’elles presen tent est toujours infer ieur ou 6 gal a 
celui des variations qui se Lroucent dans les parties correspondantes 

A; A, B; A, B, C; A, B, C, D; 
de la premiere suite. 

Le reste de la demonstration ne presente rien qui m£rite d’etre signale. 

II. l\o 
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Le lecteur peut juger maintenant si les faits que nous venous d’exposer 
justifient l'affirmation d’Arago el l’attribution du theoreme a Budan. Pour 
nous, la conclusion s’impose. Si le theoreme doit porter le nom d’un seul 
geometre, c’est a Fourier que nous devons lerestituer. En cherchanl a mettre 
cette conclusion hors de doute, nous n’avons pas ete guide par le desir, com- 
raun a trop de commentateurs, d’exalter leur auteur aux depens de tous les 
autres. Mais il nous a toujours paru que l’admirable demonstration de Fou¬ 
rier, la seule qui soit reproduite dans les Ouvrages modernes, a un interet 
scientifique bien supdrieur a celui de la proposition, consideree en elle- 
meme; c’est ce qui nous a determine a etudier les differents dlemenls de la 
question, et k entreprendre les recherches prec6dentes, qui n’offraient d’ail- 
leurs aucune difficult^. 
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SOLUTION D UNE QUESTION PARTICULlERE 


DU 

CALCUL DES INEGALITES. 


Nouveau Bulletin des Sciences par la Socie'te philomathique de Paris, 

p. 99; 1826. 


La question suivante offre uno application du calcul des inegalites 
lineaires. Get exemple, tres simple, est propre a donner une premiere 
notion des resultats dc cc calcul et des constructions qui les repre- 
sentent. 

On propose de diviscr l’unite en trois parties, qui peuvent etre ine- 
gales, mais qui sont assujettics a cette condition que la plus grande 
des trois parties no doit pas surpasser le produit de la plus petite 
par x H-r; le nombre donne r exprime la limile de l’inegalite. Si ce 
nombre etaitnul, les trois parties devraient etre egales, et le probleme 
aurait une sculc solution. Lorsque la limite donnee a une valeur posi¬ 
tive quelconque, la question est indeterminee; elle a une infinite de 
solutions. 

II est tres facile d’exprimer par des inegalites toutes les conditions 
de la question, et dc resoudre ces inegalites par l’application des regies 
generates. On arrive ainsi a la construction suivante, qui fait connaitre 
distinctement toutes les solutions possibles, exprime leur caractere 
commun et mesure l’etendue de la question. 

La ligne mm" represente la longueur de l’unite (fig. 1). Ayant forme 
le carre mm'm"n, on prolonge indefiniment le cote nm" et Ton prend 
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m"n' egale a l’unite mm': on prolonge aussi nm' et Ton fait mn" egale 
a mm'; ensuite, designant par nb la quantite donnee qui est la limite 
de l’inegalite, on forme trois carres dont le cote estr, et on les place 
comme l’indique la figure, aux points n, n’, n". Cela pose, on trace : 
t° du points les droites ma, mb; du point m! les deux droites 



m'a', m'b'; 3° du point m" les deux droites m"a", m"b". Ces trois sys- 
temes, dont chacun est forme de deux lignes, et qui partent dcs points 
m, m , m", se coupent et forment, par leurs intersections; un hexagone 
irregulier 123456. Si Ton marque un point quelconque p. de l’aire 
de cet hexagone et si l’on prend les coordonnees de ce point par rap¬ 
port a la ligne proposee mm', ces coordonnees orthogonales, qui sont 
pa et am, expriment une solution de la question proposee; l’abscisse 
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men. est l’ane des parties, l’ordonnee ap. est la seconde partie, et, por- 
tant cette ordonnee ap. sur l’axe, on trouve p.' m' pour la troisieme partie 
cherchee. 

L’aire de l’hexagone est le lieu de toutes les solutions possibles; 
e’est-a-dire que chaque point de cette aire fournit une solution, et qu’il 
n’y a de solutions possibles que celles qui repondent aux points de 
l’aire. 

A mesure que la limite rde 1’inegalite diminue, le polygone forme 
par les trois syslemes de droites devientdeplus en plus petit, et, lors- 
que ?' = o, il se reduit a un seul point, qui est le centre de gravite du 
triangle mm'm". 

Si la valeur de r augmente indefmiment et sans limites, l’aire de 
l’hexagone augmente dc plus en plus; les lignes ma, mb se rapprochent 
des lignes mm!', mm et finissent par co’incider avec olles. La ligne m’b' 
se rapproche de 1’axe mm et se confond aveccet axe; la ligne m'a' se 
rapproche de la diagonale m'm" et coincide avec ellc. II en est dc 
meme des lignes m"a", mb"', qui se rapprochent respectivement de la 
perpendiculaire m!'m et de la diagonale m"in’; ainsi, en supposant la 
limite rinfinie, I’liexagonc se confond avecle triangle mm!m". 

Le rapport de l’aire dc l’lioxagone a l’airc totale du triangle mm'm!' 
est la mesure exacte dc l’etendue de la question proposec. Si Ton de- 
mande quelle probabilite il y a qu’en partageant au hasard la ligne 
mm! on trois parties, il arrivera quo la plus grande de ces parties ne 
surpassera pas le produit de la plus petite par i r, on aura, pour la 
mesure de cette probabilite, le rapport de l’aire de l’hexagone h. l’aire 
du triangle. 

On pourrait se proposer une question semblable en considerant un 
nombre quelconque dc parties. Les constructions geometriques ne suf- 
firaient plus pour representer la solution; mais on deduirait toujours 
cette solution de 1’analyse des inegalites, et Ton determinerait aussi 
par les memos principes la mesure de l’etendue de la question. 



NOTE RELATIVE AU MEMOIRE PRECEDENT, 


Par M. Gaston DARBOTJX. 


Designons par x, y, z les trois parties. On aura 

(i) x +r z , 

et les inegalites suivanles devront etre satisfaites 

3? < £ (i-f- r), z <x(i -[-/•), 

/ < r(i-W), z<y{j + r), 

x<y{\ + r), y<x{i-hr), 

x>o, y> o, ~>o. 

Les trois dernieres, on s’en assure aisement, sont des consequences des six. 
premieres. On peut done les n£gliger. Si 1 ’on remplace dans les six premieres s 
par sa valeur dGduite de liquation (i), on a les inegalitds nouvelles 

x( 2 -+- r) +y{ i + / - )<H- 
x(a + r) +y> i, 

7(2 4- /•) + j;(i -4- r ) < 1 4- r, 
y (2 4- r) + .v > 1, 

y<x{i-yr), 

qui ne contiennent plus que x et y. Si l’on considere ces deux parties comme 
les coordonndes rectangulaires d’un point, on est evidemmenl conduit it la 
construction de Fourier; car chacune des indgaliles exprime que le point 
(x, j) doit se trouver d’un certain c6te par rapport it une droile dont on ob- 
tiendra liquation en rempla^ant dans l’inegalild le signo > ou < par le signe 
d’6galit<§. Aux six inegalites correspondent les six c6l6s de l’hcxagone de 
Fourier. 

Cette question des indgalites a beaucoup occupe Fourier; il availl’intcntion 
de publier, dans son grand Ouvrage sur la Thdorie des Equations, uno etude 
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developpee sur ce sujet. Nous croyons utile de joindre a la Note qui precede 
les deux passages suivauts, que Fourier a inseres dans Vffistoire de I’Acade- 
mie, pour les ann^es 1823 et 1824. G. D. 


PREMIER EXTRAIT. 


(Histoire de I'Academie pour 1823, p. xxix.) 


M. Fourier a lu, dans les seances du io et du 17 novembre 1823, un Memoire d’analyse 
inddterminde sur le calcul des conditions d’indgalitd. L’auteur s’est propose de trailer dans 
ce Mdmoiro un nouveau genre de questions, et d’etablir les principes d’un calcul qui offre 
des applications varides k la Gdomdtrie, a l’Analyse algdbrique, k la Mdcaniquo ct a la Thdorie 
des probabilites. Nous allons indiquer le caractore principal de ccs rechorches, el nous 
citerons quelques exemples simples, propres k en fairo connaitre l’objet. 

Une question est, ongendral, ddterminde lorsque le nombre des dquations qui expriment 
toutes les conditions proposccs est dgal au nombre dos inconnues. Dans la thdorie dont il 
s’agit, les conditions no sont pas exprimees par dos dquations; c’est-a-dire qu’au liou d’d- 
galer auno constantc ou a zero une certaine fonction des inconnues, on indique au moven 
des signes < ou > quo cotto fonction ost plus grande ou moindre quo la constante; 
c’est co qui constitue uno indgalitd. On suppose, par cxemple, quo quatre inddtermindes 
doivent etre assujoLtios k un certain nombro d’inegalitcs du premier degre, ot qu’il faut 
trouver toutes les valours possibles do cos inconnues. Lo nombre des inegalitds pourrait 
dtre moindre quo celui dos inconnues, ou Ini dtro 6gal, ct mdmo il pout dire beaucoup 
plus grand; il ost on gdndral inddfini. Il s’agit do trouver des valours dos quatre inconnues 
qui, dtant substiludes simultandmcnl, satisfont ii toutes les conditions proposdes, soil que 
ces conditions consislont soulemont dans cerlaines indgalitds, soit qu’ellcs compronnont 
aussi dos dquations. Uno question do cotto espdeo ad met uno infinite do solutions; olio est 
inddtormindo. Il faut donner uno regie gdnoralo qui servo a trouver facileincnl toutes les 
solutions possibles. On jugora d’abord quo dos questions somblables doivont so prdsenter 
frequemmont dans les applications dos Lhdorios maLhematiques. Dans plusieurs cas on peut 
arriver a la solution par dos romarques particulidros propres k la question que Ton voul 
rdsoudre; mais si lo nombro dos conditions ost assez grand, et si olios se rapportent k trois 
ou & plus do trois variables, si los indgalilds ne sont pas lindaires, la suite dos raisonne- 
ments doviont si composdo qu’il serait prosque impossible k l’osprit lo plus exered do la 
saisir tout enlidro. Il faudrait d’aiHours rocourir k dos considdrations diffdrentes selon la 
nature de la question, commo cela arrive k l’dgard do plusieurs probl&mes quo 1’on rdsout 
sans lo secours do l’Algebro. Il 6tail done ndcossairo de ramener k un procodd gdndral ot 
uniforme le calcul dos conditions d’indgalitd; on supplde ainsi, par une combinaison rdgu- 
lidre ot constanto des signes, aux raisonnomonts les plus difficiles et les plus dlendus, co 
qui est lo propre des mdlhodos algdbriquos. L’exposd de ces rdgles gdndralos est l’objet 
du Mdmoire; nous citerons on premier liou un exemple trds simple, do ce genre de ques¬ 
tions. 

On suppose qu’un plan triangulaire horizontal est portd par trois appuis verticaux pla- 

II. 4 i 
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ces aux sommets des angles. La force de chaque appui est donnee et exprimee par i; 
c’est-d-dire que, si Ton plac-ait sur un appui un poids moindre que Tunite, ee poids serait 
supporte, mais que l’appui serait aussitot rompu si le poids surpassait i. 

On propose de placer un poids donnd, par exemple 2, sur la table triangulaire, en 
sorte qu’aueun des trois appuis ne soit rompu. La question serait determinee si le poids 
donnd etait 3 ; die est insoluble si ce poids surpasse trois; elle est indeterminee s’il est 
moindre que 3 . Designant par deux inconnues les eoordonndes du point ou Ton doit placer 
le poids propose, et par trois autres inconnues les pressions exercees sur los appuis, et 
supposant, pour simplifier le calcul, que lo. triangle est isoscele-rectangle, on voit quo la 
question renferme cinq quantites inconnues et une qui est connuo, savoir lo poids pro¬ 
pose. Or les principes de la Statique donnent immediatement trois dqualions; et Ton v 
joindra, pour cbaquo sornmet, deux inegalites qui expriment que la pression est positive 
et moindre que 1. II est evident que toutes les conditions de la question scront alors 
exprimees. 11 ne s’agit plus que d’appliquer les regies generates du calcul des inegalites 
lindaires; on en ddduira toutes les valeurs possibles des eoordonndes inconnues, et Ton 
designera ainsi tous les points du triangle ou le poids donnd peui Otrc place. Si Ton forme 
cette solution, on trouve que los points dont il s’agit se reunisscnt dans Tinlerieur de la 
Table, et composent un hexagone lorsque le poids donne est compris entre 1 et 2. Cetle 
figure devient le triangle lui-mdme silo poids est moindre que runite;. elle csl un triangle 
plus petit si le poids est compris entre 2 et 3 , et elle se rdduit a un seul point si le poids 
est cgal a 3 ; enfin, lorsqu’il surpasse 3 , la figure n’existe plus, parce que los lignes qui 
doivent la former ccssent de se rencontrer. 

Voici la construction qui sort a tracer ces lignes. Ddsignanl par 1 le cold du triangle 
isoscele-rectangle, on divise runite par le poids donnd qu’il s’agit do placer, cl 1’on porto 
la longueur mesurde par le quotient: i° sur chaque cotd de 1’angle droit, a partir du 
sornmet de cet angle, ce qui donne deux points r ct 2; 2 0 sur un des colds do Tangle 
droit, k partir du sornmet de Tangle aigu, ce qui donne un troisiemo point 3 ; 3 ° sur l’autre 
cotd de Tangle droit, k partir du sornmet de Tangle aigu, ce qui donno un qualricmo point 4. 
On dleve, par le point 1, une ligne perpendiculaire sur le cotd ou so trouve ee point, et 
par le point 2 une deuxidmo ligne perpendiculaire sur l’autre cold; enfin on meno uno 
troisieme ligne droite par les points 3 ou 4 - Ces trois lignes ainsi tracdcs terminenl, sur la 
surface du trianglo, Tespace ou le point donnd peut dtre placd sans qu’aucun des appuis 
soit rompu. 

11 serait facile do rdsoudre sans calcul une question aussi simple; mais, silenombro des 
appuis'est plus grand que 3 , si leur force est indgale, si la table liorizonlalo porto ddja en 
certains points des masses donndes, ou si Ton doit y placer non un soul poids, mais pln- 
sieurs, on ne peut se dispenser de recourir au calcul des indgalilds. L’wantage de cette 
methode cons is te en ce qu’il suffit, dans tom les cas, d’exprimer les conditions de let 
question, ce qui est facile, et de combiner ensuite ces expressions au moyen de regies 
generates qui sont toujours les metnes; et Von forme ainsi la solution, a laquelle on n’au- 
rait pu parvenir que par une state de raisonnements tres compliques. 

Les questions que Ton traite dans ce Mdmoiro sont toutes inddtermindos, parce qu’ellos 
admettent line infinitd de solutions; mais elles different entre elles quant k l’dtendue. Dans 
les unes, les conditions exigees restreignent beaucoup cette dtendue; pour d’autres, T6- 
numdration de toutes les solutions possibles est moins limitde; il est ndeessaire, dans cer- 
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taines recherches, dc considerer les questions sous ce rapport. Un examen attentif prouve 
que Fetendue propre a chaque question est une quantite mathematique que Ton peut tou- 
jours evaluer en nombres : c’est en cela que la Theorie dont on expose les principes se lie 
a celle des probabilities, et il y a en effet divers problemes, dependant de cette derniere 
science, qui se rdsolvent par le calcul des inegalites. Or on ne peut mesurer l’dtendue ou 
capacity d’une question sans comprendre dans l’enumdration toutes les solutions pos¬ 
sibles, en sorte qu’on doit ici fairo usage du Calcul integral; et, en effet, Fauteur a rc- 
connu que lo nombro qui mesure Fetendue d’une question quelconque est toujours 
exprimo par une integralo dcfmie multiple, dont les limites sont donnbes. II est tres facile 
d’effectuer cos integrations successives, quel qu’en soit le nombre, ct si l’on ecrit les 
limites des integrates, on so servant de la notation proposbe dans la Theorie aaalytique 
de la chaleur, la quantitb quo l’on veut determiner est exprimee sous la forme la plus 
generate et la plus simple. 

II est evident que les conditions proposbcs pourraiont too lolles que la question n’ad¬ 
mit aucune solution possible. Dans ce cas, le calcul dbveloppe Fopposition rdciproquo des 
conditions, ct montro l’impossibilitb d’y satisfaire. Ainsi la mbthode a pour objet : i° de 
reconnaitre si la question peut too resolue; a 0 de trouvcr dans cc cas toutes les solu¬ 
tions qu’ello admcL; 3 ° do mesurer par un nombro Fetendue propre a la question. II arrive 
souvent aussi, dans ce gonre do recherches, que Fobjet principal n’est pas de trouver 
toutes les solutions, mais d’en reconnaitre une ou plusieurs limites. Sous ce point do vue 5 
la question n’ost pas indbtermindo ; et il on est do mdme de celle qui consiste k mesuror 
Fetendue; mais cos questions dependent dcla mdmo analyso. Nous no pouvons ici qu’indi- 
quer bien imparfaitement les applications et les rbsullats do cotto mbthode : on s’estbornd 
a citer quclqnes oxcmplos. 

Nous vonons do rapportcr lo premier. Lo second concorno une question do Mecanique 
analogue a la prbebdente, mais qui en diftero on co quo la quantite inconnue ost uno 
limite et, par consbquont, a uno soulo valeur. 

On suppose qu’une-,surfaco plane ot horizon tale, do figure carrbe, est portbo sur quatre 
appuis verticaux, plac6s aux sommets des angles; chacun des appuis peut supporter un 
poids moindro quo l’unitb, mais il romprait aussitot s’il btait chargb d’un poids plus grand 
que cette unitb. On marquo un point quelconque sur la table horizon tale, et Fon domando 
quel est lo plus grand poids que Fon puisso placer on co point donnd, sans qu’aucun dos 
appuis soit rompu. Ce plus grand poids, e’ost-a-diro la force de la table en ce lieu, ddpend 
dvidemment do la position du point. Concovons qu’on y dldve uno ordonn6o verticale pour 
reprdsentcr lo plus grand poids qui rdpond k co lieu, et qu’ayant fait cette construction 
pour chaque point do la tablo horizontalo on trace la surfaco courbo qui passe par toutes 
les extromitbs supdrieures dos ordonndos. 

Il s’agit do ddterminer la nature ot los dimensions do cotto surface. Or la solution dd- 
duite du calcul prouve que la surfaco qui sorait ainsi tracdo n’est point assujettie k une loi 
continue : ello est formde do plusiours surfaces hyperboliquos, diffdremment situdes : la 
question est rdsoluo par la construction suivanto. 

On diviso le carrd en huit partios dgales, au moyen des doux diagonales et do deux 
droites transversalos, dont chacune joint le milieu d’un cotd au milieu du cdtd opposd. 
Chacune do cos huit parties ost un triangle rectangle que Fon diviso cn deux segments, 
dont Fun a deux fois plus do surface quo l’autro. Cetto division s’opcro en menant uno 
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ligne droite de Tangle droit du triangle a Tun des angles du carre. On prend pour base 
de cliacun de ces segments celui de ses trois cotds qui est parallele a un cote du carrd. 
Pour trouver le plus grand poids qui puisse toe place en un point donnd du plus grand 
segment, ilfaut, par ce point, mener une parallele a la base du segment, jusqu’h la ren¬ 
contre de celle des deux diagonales dont le point est le plus eloignc, et mesurer sur cette 
parallele la longueur intercept^ entre le point de rencontre et le point donnd; l’unitd, 
divisee par cette longueur interceptee, est la valeur chercbee du plus grand poids. 

Si ce point donnd est situd dans le petit segment, il faut, par ce point, mener une paral¬ 
lele k la base du segment, jusqu’a la rencontre do celui des cotes du carrd dont le point 
donne est le plus distant, et mesurer la partie de cette parallele qui est interceptee entre 
le point de rencontre et le point donne. L’unitd, divisee par lamoitie de la longueur inter- 
ceptde, exprime la valeur cherchde du plus grand poids. En appliquant 1 ’unc ou T autre 
regie a chacun des seize compartiments du carre, on connaitra Io plus grand poids qui 
puisse toe place en chaque point de la table rectangulaire. On voit quo la valeur de Tor- 
donnde verticale qui mesure ce plus grand poids n’est pas assujettie a une loi continue. 
Cette loi change tout a coup lorsqu’on passe du grand segment au petit segment. II serait 
facile de trouver cette solution sans calcul, et hauteur l’avait donnee depuis longtemps. 
Mais, si la figure du plan est differente, si la table supporte deja en certains points des 
masses donnees, il est nccessairc de recourir aux rdgles qui servcnt a la combinaison des 
inegalitcs. 

Parmi les applications quo T auteur a faites de sa methode, les unes ont, com me les 
deux precedentes, pour principal objet de faire connaitro la nature de co nouveau genre 
de probldmes et la forme gdndralo du calcul. D’autres concerncnt des questions tres difli- 
ciles et tr&s dtendues', dont la solution elait necossaire aux progres des theories analy- 
tiques. L’une se rapporte ci l’usage des dquations de condition, si important pour la forma¬ 
tion des tables astronomiques. Il s’agit de trouver les valeurs des inconnues tellcs que la 
plus grande erreur, abstraction faite du signe, soit la moindro possiblo : ou tellcs que Tor- 
reur moyenne, e’est-fi-dire la somme des erreurs, abstraction faite du signe, divisdo par 
leur nombre, soit la moindre possible. 

Une seconde application se rapporte a l’analyso gdnerale; elle a pour objet do former les 
termes successifs de la valeur de chacune des inconnues qui entront dans des equations 
littdrales donndes. L’auteur considere la resolution dos equations littdrales h plusiours in¬ 
connues comme ddpendante de la recherche simullande de toutes les racinos; soit quo lo 
nombre de leurs termes soit fini, ce que l’opdration indique, soit qu’on dcveloppe ces ra¬ 
tines en series infinies. 

Dans Tune et l’autre question que Ton vient de citer, les cas ou il no se trouve qu’uno 
seule inconnue sont dejh rdsolus, et ils ont pu l’etre sans le calcul des conditions d’indga- 
litd; mais cette recherche prend un caractdre trds different lorsqu’on veut T6tondro k un 
nombre quelconque d’inconnues. La solution depend alors d’une thdorie particuliero, dont 
les principes se retrouvent dans les questions les plus difficiles et los plus varides. G’esl 
cette thdorie que l’auteur s’est propose de former. 
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SECOND EXTRAIT. 


( Histoire de VAcademie pour 1824, p. XL VII.) 


Nous avons indique, dans les analyses prdeedentes, l’origine et l’objetdu calcul des con¬ 
ditions d’indgalitd, dont M. Fourier a fait des applications tres vari6os a la Mecanique, a 
l’Analyse gdndrale, a la Geomctrie et & la Th6orie des Probabilities. Une des questions les 
plus remarquables, dont le Mdmoire cite contient la solution, est cello qui se rapporte au 
Calcul des errours des observations. Nous no pouvons ici faire connaitre que tres suc- 
cinctement les principes de cette solution.- 

On consid&ro des fonctions lindaires de plusieurs inconnues x, y , 2, ...; les coefficients 
numdriques qui entrent dans les fonctions sont. des quantities donnees. Si le no mb re des fonc¬ 
tions n’dtait pas plus grand quo celui des inconnues, on pourrait trouver pour .r, y, 2, ... 
un systeme de valours num6riquos tel quo la substitution simultande do ces valeurs dans 
les fonctions donnerait pour chacunc un rdsultat nul. Mais on ne pout pas, en gdndral, satis- 
fairc a cette condition lorsquo le nombre des fonctions surpasse celui des inconnues. Sup- 
posons maintenant quo Fon attribue h x,y, .3, ... des valeurs numdriques a, ( 3 , y, . - 
et que, en les substiluant dans une fonction, on calculo la valour positive on negative du 
rcsultat de la substitution; on considere commo une erreur 011 ecart le rdsulLat positif ou 
negatif qui difTcrc de z6ro; ot, faisant abstraction du signo, on prend pour mosuro do Fer- 
reur lo nombre d’unitds positives 011 negatives quo le rcsultat exprimo. 

Cela pose, on detnando quollos valours numdriques X, Y, Z, ... il faut attribuer h x . r, 
2, ... pour que le plus grand dcart provonant do la substitution dans les divorscs fonc- 
tions proposees soil mo indr 0 quo lo plus grand ecart quo Fon trouverait en substituant 
dans les fonctions tout autre systeme do valours different de cclui-ci X, Y. Z, .... 

On pourrait aussi chorchcr un systeme X', Y', Z', ... de valeurs simultaneos do ,r,/, 
2, ... tol quo la sommo des errours, prise abstraction faito du signo, filt moindro quo la 
.sommo des errours provonant do la substitution do tout systdmo (lift'd rent X', Y', Z',_ 

L’uno ot l’autro quostion so rdsolvont par fanalyso des in6galit6s, quol quo soit lo 
nombre des inconnues. II suffit d’oxprimor los conditions propres k la quostion, ot d’appli- 
quer aux indgalitcs dcritos les regies gendralcs de ce calcul. On suppldo ainsi, par un pro- 
eddd algorithmiquo, ii dos raisonnemonts tres composds, qu’il faudrait changer selon la na¬ 
ture de la question, ot qu’il serait, pour ainsi diro, impossible de former si lo nombre dos 
inconnues surpassail trois. 

Pour facilitor los applications lorsquo lo nombre des valours est assoz grand, il conviont 
de rdduiro los operations au moindro nombre possible. On y parvient en considdrant los 
propridtes dos fonctions extremes. Nous appcions ainsi colics qui pouvont dtre ou plus 
grandes ou*plus petitos quo toutes les autros. La construction suivante ropresento clairc- 
ment la mdthode qui doit Gtro suivio pour arrivor sans calcul inutile aux valeurs de .r, j, 
2, ... qui donnent au plus grand 6oart sa moindro valour. Quoiquo cotte construction 
soit propro au cas do deux variables, clle suffit pour faire bion connaitre lo proeddd 
gdndral. 
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x et j sont, dans le plan horizontal, les coordonnees d’un point quelconquc. L’ordonnee 
vertical© z mesure la valeur do la fonction; chaque inegalite est reprdsentee par un plan 
dont la situation est donnee. Dans la question dont il s’agit, le nombre de ces plans est 
double du nombre des fonctions, parce qu’il faut attribuer k chaque valeur le signe h- et 
le signe —. On ne considere que les parties des plans qui sont placees au-dessus du plan 
horizontal des xy\ et ees parties supdrieures des plans donnds sont indefiniment prolon- 
gdes. II faut principalement remarquer que le systeme de tous ces plans forme un vase 
quileur sert de limite ou d'enveloppe. La figured© ce vase extreme est cello d’un polyedre 
dont la convexite est tournde vers le plan horizontal. Lo point inferiour du vase ou po¬ 
lyedre a pour ordonndes les valeurs X, Y, Z qui sont i’objet de la question; c’est-a-dire 
que Z est la raoindre valeur possible du plus grand ecart, et que X et Y sont les valeurs 
de x et / propres k donner ce minimum, abstraction faite du signe. 

Pour atteindre promptement le point infdrieur. du vase, on dleve cn un point quclconque 
du plan horizontal, par exemple a l’origine des x et jr, unc ordonnec verticale, jusqu’ti la 
rencontre du plan le plus dlevd; c’est- 4 -dire que, parmi tous les points d’intersection 
que l’on trouvo sur cette verticale, on choisit le plus distant du plan des xy. Soit /?2 a ce 
point d’intersection place sur le plan extreme. On descend sur co mdme plan depuis le 
point mi jusquA un point d’une ardte du polyedre, et, en suivant cetto ardte, on des¬ 
cend depuis le point jusqu’au sommet^ commun a trois plans extremes. A partir du 
point on continue de descendre suivant une seconde ardle jusqu’h un nouveau sommet 
mi ,; et l’on continue l’application du mdme procddd, en suivant toujours cello des deux 
aretes qui conduit a un sommet moins dlevd. On arrivo ainsi tres prochaincment au point 
le plus bas du polyddre. Or cette construction reprdsento exactomont la sdrio des opdra- 
tions numdriques que la regie analytique prescrit; elle rend tres sensible la marcho de la 
method©, qui consist© k passer successivement d’une fonction exlrdmo a uno autre, en 
diminuant do plus en plus la valeur du plus grand ecart. Le calcul des indgalitds fait con- 
naltre que le mdme procddd convient a un nombre quelconque d’inconnuos, parce que les 
fonctions extremes ont, dans tous les cas, des proprietds analogues k cellos des faces du 
polyddre qui sert de limite aux plans inclinds. En gdndral, les propri6t6s des faces, des 
ardtes, des sommets et des limites de tous les ordros subsistent dans 1’Analyse gdndralo, 
quel que soit le nombre des inconnues. Les bornes de cos Extraits ne nous pormottont 
point une exposition delaillde, qui pourrait seule donner uno connaissanco compldlo de la 
method© et do l’ordre qu’il faut dtablir dans les opdrations numdriques lorsque lo nombre 
des fonctions est tres grand; mais la construction prdeddonto suffit pour montrer lo carap- 
tere de la solution. 

Nous indiquerons maintenant l’objet d’une recherche plus gdndrale, commune k Louies 
les questions de l’analyse des indgalitds. x,y,z, ddsignant les inconnues, il 

s’agit de trouver pour ces quantitds des valeurs qui satisfassent k un nombro quelconquo 
de conditions lindaires dont chacune est exprimee - par le signe > ou <, et qui contion- 
nent^, j, z, ..., u, t. On procedera comma il suit pour dliminer successivement .r, j, 
z, .... Chacune des indgalitds donne dvidemment pour x une condition de la forme 


ou de la forme 


x A —H B^y —i— C z ... 
^<a+Sj + v^+_ 
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On compare chacune ties conditions de la premiere forme a chacune des conditions de la 
seconde, et Ton ecrit, pour exprimer celte comparaison, 

a -H Y 3 A H- Bj - - 4 - C Z -t-. . . . 

Par ce moyen on forme de nouvelles inegalites ou x n’entre plus. II arrive presque tou- 
jours qu’un assez grand nombre de ces nouvelles inegalitds subsistent dvidemment, et 
qu’il est inutile de les ecrirc. Ces reductions se presentent d’elles-mdmes, et elles sim¬ 
plified beaucoup le calcul. 

Lorsqu’on a remplace les indgalitds qui conlenaienl x, j, 2, 11 , t par celles qui 

contiennent seulement jr, 3, .. u, t , on elimine y suivant lo mdmc procdde; et conti¬ 
nuant l’application de cotto r&glo, on obtiont des conditions finales ou il n’entre qu’une 
seule inconnue t. On en ddduit pour cette dernidre inconnue des limites numeriques, dont 
les unes sont de la forme t > a, et les autres de la forme t < b. On n’a plus k considdrer 
que la plus petite B des limites et la plus grande A des limites a. S’il arrive que A soit 
un nombre plus grand quo B, on en conclut avec certitude que la question proposeo n’a 
aucune solution possible; et c’est a ce caract 6 ro que Ton rcconnait si les conditions pro¬ 
poses en 1, /, 3, .. k, t pcuvent toutes subsister a la fois. Lorsque la limite B n’cst 
pas moindre que la limite A, la question proposeo ne renferme point de conditions incom¬ 
patibles, et, gdneraloment parlant, ello admet uno infinite de solutions. On attribuera done 
k t une valour quolconquo comprise ontre A et B, et, substituant cette valeur do t dans 
les conditions qui no contiennent que u et f, on trouvera des limites numdriques pour u . 
Or il arrivera ndeessairomont (pie la. plus petite dos limites supdrieures de u surpassora la 
plus grande des limites infdneurcs de it. On prendra done pour 11 une valour quclconque 
comprise entre cos limites. Substituant pour a et t lours valours numdriques dans les con¬ 
ditions qui contiennent u et t , et uno autre inconnue seulement, on ddterminera de la mdme 
maniere la limite do cette nouvoile inconnue; 1 ’application de la mdmo regie fora connaitre 
les valours do toutes les inddtormindes : car il est impossible, oomme nous l’avons dit, que 
Ton ne trouvo pas pour elutquo inconnue une valeur comprise entre sos deux limites. Cotto 
contradiction ne pourrait avoir lieu quo pour la dernidro inconnuo t; et cola arrive lorsque 
les conditions proposeos renforment quel que impossibilitd que lo calcul a ddveloppde. 

La rdgle prdeddonto so prdsonte on quolquo sorto d’ello-memo; mais il ost ndcossairo 
d’en donnor une demonstration complete. Cello qui ost rapportde dans lo Mdmoire consisto 
a prouvor qu’aprds l’climination d’une inconnue : i° les conditions oxprimdes en j, 2, ..., 
u, t doivont toutos subsistor, si la quostion admot une solution possible; 2 0 quo, rdcipro- 
quement, si ces conditions subsistent, on pent satisfairo k toutes cellos qui ont dtd propo¬ 
ses; ainsi, la question no pord point de son dtenduo lorsqn’on dlimino une des inconnuos. 
Cette question demouro exactomont la mdmo jusqu ’4 la fin du calcul. Il n’y a aucune solu¬ 
tion de la question proposeo qui no puisso Otro trouvde par l’applieation do la rdglo. 

Il ne nous res to plus qu’a considdrer lo systeme do toutes ces solutions rdunios, et k 
montrer distinctemont en quoi consisto cot assemblage. Nous choisissons pour cxemplo le 
cas ou les conditions lindairos proposdos, on nombro quelconque, ronferment trois incon- 
nues x 1 y, z. Car los mdmos consequences s’appliquont a un nombre quelconque d’indd- 
termindes. 

Si l’on rdsout, par la mdthodo do 1 ’autour, dos indgalit6s qui contiennent x, j, 3 et des 
coefficients numeriques donnds, on pout former sdparemont chaque solution, e’est-a-dire 
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cliaque systeme de trois valeurs a, ( 3 , y qui, substituees 4 x, y, z , satisfont a toates les 
conditions exprimdes. Ces valeurs simultanees oc, ( 3 , y sont les trois coordonndes d’un cer¬ 
tain point. Toute solution possible est ainsi marquee par un point dont les coordonndes 
sont les valeurs de x , j, s. Or on reconnait que l’assemblage de ces points forme, dans 
tous les cas, un volume termine par un polyedre; et tout systeme d’inegalites entre trois 
inconnues x, y, z. quelle que soit la question d’Analyse, de Mecanique ou de Physique a 
laquelle ses conditions se rapportent, conduit a une solution gdnerale representde par un 
certain polyddre que l’on peut construire. Chaque point du volume quo ce polyddre ter- 
mino marque une solution partieuliere de la question. Si elle n’admet qu’une seule solu¬ 
tion, co qui est le propre des questions determinees, le volume se reduit a un seul point. 

Si les indgalitds renferment seulement deux variables x ct y, le volume so r6duit a Faire 
d’une figure plane terminde par un polygone. Lorsquo la solution proposee n’admet aucune 
solution possible, les plans ou les droites qui determinaient le polyddre ou le polygone se 
trouvent dans des situations respectives telles que la figure n’oxiste point. 

Les questions que cette analyse resout ont des etondues indgales. Les unos sont assu- 
jetties a des conditions plus restreintes, qui limitent beaucoup le lieu des solutions; ies 
autres ont de telles conditions que le systeme de toutes les solutions possibles occupe un 
plus grand intervalle. L’dtendue propre k chaque solution est toujours une quantity que 
l’on peut exprimer en nombre; la mesure de cette etendue ost celle du volume que tcr- 
mine le polyedre correspondant k la solution gendrale. Quelque diverses que soient les 
questions proposees, elles peuvent toujours dtre compardes entre ellcs sous le rapport de 
leur dtendue; c’estprincipalement cette consideration qui constitue le calcul des indgalitds; 
c’est par 14 que cette analyse se lie k la thdorie des probability. 

Lorsque le nombre des inconnues ne surpasso pas trois, la valeur du volume ou de 
Faire qui rdpond a la solution donne la mesure de Fdtendue de la question. Si l’on consi¬ 
der plus de trois inconnues, Fdtendue de la question cosso d’etre reprdsentde par une 
construction gdomdtrique r et toutefois on la determine encore par des intdgrales ddfmies 
qu’il est tres facile d’effectuer, et dont les limites sont indiquees par le calcul analytique. 
Les fonctions extremes remplacent, comme nous l’avons dit, les faces, les aretes, les som- 
mels, et reproduisent inddfmiment dans Fanalyse gdndralo toutes les propridlds dos figures 
et de leurs termes des differents ordres. 

Si les conditions sont exprimdes par des indgalitds non lindaires, la question ne change 
point de nature, et pout encore dtro trait de par les m&mes principes; mais l’objet principal 
du Mdmoire est d’dtablir les dldments de cette branche de Fanalyse indeterminde. On voit 
qu’elle comprend une classe tres etendue de questions, susceptibles des applications les 
plus varidcs, et qui sont rdsolues par un calcul uniforme, analogue a la mdthode algd- 
brique. 
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Annates dc Chimie et de Physique, Serie 1 , Tome IV; 1817, p. 128. 




Dans l’Extrait (lc J’Ouvrage de M. Fourier sur la Theorie mathema- 
tique de la chaleur, nous avons enonce la loi qui determine l’intensite 
des rayons sortis d’un meme point d’une surface echauffee. II est 
exactement dcmontre quo l’intensite des rayons n’est pas la meme, 
qu’elle depend de l’anglc compris entre le rayon et la surface dont il 
sort, et qu’clle est proportionnelle au sinus dc cet angle. On a reconnu 
quo ce resultat, deja indique par lcs experiences de M. Leslie, est une 
consequence neccssaire dc l’cquilibrc de la chaleur rayonnante : car 
cet equilibre no pourrait avoir lieu si remission de la chaleur etait 
assujcttie a une autre loi. On sait aussi que ce rapport constant de 
1’intonsite au sinus de Fangle d’emission n’est point altere par la 
reflcxibilite plus ou moins parfaite des surfaces; enfin on a donne 
I’explication physique de cette loi. La suite de ces propositions forme 
la Theorie mathemalique de la chaleur rayonnante, telle qu’elle a ete 
donnee pour la premiere fois dans les Memoires de M. Fourier que nous 
avons cites. L’inegale intensite des rayons emis n’est point, comme on 
aurait pu lc presumer d’abord, l’cffet des forces repulsives qui agissent 
a la surface des solides. Elle provient de ce que la chaleur envoyee par 
les molecules interieures assez voisines de la surface pour concourir a 
remission directc est intercepts en plus grande partie lorsqu’elle 
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tend a sortir sous une direction inclinee que sous la direction nor- 
male. 

En indiquant les differentes preuves que l’on peut donncr de la loi 
de remission, nous avons ajoute que, si ceile loi ri avail point lieu, 
I’e'quilibre de la chaleurne pourrait point s’elablir; que des corps places 
dans un espace vide, termini par une enceinte entrelenue a une tempera¬ 
ture constante, n acquerraient point ou ne conserveraienl point la tempe¬ 
rature de Venceinte; qiiils changeraient de temperature en changeant 
de forme ou de situation; que les uns seraient incomparablement plus 
ichauffes que les autres, el que Von trouverail, par exemple, la lempira- 
ture de I’eau bouillante ou du fer fondant en certains points d’un espace 
termini par une enceinte glacie. C’est, en effet, cc qui aurait lieu si les 
rayons de chaleur etaicnt egalement intenscs quelle que fut lour direc¬ 
tion. Ce resultat est tres remarquable en lui-memc, et il est peut-etre 
plus proprc qu’aucun autre a rendre sensible la verite physique qu’il 
s’agit d’etablir. 

Plusieurs de nos lecteurs ayant desire connaitre textuellement la 
demonstration de cettc proposition, nous avions le dessein d’extraire 
de l’Ouvrage les passages qui la contiennenl; mais l’auteur a bien 
voulu y ajouter quelques developpemcnts, afin de rendre entierement 
elementaire l’exposition de cette partie de sa Theoric. C’est dans cette 
vue qu’il nous a communique la Note suivante. 

Si un espace M entierement vide d’air {fig- t) est termine par une 
surface spherique S, qu’une cause exterieure quelconque retient il la 
temperature constante zero, et si l’on donne la meme temperature 
zero a un corps spherique p. tres petit, qui est place en un point qucl- 
conque i de cet espace M, il est evident que la molecule p. conservera 
sa temperature zero. 

On suppose maintenant que l’on 6leve la temperature de l’en- 
ceinte S, et qu’on lui donne une valeur constante a au-dessus do zero; 
il s’agit de determiner la quantite de chaleur que la molecule sphe¬ 
rique p. regoit de l’enceinte, et la temperature qu’elle doit acquerir. 
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r designe le rayon de la surface spherique; 
a sa temperature permanente; 

P le rayon incomparablement plus petit de la molecule; 
g la distance du centre de la molecule au centre de l’espace; 
a la temperature que la molecule doit acquerir et conserver; 
h exprime la quantite de chaleur excedente qui est emise pendant 
l’unite de temps par l’unite de surface, lorsque la temperature est 
elevee d’une unite. 



Cette definition ct le calcul qui determine la temperature a en fono¬ 
tion des quantites connues a, r, g sont fondcs sur les principes sui- 
vants : 

1. On determine deux temperatures fixes, savoir : cello de la glace 
fondantc et cclle de l’cau bouillante. On suppose que l’ebullition a lieu 
sous une prcssion de Fair determinec. Cette pression estmesuree par 
une certaine hauteur du barometre, le mcrcure de cet instrument ayant 
la temperature de la glace fondantc. On prend pour l’unite de tempe¬ 
rature la difference des deux temperatures fixes. 

On mcsure les quantites de chaleur en cxprimant par un nombre 
combien elles conticnnent de fois une certaine quantite prise pour 
unite. 

Cette unite est la quantite de chaleur necessaire pour porter un 
corps donne (une masse de fer formant l’unite de poids) de la tem¬ 
perature de la glace fondante a la temperature de l’eau bouillante. 

On pourrait prendre pour la temperature qui repond a zero sur 
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l’echelle thermometrique celle de la glace fondante, ou celle de la 
congelation du mercure, ou une temperature inferieure quelconque. 
Si Ton designait par zero la temperature de la glace fondante, celle 
de l’eau bouillante serait designee par i. Une masse de fer egale a 
1’unite de poids, et ayant la temperature zero, recevrait done la tem¬ 
perature i si l’on ajoutaitune quantite de chaleur c egale a celle qui 
est prise pour unite. Une temperature quelconque designee par s est 
celle que la meme masse recevrait si Ton ajoutait la quantite de cha¬ 
leur zc. 

Si une masse solide conserve dans tous ses points, en vertu d’une 
cause quelconque, une temperature constante, et si elle est plaeee 
dans un espace vide d’air, il en sortira pendant l’unite de temps une 
certaine quantite de chaleur toujours remplacee par la cause qui main- 
tient la temperature. On suppose que la surface XZ (fig. 2 ) appartienne 

Fig. 2. 


m 

x 

a la superficie de ce solide, que son etendue soit celle de l’unite de sur¬ 
face, et que la temperature fixe du corps soit zero. On designe par A la 
quantite de chaleur qui sort de cette unite de surface pendant l’unite 
de temps. Si la temperature constante du solide est 1 au lieu d’etre zero, 
la quantite de chaleur sortie de l’unite de surface XZ pendant l’unite 
de temps sera A -+- h. Le produit de 1’emission sera augmente de h. On 
ne peut douter que tous les corps n’envoient une grande quantite de 
chaleur dans l’espace qui les environne, quelle que soit leur tempera¬ 
ture, et meme si elle etait inferieure a toutes celles que l’on a okser- 
vees jusqu’ici. Cette propriete se manifeste surtout dans les effets qui 
dependent de la reflexion du froid, et dont MM. Pictet et Prevot ont 
donne les premiers l’explication; mais nous pouvons nous dispenser 
d’avoir egard a cette emission de la chaleur aux temperatures infe- 
rieures. Les consequences que l’on se propose de demontrer seraient 
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encore vraies si la quantite designee par A etait nulle. II est seulement 
necessaire de remarquer que le coefficient h n’exprime point la quan¬ 
tite totale et absolue de chaleur qui sort de l’unite de surface XZ 
retenue a la temperature i pendant l’unite de temps, mais seulement 
la quantite excedante due a l’elevation i de la temperature. 

Si la temperature constante de la surface XZ est egale a b, b desi- 
gnant une fraction ou un certain nombre d’unites de temperature, la 
quantite de chaleur emise pendant l’unite de temps sera hb ; elle croit 
proportionnelloment a la temperature b, ou du moins ce rapport a une 
valeur sensiblement constante pour les temperatures que nous pouvons 
facilemcnt observer et mesurer. 

Si la masse etait plongeo dans l’air, remission de la chaleur occa- 
sionnerait dans le milieu un courant dont la vitesse dependrait de la 
temperature b. Dans ce cas, et si la valeur de b etait tres grande, la 
quantite de chaleur emise no seraitpas exactement representee par hb; 
il faudrait. y ajouter un nouveau terme dont on peut ici faire abstrac¬ 
tion : car remission a lieu dans le vide, et les propositions que l’on va 
demontrer pour dcs temperatures moyennes scraient encore vraies si 
les temperatures cxcedaient les limites ordinaires des observations. 

Lorsque 1’etendue de la surface XZ csls au lieu d’etre i, s designant 
une fraction, ou un certain nombre d’unites de surface, la quantite de 
chaleur emise pendant I’unite de temps est hs. 

Les observations ont fait connaitre que la forme de la surface 
echauffee XZ n’intlue point sur la quantite de chaleur emise. Cette 
quantite serait encore egale a h si l’aire XZ appartenait a la superficie 
d’un solide d’unc forme quelconque. Seulement cette forme pourrait 
etre telle que des rayons de chaleur envoyes par une partie de la sur¬ 
face XZ tombassent sur une autre partie de cette meme surface. 

II. Un element co de la surface XZ ayant la temperature constante b 
envoie pendant l’unite de temps une quantite de chaleur excedante 
egale a hb. Chaquc point m de cet element est le centre d’une infinite 
de rayons qui se succedent sans interruption, et composent un hemi- 
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sphere toujours rempli de chaleur. La capacite d’un rayon donne est 
proportionnelle a l’aire qu’il occupe sur la surface hemispherique dont 
le centre est en m et dont le rayon serait i. Si Ton suppose qu’un de 
ces rayons R occupe un tres petit espace £ sur la surface de l’hemi- 
sphere, dontl’etendue est 2 it, tc designant la longueur de la demi-cir- 

conference dont le rayon est i, la capacite du rayon R sera le rapport ~ 

On pourrait concevoir que tous les rayons qui sortent du point m ont 
la merne interisite, c’est-a-dire, qu’a egale capacite ils contiennent la 
meme quantite de chaleur, et alors la distribution de la chaleur dans 
1’hemisphere serait uniforme. L’hypothese que l’on formerait ainsi est 
entieremcnt contraire aux proprietes naturelles de la chaleur. La com¬ 
position de Hemisphere n’est point homogene : l’intensite de chaque 
rayon est exactement proportionnelle au cosinus de 1’angle que la 
direction de ce rayon fait avec la normale a la surface. Ainsi, 1’inten- 
site du rayon perpendiculaire est double de celle du rayon qui fait 
avec la surface un angle egal au tiers d’un droit. 11 est tres facile de 
reconnaitre que si 1’emission de la chaleur est assujettie a cette loi, 
l’equilibre subsiste de lui-meme dans toutes les parties de l’espace, et 
Ton prouve, par une analyse semblable, que l’equilibrc ne peut sub¬ 
sister sans cette condition. Les Memoires cites dans I’Extrait precedent 
contiennent la demonstration de ces theoremes. On ne se propose point 
ici de la rapporter, mais seulement d’examiner quels seraient les effets 
de remission de la chaleur si tous les rayons avaient une egale inten- 
site. 

Pour mesurer l’intensite s d’un rayon R dont la capacite est infi- 
niment petite, on suppose que tous les autres rayons qui partent du 
meme point m et remplissent I’hemisphere ont cette meme intensite s, 
et qu’il en est de meme de tous les autres points m', m", m 1 ", ... de 
l’unite de surface XZ. Dans ce cas, l’accroissement de la chaleur emise 
pendant l’unite de temps, et qui serait du a l’elevation de tempera- 
taure i, aurait une valeur dilferente de h. On represente par z cette 
valeur, et elle est la mesure exacte de l’intensite du rayon. II est mani- 




Si Ton supposait que Tintensite fut la meme pour tous les rayons, 
quel que fut Tangle p, la fonction F(sinp) ser'ait t; on auraitg-=A. 

Si Ton suppose que Tintensite est proportionnelle au sinus de 
Tangle d’emission, ce qui est le cas de la nature, la fonction F(sinp) 
est egale a simp : on a alors 

f F ((j)d<} — ^ et g=2h. 

Dans ce cas, Tintensite s d’un rayon R sorti de la surface sous 
Tangle p est 2Asinp. La quantite h represente Tintensite moyenne; 
celle du rayon normal est ih-, c’est-a-dire que, si tous les rayons 
avaient cette meme intensite, le produit de remission serait double de 
ce qu’il est en effet. L’intensite de ce rayon, qui fait avec la surface 
un angle egal au tiers d’un droit, est A; elle est egale a Tintensite 
moyenne : c’est elle qu’il faudrait donner a tous les rayons pour que^ 
le produit de I’emission fut egal a celui que Ton pourrait mesurer par 
les observations. 


IV. Les principes que Ton vient d’etablir suffisent pour determiner, 
au moyen d’une analyse fort simple, tous les effets de la chaleur rayon- 
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nante, tant que Ton n’a point egard a la reflexibilite des surfaces. 
L’explication complete dc cette derniere propriete exigerait des deve- 
loppements plus etcndus. On peut en faire abstraction lorsqu’on se 
propose seulement de calculer les temperatures dans un cas particu- 
lier comme celui de l’egale intensite des rayons. On pourrait aussi 
omettre l’articlc precedent; mais la remarque qu’il contient est neces- 
sairc pour comparer l’hypothesc d’une egale intensite a celle d’une 
intensite proportionnelle au sinus de Tangle d’emission. 

Y. On suppose maintenant que la distribution de la chaleur dans 
l’hemisphere est uniforme, et il s’agit de determiner, pour ce seul cas 
oil tous les rayons sont egalement intenses, la temperature que doit 
acquerir une molecule spherique p. placee a la distance g du centre de 
I’espace spherique. On suppose aussi que l’etat de la superficie de la 
molecule est lc mcme que l’etat de la surface interieure de l’enceinte., 
Par consequent le coefficient h est commun aux deux surfaces. 

La molecule spherique dont le centre occupc le point i regoit pen¬ 
dant eliaque instant une certainc quantile de chaleur de tous les points 
de Penccinte S dont la temperature est a , ct elle envoie aussi, par sa 
propre surface, une certaine quantite de chaleur qui depend de sa 
temperature. Supposons que Ton donne a cette sphere infiniment pe¬ 
tite (x une temperature a telle que la quantite de chaleur envoyee par 
la molecule pendant un instant soit egale a celle qu’elle recevrait de 
Penceintc pendant lc memo temps; il est manifeste que la tempera¬ 
ture a ne pourra varicr. 

Si Ton donne a la sphere p. une temperature moindre que a, cette 
molecule recevra une quantite de chaleur plus grande que celle qu’elle 
envoie; elle s’echaulfera dc plus en plus, sa temperature s’approchant 
continuellement dc la valour a. Si, au contraire, la molecule reejoit 
d’abord une temperature plus grande que a, la quantite de chaleur 
perdue par la molecule surpassera celle qu’elle regoit, et la tempera¬ 
ture diminucra en s’approchant continuellement de la valeur a. 

Pour determiner la temperature que doit acquerir la molecule lors- 
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qu’on la place au point i de l’espace, il faut done trouver une valeur a 
de la temperature qui soit telle que la chaleur perdue par cette sphere p. 
soit egale a la chaleur reque pendant le meme temps. 

p etant Ie rayon de la sphere jx, la quantite de chaleur qui sort de 
la molecule pendant 1’unite de temps est A./j^p -a. II reste a deter¬ 
miner la quantite de chaleur que cette molecule reqoit. On consi¬ 
dered d’abord Taction d’un seul point M de la surface spherique S. 
On designe par o 1 ’angle MAB; l’arc MB sera rep, r etant le rayon de 
la surface spherique. L’ordonnee MP sera rsinip; I’abscisse PA sera 
rcos®, et Pf sera rcos<y — g. 

En designant pary la distance Mi du point M au centre de la mole¬ 
cule, on aura 

y- — r- sin 2 9 -+- (/• coso — g) 2 = r 2 — a gr cos 9 -+- g 2 . 

Le rayon dont le centre est en M, et qui enveloppe la molecule sphe¬ 
rique p., occupe une certaine partie de la surface hemispherique dont 
le centre serait aussi en M, et qui aurait pour rayon la distance y. 
L’etendue de cette portion occupee par le rayon incident est itp 2 ; ou 
plus exactemenl cette etendue ne difFere de up 2 que d’une quantite 
infiniment petite par rapport a elle-meme, parce que le rayon p est infi- 
niment petit par rapport a y. La surface de ce meme hemisphere est 

21 iv- : done la capacite du rayon incident est ou - Ar Si Ton 

u i j 2Tiy z 2 y* 

designe par <0 I’aire d’un element infiniment petit auquel le point M 
appartient, la quantite de chaleur envoyee par cet element a la mole¬ 
cule jx pendant 1’unite de temps sera A^coa. 

Si 1 ’element MM' de l’arc BM tourne autour de Faxc BD, il tracera 
une zone spherique qui envoie a la molecule une quantite de chaleur 
exprimee par 

p 2 /-2 

Aa-^2 2 7 r/* sin9r c/© ou ah— Tip 2 sin9 do. u 

En integrant cette differentielle depuis 9 = 0 jusqu’a <p = tc, on con- 
naitra la quantite totale de chaleur reque par la molecule fx; et, comme 
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la quantite dc chaleur perdue est A.4?cp 2 a, on doit avoir 1’equation 

r 2 

$cc — I a— -sincdb. 

Jo r 1 1 

II est facile de determiner la valeur de a, ou 
& r / ,s singly 

ll r 2 


a 

4 . 


aura 


O ' 2 £ r COS0 + 

On designera par n le rapport donne et supposant coso =p 9 on 

■ dp 


)af - 

4 41 >■ 


2 np 


L’integrale J t __ 9 n « e£? t 


2 n 


log(i — 2np + n 2 ) const., 


et la constantc est 


2 n 


log(i — 2 n ri 2 ), 


puisque 1’integrale doit etre nulle lorsque p = i; on a done 


r — 

•A J-a 




i , /1 — a np - 4 - n 

l0 6 - 


2 ) 5 


np n l 2H w \ i — 2 n H- 

et faisant/; ~ — i, on a 

r' -- (, p - jl log = i icgfi^V 

J t i-anp + n* ~ an g |_(» “ »)’J « S V 1 ~ «/ 


II suit dc la que la valour de a est donnee par l’equation suivantc r 


I — 

a — yCi — log( 


4 g 


Si, par exemple, g = ~r, on aura a = ±alog 3 ; etlorsqu’on augmen- 
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tera la valeur de j depuis j jusqu’a i, le rapport ^ augmentera depuis 
i log 3 jusqu’a l'infini. 

Lorsque ^ est nul, l’expression devient et l’on trouvera, par la 
regie connue, soit en differential, soit en reduisant en serie, oc = ±a. 

Ainsi la molecule, etant placee au centre de la sphere, acquerrait 
seulement une temperature egale a la moitie de celle de l’enceinte. 
Lorsqu’on eloignerait cette molecule du centre, elle prendrait une 
temperature d’autant plus grande qu’elle serait plus voisine de la su- 
perflcie. Cette temperature acquise deviendrait d’abord egale a celle 
de l’enceinte; ensuite elle augmenterait toujours si Ton rapprochait la 
molecule de la surface, et elle pourrait devenir aussi grande qu’on le 
voudrait. 

VI. On peut determiner en quel point la molecule doit etre placee 
pour que sa temperature ait une valeur donnee egale a met, m etant un 
nombre quelconque. II suffit de resoudre l’equation 



en regardant comme l’inconnue le rapport n ou j/, question qui appar- 
tient a la theorie des equations, et dont la solution est facile. 

On voit done que, si les rayons qui sortent d’un point m d’une sur¬ 
face echauffee avaient la meme intensite sous toutes les directions, 
l’equilibre de la chaleur ne pourrait s’etablir dans un espace termine 
par une surface spherique entretenue a une temperature constantc. 

La molecule spherique que Ton y placerait changerait de tempera¬ 
ture en changeantde position. On pourrait placer le centre de la mole¬ 
cule en un tel point que la quantite de chaleur qu’ellc recevrait fut 
incomparablement plus grande que pour un autre point. Supposons, 
par exemple, que la molecule [x soit d’abord a la temperature a; sa 
surface perdrait la meme quantite de chaleur A qu’unc surface de 
meme etendue qui ferait partie de l’enceinte. Si done le lieu oil 1 ’on 
place la molecule etaittel qu’elle reeut de l’enceinte une quantite de 
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chaleur egale a A, elle conserverait necessairement la temperature a 
qu’on lui aurait donnee. Or on peut toujours designer le point de l’es- 
pace oil la chaleur regue est egale a A, et c’est en ce point seulement 
que l’equilibre a lieu; il serait impossible pour tous les autres; la mo¬ 
lecule, placee au centre de l’espace, recevrait seulement une quantite 
de chaleur egale a | A; et, en l’approchant de la paroi interieure de 
l’enceinte, on trouverait des points pour lesquels la chaleur regue est 
cent fois ou mille fois plus grande que A. II en resulterait done une 
temperature acquise ineomparablement plus grande que cel le de l’en- 
ceinle; ce qui est contraire a toutes les observations. 

Mais si le rayon MI qui sort du point M de l’enccinte contient, a egale 
capacite, d’autant moins de chaleur qu’il fait un plus petit angle avec 
l’element de la surface s , et si son intensite est proportionnelle au 
sinus de cet angle, la quantite totale de chaleur regue par la mole¬ 
cule p. est egale a A, quelle que soit la distance IA designee par g. 
Cette proposition ne depend ni de la forme de l’enceinte, ni de celle 
du corps fini ou infiniment petit p. qui regoit la chaleur. 

VII. On n’a point considere dans le calcul precedent la propriele 
que peuvent avoir les surfaces de reflechir une partie de la chaleur 
incidentc qu’elles regoivent des corps environnanls; et I’on n’a point 
explique la cause physique du dccroissernenl de I’inlensite des rayons, 
et les elfets qui resulteraient de toute autre loi de decroisseinent. Ces 
parties de notre Theorie necessitent un examen plus approfondi : au 
reste, il est facile do voir que, dans le cas d’une emission homogene, 
la molecule p., placee au centre de l’espace spherique, en acqu^rant la 
propriete de reflechir une partie des rayons incidents, ne prendrait 
point une temperature egale a celle de 1’enceinte. 

En effet, chaque point M de l’enceintc envoieala molecule un rayon 

I O 2 

de chaleur dont l’intensite est ah, et la capacite - 

Done la quantite de chaleur envovee a la molecule par un element w 
de la surface interieure de 1’enceinte est p_; en multipliant cette 


II. 


44 
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derniere quantite par le rapport de la surface entiere ^r- a l’ele- 
ment co, on trouvera la quantite totale de chaleur 2icp 2 aA que regoit 
la molecule p.; et cette quantite est deux fois moindre que celle qui 
est envoyee dans 1’espace par la meme molecule retenue a la tempera¬ 
ture constante a ; car cette derniere quantite est evidemment 4o>p 2 aA. 
Si maintenant on suppose que la molecule n’est point penetree par 
toute la chaleur incidente, mais qu’elle en repousse une partie, il est 
visible qu’il n’en peut point resulter que la chaleur re?ue devionne 
equivalente a la chaleur perdue. .11 semble meme que l’on pourrait en 
conclure que l’inegalite serait encore plus grande. Mais cette derniere 
consequence ne peut etre admise. En effet, quoique l’on ne connaisse 
pas encore la nature de cette force qui, s’exerpant a la surface, repousse 
vers l’espace exterieur une partie de la chaleur incidente, et l’empeche 
de penetrer dans le solido, on sait que cette meme cause conticnt ou 
reflechit dans l’interieur des corps une partie de la chaleur rayonnante 
qui tend a se porter dans l’espace environnant : I’unc et l’autre pro¬ 
priety ont une cause commune. Si Ton change l’etat de la surface, et 
si, en lui donnant un poli plus parfait, on diminue d’une certaine partie 
d’elle-meme la quantite de chaleur emise, on diminue dans le memo 
rapport la quantite de chaleur admise, e’est.-a-dire cello qui, etant 
envoyee au solide par les corps environnants, peut traverser sa sur¬ 
face et penetrer dans l’interieur. Dans tous les cas, il est manifesto 
que la molecule p., placee au centre de l’espacc, soit qu’elle jouisso 
ou non de la faculty de reflector une partie des rayons, ne pourrait 
prendre dans l’hypothese de remission homogene qu’une temperature 
tres inferieure a celle de l’enceinte. Or ce dernier resultat n’est pas 
moins contraire aux faits que si la temperature etait trop elevee. On 
voit, par exemple, qu’en prenant pour la temperature constante a 
de 1’enceinte, celle qui repond a la fusion d’unc certaine substance, 
on trouverait que la molecule placee au centre doit acquerir la tem¬ 
perature de la glace fondante. Il suffirait, pour que ce resultat exit 
lieu, que la temperature designee par zero dans le calcul precedent 
eutune valeur inferieure d celle de la glace, et telle que la tempera-^ 
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ture de 1 a glace fut moyenne eptre celle qui repond a zero et celle que 
Ton attribue a l’enceinte. 

VIII. On a represente par A la quantite totalc et absolue de chaleur 
que l’enccinte de surface envoie dans l’espace pendant l’unite de temps 
lorsque la temperature de la surface est zero. Dans le calcul precedent, 
on a du fairc abstraction de cette quantite A ou la regarder comme 
nulle; en effet, si l’enceinte S avait la temperature constante zero, la 
molecule p. placec cn un point quclconque de l’espace conserverait la 
temperature zero si ellc 1 ’avait regue d’abord. Pour quo cot effet ait 
lieu, il est necessaire, ou que la quantite A soit nulle, ou que la cha- 
lcur rogue par la molecule soit toujours egale a celle qu’elle envoie 
elle-meme dans l’espacc. Dans le premier cas, qui est purement hypo- 
thetique, la temperature prise pour zero correspondrait a l’etat des 
corps qui n’emettent aucune chaleur. Dans le second cas, 1 ’equilibre 
a lieu a la temperature zero, parcc quo remission est assujettie a la loi 
de decroissement qui rend cet equilibre possible. 

L’analyse precedente prouve done que, si une partie seulcment de la 
chaleur emisc, savoir celle qui est due a I’elevation a de la tempera¬ 
ture, n’elait point assujettie a la memo loi, et qu’elle fiit au contraire 
uniformement distribute, on observerait, a partir de la temperature 
zero, des diets enormes opposes a toutesles observations, et Fequilibre 
de la chaleur rayonnante cesserait entierement do subsister. Si l’on 
choisit pour la temperature designee par zero celle qui convient a la 
congelation du mercurc, et si la valour designee para est la tempera¬ 
ture de. la glace fondanle, on Irouvcra sur le rayon BA un point E tel 
que la molecule, y etant placec, acquerra aussi une temperature egale 
a a, et l’ou trouvera entre les points B et E un point E' pour lequel la 
temperature scrait celle de l’eau bouillante. Enfin, on trouverait entre 
B et E' un point E" oil la temperature acquisc par la molecule serait 
celle qui repond a la fusion du fer. Pour que ces resultats eussent 
lieu, il nc serait memo pas necessaire quo toute la chaleur emise par 
les corps fut assujettie a une distribution uniforme; il suffirait quo la 
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loi naturelle du decroissement ne fut point observee au dela du terme 
qui correspond a la temperature zero. 

Ainsi le fait general de l’equilibre de la chaleur rayonnante suppose 
qu’il n’y a aucune partie de la chaleur emise qui ne soit assujettie a la 
loi que nousavons demontree. Si, pour une portion quclconque de cctte 
chaleur projetee, 1’emission etait homogene, 1’equilibre serait trouble 
dans toute la masse, et l’on observerait, a partir d’un point fixe, toutes 
les temperatures possibles dans un espaco ou il ne peut y en avoir 
qu’une seule. 



QUESTIONS 

SUR LA 

THEORIE PHYSIQUE DE LA CHALEUR RAYON1NANTE. 




QUESTIONS 
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THfiORIE PHYSIQUE DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 


Annales de Chimie et ele Physique, Scrio F, Tome VI, p. a5g; 1817 . 


I. 

On s’est propose, dans les Notes suivantes, d’examiner diverses 
questions relatives a la Theorie physique de la ehaleur rayonnante, et 
de ramener aux principes generaux de cette theorie plusieurs fa its 
remarquables dont 1’explication avait d’ahord paru sujette a quelque 
incertitude. 

Lorsqu’on expose, le soir, a l’air lihre, des corps de dillerente es- 
peee, on observe qu’ils se refroidissent tres inegalement. Les sub¬ 
stances inetalliques polies conservent, plus longtemps leur ehaleur; la 
terre, l’herbe, la laine se refroidissent promptement a leur surface. Un 
thermometre dont la boule cst noircie prend une temperature tixe, 
inferieurc a cello que marquerait ee memo thermometre si la boule 
etait couverte d’une enveloppe metallique. II s’agit de comparer cos 
fails, et specialement le dernier, avec ceux qui servent de fondementa 
la Theorie de la ehaleur rayonnante. On a demande comment Implica¬ 
tion de ces effets peut sc concilicr avec un principe que tous les physi- 
ciens paraissent avoir admis, et qui suppose que la faculte de reeevoir 
la ehaleur est toujours egale a cello de la communiqucr. 

Un thermometre etant expose a l’air pendant la nuit, si Ton place 
un miroir metallique concave dirige vers le ciel en sorte que.la boule 
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du thermometre occupe Ie foyer, on observe un abaissement sensible 
dans la temperature. II s’agit de donner l’explication exacte de cet 
cffet, et d’examiner si la forme concave du miroir concourt a l’aug- 
menter en mettant ie thermometre en communication avec une plus 
grande partie du ciel. 

On a demande encore d’apres quels principes on pourrait demontrer 
ie rayonnement de Fair, et s’il contribue aux effets que Ton vient de 
rapporter. 

La loi d’emission de la chaleur a donne lieu aussi a plusicurs ques¬ 
tions sur la nature de cette loi, sur les diverses preuves qu’on en peut 
apporter, et sur la cause physique qui la determine. On a demande, par 
exemple, si, pour expliquer cette cause, il est necessaire de considerer 
les rayons de chaleur emis par une molecule solidc voisine de la sur¬ 
face comme etant en partie absorbes par les molecules inlermediaires 
qui la separent de l’espace exterieur, et si la meme loi ne subsisterait 
point encore en supposant qu’il ne s’opere aucune absorption. 

On a fonde cette remarque sur l’analyse meme qui conduit a Fex- 
pression de la quantite dre chaleur emise; car cette expression parait 
independante de la fonction qui represente pour une distance donnee 
la quantite de chaleur absorbee. 

Nous allons examiner sommairement les questions precedentcs, et 
indiquer les principes qui servent a les resoudre. 

II. 

De la loi d’emission de la chaleur ravonnanle. 

On rappellera d’abord les theoremes relatifs a Femission de la cha¬ 
leur rayonnante, car ils s’appliquent a toutes les questions que l’on 
vient d’enoncer. 

On peut arriver par differentes voies a la connaissance de la loi qui 
regie remission de la chaleur rayonnante. II est necessaire de consi- 
ddrer, sous plusieurs points de vue, cette proposition fondamentale. 

Si Ton mesure, au moyen d’un miroir metallique concave et d’un 
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thermometre place au foyer, l’effet de la chaleur rayonnante qu’une 
surface plane echauffee envoie a une certaine distance, et si l’on fait 
varier l’inclinaison de la surface, on voit que Tintensite de la chaleur 
emise est sensiblement proportionnelle au sinus de Tangle compris 
cntre cliaque rayon et I’element de la surface dont il sort. 

III. 

Cette loi a ete d’abord indiquee par les observations, ensuite on a 
demontre qu’elle est une consequence de l’equilibre de la chaleur 
rayonnante. En effct, si, dans un point quelconque d’un espace que 
termine une enveloppe solide, opaque, retenue a une temperature 
constante, on place une molecule elevee d’avance a cette meme tempe¬ 
rature, il est certain quo Tetat de la molecule ne subira aucun change- 
ment. Or, on peut demontrcr que ce fait general, qui constitue l’equi- 
libre de la chaleur rayonnante, n’aurait point lieu si les rayons qui 
traversent un memo element de la surface de Penceinte avaient la 
meme intensity dans toutes les directions. Il faut done chercher quelle 
est la loi du decroissemcnt de l’intensite qui rend l’equilibre possible. 
Le resultat de cctte recherche etant la loi elle-memc que nous avons 
enoneee, on voit qu’il y a une connexion certaine entre cette loi do 
l’emission el le fait principal etabli par les observations communes. 
Cette relation est analogue a cello qui subsiste entre la propriete que 
les liquides ont de conserver leur niveau a la surface et le theoremo 
qui fait connaitre la diminution du poids occasionnee par Timmersion 
du solide. Il est evident que ee dernier theor'eme scrait tres imparfai- 
tement connu s’il etait seulement fonde sur des mesures donnees par 
l’experiencc, ot si Ton no demontrait point qu’il est un resultat neces- 
saire de l’equilibre des liquides. 


IV. 

Il est facile de voir comment 1’equilibre de la chaleur s’etablit ou se 
conserve d’apres cette loi. Il suffit da considerer les consequences sui- 
vantes. 

II. 45 
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Une molecule re^oit toujours la meme quantite de chaleur, quel que 
soit le point de 1 ’espace qu’elle occupe. Chaque element de la surface 
d’un corps envoie a l’enveloppe solide autant de chaleur qu’il en reijoit 
de cette enveloppe. La chaleur interceptee par un second corps, place 
entre Ie premier et l’enceinte, est cxactement compensee par celle que 
le second corps envoie au premier. En general, l’equilibre s’etablit 
d’element a element, chaque particule d’une surface envoyant a une 
autre surface quelconque, finie ou infinimont petite, une quantite de 
chaleur rigoureusement egale a celle qu’elle regoit. 

Ces consequences n’auraient point lieu si toute la chaleur envoyee, 
ou une portion tres sensible de cette chaleur, etait assujettie a une loi 
d’emission differente de celle que Ton a enoncee. Les corps change- 
raient dc temperature en changeant de situation. Les liquidcs, acque- 
rant dans lours diverscs parties des densites inegalcs, ne demeure- 
raient point en equilibre dans un lieu d’une temperature uniforme; 
ils y soraient animes d’un mouvement perpetucl. 

V. 

On peut encore arriver a la connaissance de cette loi en considerant 
la cause physique de remission. II est evident, en effet, que, dans les 
corps solides non diaphanes, il n’y a qu’une couche tres peu epaisse 
qui puisse envoyer immediatement une partic dc ses rayons dans l’es- 
pacc exterieur. Cette couche solide est celle qui est la plus voisine de 
la superficie. 

Le meme effet a lieu pour la lumiere qui, dans les corps opaques 
dont la surface est eclairee, n’est emise que par les molecules extreme- 
ment voisines de cette surface. 

Lorsqu’un point materiel, place a une petite profondeur au-dessous 
de la superficie, projette sa chaleur en la dirigeant vers l’espace exte¬ 
rieur, une grande partie de chaque rayon est arretee par les molecules 
intermediaires. La quantite de chaleur interceptee depend d’une cer- 
taine fonction de la distance, et, quelle que soit la nature dc cette 
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fonction, on trouve, par une analyse exacte, que la quantite totale de 
chaleur rayonnante qui sort sous une direction donnee est proportion- 
nelle au sinus de Tangle d’emission. 

VI. 

11 est tres facile d’apercevoir ce dernier resultat en considerant 
chaque point materiel comme le centre d’une infinite de rayons qui 
ont tous la meme intensity; car il suit de cela raeme que les quantites 
de chaleur qui traversent un seul element de la surface, selon diffe- 
rentes directions, sont d’autant moindres que la direction est plus 
oblique, et qu’elles sont proportionnelles au sinus des angles d’emis¬ 
sion; mais on ne peutpas en conclurc que la loi suhsisterait encore s’il 
n’y avait aucunc absorption. En effet, le theorfeme suppose que la masse 
est formee de deux parties, dont Tune envoie immediatement au dehors 
ses rayons ou une portion de ses rayons, tandis que l’autre n’en peut 
point envoyer dans le memo espace. Si tous les points du solide con- 
couraient a remission, la loicesserait d’avoir lieu. 

On peut cboisir des fonctions quelconques pour representer la quan¬ 
tite de chaleur absorbee ii une distance donnee; mais il y a une condi¬ 
tion commune a laquelle ecs fonctions sont assujetties. Chae.unc d’elles 
doit avoir ses valeurs nulles pour toutes les distances qui surpassont 
une ccrtaine quantite moindre que I’opaisscur de Tenceinte. Ainsi Ton 
peut donner une. forme arbitrage a la courbe qui represente la fonc¬ 
tion, pourvu que toutes les ordonnees soient nulles lorsque Tabscisse 
surpasse une ccrtaine ligne plus petite quo la profondeur de la masse. 
Si cette epaisseur de Tenceinte etait moindre que la plus grande dis¬ 
tance a laquelle la chaleur se porte immediatement, la loi d’emission 
serait changee, ou plutot die ne pourraitetre conservec que par Tin¬ 
fluence des corps exterieurs, s’ils avaient eux-memes la propri6te d’ab- 
sorber la chaleur rayonnante : il faut done regarder cettc propricte 
comme une des causes necessaires de la loi d’emission. On la suppose 
tacitement lorsqu’on calcule les cffcls du rayonnement en ne consi- 
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derant que les molecules extremement voisines de la superficie; on la 
suppose aussi lorsqu’on represente la quantite de chaleur intercepts 
par unc fonction dont toutes les dernieres valours sont nulles. 

On doit a M. Leslie les premieres experiences qui ont fait connaitre 
que 1’intensite des rayons sortis d’un meme element dc la surface 
varie avecl’angle d’emission, ct qu’elle est proportionnelle au sinus de 
cet angle. On a reconnu ensuite : i° que cette meme loi est la condi¬ 
tion necessaire de l’equilibre de la chaleur rayonnante; 2 0 qu’elle n’est 
pointtroublee, dans le cas dc l’cquilibre, par la reflexibilite imparfaite 
des surfaces; 3 ° qu’elle suppose le rayonnement uniforme des mole¬ 
cules interieures, et l’extinction des rayons envoyes par les points 
situes a une certaine distance de la superficie; en sorte que la loi 
enoncee n’est autre chose que l’expression mathematique de ces deux 
conditions. Ces propositions, et celles qui composent aujourd’hui la 
Theoric mathematique de la chaleur rayonnante, ont ete donnees, 
pour la premiere fois, dans les Memoires que nous avons rcmis, il y a 
plusieurs annees, a l’Institut de France, et qui conticnnent aussi les 
lois generates de la propagation de la chaleur dans 1’intericur des so- 
lides. 


VII. 

Expression de la quantite de chaleur directe ou refiechie que regoit 
un point dont la position est donnee. 

Apres avoir etabli la loi a laquelle I’emission estassujettie, on deter¬ 
mine facilemcnt la quantite de chaleur qu’une surface donnee envoie, 
soit directement, soil par voie de reflexion, a une molecule extreme¬ 
ment petite. Si la molecule [x (fig. 1) est placee dans un point d’un 
espace vide d’air, termine par une enceinte solide, et si diverses par¬ 
ties aa et bb de cette enceinte ont des temperatures differentes a et b, 
on multipliera la temperature a de chacune de ces parties par la capa- 
citd a de la surface conique ap.a, dont le sommet est en p., et qui em- 
brasse l’aire aa. On entend par la capaeite du cone afxa l’aire a qu’il 
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intercepterait suv la surface spherique, dont le centre est en [x, et qui 
a l’unite pour rayon. 

En tormant dcs produits Semblables pour toutes les parties aa, bb, 
finies ou infinimcnt petites, dont la temperature est differente, et en 
prenant la somme de ces produits aa -t- b$ + ..., on aura 1’expression 

Fig. i. 

a 

ft 

b 



de la quantite de chaleur recuc. On fait abstraction de la reflexibilite, 
c’est-a-dirc quo I’on considerc les surfaces comme entieremcnt privees 
dc la faculte de redecbir la chaleur. 


VIII. 


Si le thermometre inliniment petit p., place dans un point dc l’cs- 
pace qui lermine l’enceinte, a acquis une temperature lixe, et si Ton 
interpose une surface a'a (//g. 2) dont la temperature est la memo que 

Fig. 



celle de la portion eorrespondante aa de l’enceinte, il suit evidemment 
de la proposition precedenle que la molecule p. conscrvera sa tempera¬ 
ture; car cllc reeevra de la surface interposee a'a' autant de chaleur 
qu’elle en recevrait dc la surface cachee aa. II n’en serait pas de meme 
si la surface a!a' etait plus echauffee ou moins echauffee quo la surface 
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eorrespondante aa. Dans le premier cas, la temperature de la molecule 
s’eleve, etelle s’abaisse dans le second. En effet, la capacite du cone 
demeure la raerae; mais le facteur qui rbultiplie la mesure de cette 
capacite change avec la temperature de la surface. 


IX. 

Supposons maintenant que la surface interposee rr {fig. 3 ) jouisse 
de la faculte de reflechir toute la chaleur qu’elle reqoit; pour connaitre 

Fig. 3. 



son action sur la molecule p., c’est-a-dire le quantite de chaleur qu’elle 
lui envoie, on multipliera la capacite du cone qui enveloppe le miroir 
par la temperature b de la portion bb de l’enceinte dont la chaleur est 
reflechie sur la molecule. On po.urrait done aussi faire abstraction de 
la surface interposee rr, et attribuer la temperature b a la portion aa 
de 1 ’enceinte, dont la chaleur est interceptee par le miroir. Les sur¬ 
faces telles que rr, qui reflechissenttoute la chaleur qu’elles reqoivent, 
agissent sur la molecule comme si elles n’avaient point de tempera¬ 
ture propre; elles ont seulement celle des surfaces dont elles reflechis¬ 
sent la chaleur. L’eflet de la reflexion est de transporter la tempera¬ 
ture b d’unc certaine partie bb de l’enceinte au miroir lui-meme rr, ou, 
ce qui est la meme chose, a la surface aa, dont ce miroir intercepte la 
chaleur. 

X. 

Lorsque la surface bb, dont la chaleur est reflechie, n’a pas dans toutes 
ses parties la meme temperature, il faut considerer separement, dans 
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cette surface bb {fig. 4), une portion ( 3(2 finie ou infiniment petite, 
dont tous les points aient une meme temperature ( 3 . On determiner,! 
ensuite quelle cst la portion pp du miroir qui reflechit, au point p., la 



b pp 


chaleur dc l’elcmcnt ( 3 ( 3 . Le produit de la temperature (3 par la capa¬ 
city du cone ppp cxprimera Taction de la surface (2(2. II suffirait aussi 
de transporter la temperature (2 a Felement a'a', dont la chaleur est in- 
terceptec par la portion pp du miroir. Si l’on forme des produits sem- 
hlables pour toutes les parties dc la surface bb, et si Fon prend la 
somme des produits, on connaitra Faction totale du miroir. 

XI. 

0 

La molecule p. ctant placec dans un espace vide d’air quo termine 
une enceinte AAAA {fig. />), dont toutes les parties ont une tempera- 

Fig. 5. 



ture constante a, acquerra cette temperature a de l’cnceinte. Si Fon 
met entre p. et Fenceinte un plateau bb, dont la temperature b soit 
moindre que a, le thermometre s’abaissera; car on remplace 1’action 
de la surface aa par celle de la surface interposee bb, et le rapport de 
ces actions est celui des temperatures a et b. 
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Si, de plus, on place un miroir concave rr propre a reflechir sur la 
molecule p. les rayons qu’il regoit du plateau bb, le thermometre 
s’abaissera de nouveau. En effet, le miroir rrintercepte la chaleur en- 
voyee par la partie RR de l’enceinte, et il la remplace par une quantite 
dont la proposition precedente donne l’expression exacte. II faut, pour 
trouver cette expression, multiplier la capacite du cone rp.r par la 
temperature b de la surface b'b', dont les rayons sont reflechis 
par rr. 

L’effet du miroir est de transporter la temperature b du plateau bb a 
sa propre surface rr, ou, ce qui est la meme chose, a la surface RR, 
dont rr intcrcepte les rayons. 

XII. 

La molecule p. ayant acquis la temperature constante a de l’enceinte, 
si l’on dispose, comme la figure l’indique, deux surfaces metalliques 
polies rr, pp (Jig. 6), et un corps m dont la temperature b soit moindre 


Fig. 6. 



que cclle de l’enceinte, le thermometre p. s’abaisscra. En effet, le mi¬ 
roir /rintercepte Taction d’une partie RR de Tenceinte; il la remplace 
par celle du miroir lui-meme. Pour determiner cette derniere action, 
il faut multiplier la capacite du cone rp.r par la temperature des corps 
dont rr reflechit la chaleur sur la molecule pi. Or tous les rayons 
partis du corps m et qui tombent sur le second miroir pp sont refle¬ 
chis sur le premier rr, et ensuite sur la molecule pi. Done la tempera¬ 
ture qu’il faut attribuer a la surface rr est la temperature b du corps m. 
L’effet du second miroir pp est de donner a sa surface la temperature b 
du corps m, et l’effet du premier miroir rr est de donner cette meme 
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temperature b a sa propre surface, ou, ce qui est la meme chose, de 
transporter cette temperature b a la partie de l’enceinte dont les rayons 
sont interceples. 

On voit done que Taction de la surface RR est remplacee par celle du 
miroir rr, et que le rapport de la premiere action a la seconde est celui 
de la temperature b a la temperature a. Non seulement ces proposi¬ 
tions expliquent clairement Fabaissemcnt de la temperature, mais 
elles en donnent la valeur exacte. On obtiendrait cette valeur en deter¬ 
minant, d’apres les memes principes, Faction de toutes les parties de 
Fenceinte. Si le corps m n’est pas d’une trfes petite dimension, ou 
n’est pas tres eloigne de p., il faut avoir egard a Faction directe de m 
sur p.. 

On determine aussi, par un calcul entierement semblable, Felfet 
contraire qui aurait lieu si le corps m {fig. 6), ou si le plateau bb 
{fig. 5 ), etaient plus echauffes que Fenceinte. 

L’explication dcs effets produits par la reflexion apparente du froid 
est entierement due a M. Prcvot, de Geneve. II a reconnu le premier 
que ces phenomenes indiquent une proposition generale fort impor- 
taate, savoir, que les corps emettent leur chaleur rayonnantc a toutes 
les temperatures, et qu’ils se l’envoicnt mutuellcment, de memo que 
les corps eclaires se communiqucnt leur lumicre. M. Prevot a deve- 
loppe dans plusicurs Ouvrages cette notion, qui est tres feconde, et a 
prouve qu’elle embrassc tous les fails connus. 

XIII. 

Nous avons attribue jusqu’ici une dimension infiniment petite a la 
molecule spherique p. qui regoit Fimpression de la chaleur. Pour 
etendre les memes propositions au cas oil les dimensions sont finies, 
il est necessaire de distinguer les dilferentes parties de cette surface. 
On reconnait ainsi, par un examen tres attentif, la cause qui fait varier 
Fintensite des effets avec la distance du miroir rr a la surface bb dont 
les rayons sont reflechis {fig. 5 ), et avec la distance du thermombtre p 
II. 46 
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au miroir rr. On voit en meme temps que le calcul des effets de la cha- 
leur reflechie diflere totalement de celui des effets catoptriques de la 
lumiere; mais cette partie de la question necessiterait une explication 
plus etendue. 

XIV. 

Les rayons de chaleur qu’une surface regoit des corps voisins sont en 
partie reflechis par cette surface. Chacun de ces rayons se divise en 
deux autres, dont l’un est renvoye vers l’espace, et dont I’autre penetre 
le solide. Les propositions precedentes se rapportent a deux cas ex¬ 
tremes et opposes. Dans le premier, on suppose que la reflexibilite des 
surfaces est nulle, en sorte que chaque rayon incident penetre tout 
entier dans l’interieur du corps. Dans le second cas, on suppose que 
la reflexibilite est parfaite, c’est-a-dire que le rayon incident est ren¬ 
voye tout entier vers 1’espace exterieur. Si les superficies de tous les 
corps avaient une de ces deux qualites contraires, en sorte que les uns 
fussent propres a recevoir toute la chaleur incidente, et les autres a la 
repousser entierement, on determinerait rigoureusement, par les theo- 
remes que nous avons enonces, tous les effets de la chaleur directe.ou 
reflechie. 

On observe a la surface des corps un etat mixte qui participe de 
l’une et de l’autre propriete, et Ton peut alors diviser chaque element 
de la surface en deux parties, egales ou inegales, dont l’une est privee 
de toute reflexibilite, et dont l’autre est un miroir parfait. Le rapport 
de ces'deux parties est un coefficient donne qui depend de l’etat dela 
surface, et qui, d’apres les observations, est sensiblement constant 
lorsque les changements de temperature sont peu considerables. 

Si une particule to de la superficie d’un corps a la faculte de reflechir 
.toute la chaleur incidente qui lui est envoyee, elle n’a plus aucune 
temperature propre. La force qui s’exerce a la surface pour repousser 
toute la chaleur envoyee par les objets voisins repousse aussi vers l’in- 
terieur du solide toute la chaleur qu’il aurait emise a raison de sa tem¬ 
perature. Si, au contraire, la.reflexibilite de l’element co est nulle, la 
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chaleur qu’il re?oit en differentes directions y penetre tout entiere, 
et il en est de meme de celle qu’il emet en vertu de sa temperature. 
Elle s’echappe entierement sans etre rappelee par aucune force agis- 
sant a la surface. Enfin, si la reflexibilite de I’element co a une valeur 
moyenne, le meme effet s’opere encore dans les deux sens opposes. Le 
rayon r qui tombe sur co, et dont la direction fait avec cette surface un 
angle <p, est divise en deux parties a r, (i — a)r, dont la premiere a r 
penetre le solide, et dont 1’autre (: — a )r est reflechie. Le coefficient oc 
est une fraction qui mesure la reflexibilite de la surface. Si le memo 
rayon r tendait a sortir du solide suivant la direction contraire, il serait 
aussi reduit a ar, et la partie equivalente a (i — a)/• serait rappelee 
vers l’interieur du corps par cette memo force qui repoussait une partie 
du rayon incident. C’cst on cela que consiste Legality reciproque de la 
force emissive et de la force absorbante. Nous ne connaissons aucune 
experience qui oblige de modifier ce principe; mais il est necessaire 
de remarquer qu’il n’est demontre rigoureusement que pour le cas de 
l’equilibre. 

En effet, lorsque la temperature de 1’enceinte, et celle des corps 
places dans l’espace qu’clle terminc, est commune et constante, un 
element co de la supcrficio d’un de ces corps envoie sous l’angle d’emis- 
sion cp une certaino quantile de chaleur /• qui sort de l’intericur du 
corps, et cette particulc en regoit, dans la meme direction, une quan¬ 
tity equivalente /'qui penetre le solide. Si Ton change l’etat de la sur¬ 
face co, et que l’on reduisc ainsi a a r la quantile de chaleur emise, il 
est certain quo Ton reduit aussi a ocr la quantity de chaleur reejue. Les 
deux quantites qui traversent l’clement en sens contraires varient 
exactemcnt dans le meme rapport lorsqu’on fait varier 1’etat de la 
surface. Cette proposition ainsi enoncee, pour le cas de. l’equilibrc, 
appartient a la Theorie mathematique; mais diverses observations indi- 
quent qu’elle peut etre prise dans un sens plus etendu, et que le coeffi¬ 
cient r conserve sensiblemcnt la meme valeur dans deux autres cas, 
savoir: lorsqu’on change la temperature du corps qui envoie le rayon r, 
et lorsqu’on change l’anglc cp que sa direction fait avec la surface co. On 
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remarque le premier de ces deux effets si Ton apporte, dans un espace 
feme dont la temperature a est uniforme, deux corps entierement 
semblables m et m', dont Fun m a une temperature a + A plus grande 
que celle de l’enceinte, et l’autre m! a une temperature moindre a — A. 
Le progres du refroidissement de m est le meme que le progres de 
Fechauffement de m'. Ainsi, la difference A, qui est positive pour l’un 
des corps et negative pour l’autre, varie par les memes degres dans 
les deux cas. Au reste, ce resultat ne doit etre considere comme tres 
exact que si les temperatures sont comprises entre des limites peu 
etendues. 

La plupart des faits qui composent la Theorie physique de la chaleur 
rayonnante ont ete decouverts par MM. Leslie et de Rumford. On trouve 
dans leurs Ouvrages des experiences ingenieuses et variees qui ont, 
pour ainsi dire, cree une nouvelle branche de la Physique generale. 
Ces decouvertes avaient ete preparees par une observation capitale et 
par diverses autres recherches dues a M. M.-A. Pictet. Ses premiers 
resultats ont dirige les vues des physiciens sur un ordre entier de faits 
que 1’on avaita peine entrevus, et qu’il rendait sensibles par des in¬ 
struments fort analogues a ceux dont on s’est servi depuis. C’est peu 
de temps apres que M. Prevot a donne l’explication generale dont nous 
avons parle. Elle comprend les faits qui venaient d’etre observes par 
M. Pictet, et s’applique aussi a ceux qui ont ete decouverts dans les 
annees suivantes. 


XY. 

Du rayonnement de l air, et de Veffet des miroirs metalliques. 

Un thermometre p. expose pendant la nuit a Fair libre, sous un ciel 
decouvert, acquiert une temperature fixe a lorsque la chaleur qu’il 
perd, soit par l’irradiation, soit par le contact, est equivalente a celle 
qu’il reQoit. On ne peut douter que le rayonnement de Pair et des corps 
dont la chaleur rayonnante peut traverser 1’air ne concoure a cet equi- 
libre. En effet, supposons que l’on place a une certaine distance du 
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thermometre p. {fig. 7 ) un obstacle EE qui intercepte une partie de 
l’aspect du ciel; il est evident que Ton peut donner a la surface EE une 
temperature e telle que le thermometre p. conserve sa temperature 
precedente a. Or cette superflcie EE, que Ton peut d’abord supposer 
privee de toute reflexibilite, envoie a p. une grande quantite de chaleur 


Fig. 7. 



rayonnante, dont l’effet pourrait etre rendu tres sensible et etre me- 
sure. Cette quantite est precisement celle que le thermometre p. enver- 
rait a la surface EE, si cet instrument p. avait lui-meme la tempera¬ 
ture c. La memo quantite equivaut au produit de e par la capacite du 
cone Ep.E; ct, puisquc la temperature a n’est point changee par la 
presence de l’obstacle, cette quantite de chaleur envoyee par EE com- 
pense cxactcment cellc que p: recevait dans les mcmes directions avant 
que Ton apportat l’obstacle, e’est-a-dire celle que l’obstacle intercepte 
dans les directions Ep., Ep., et dans toutes les directions interme- 
diaires. On voit par la quo le thermometre place sous un ciel decou- 
vert repoit, a travers un espace atmospheriqucquelconquee[xe(y%. 8 ), 


Fig. 8. 



r- 


une grande quantite de chaleur qui sert a compenser, ou entierement 
ou en partie, celle qu’il envoie dans le meme espace. II est necessaire 
d’insister sur la remarque precedente. A defaut de cette consideration, 
on ne se formerait qu’une idee confuse du phenomene. 
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La chaleur regue par le thermometre dans les directions supe- 
rieures provient du rayonnement des particules de 1’air ou des corps 
meles a ce fluide, et generalement de toute la matiere qui peut rece- 
voir les rayons de chaleur envoyes par le corps p., et qui est contenue 
dans le segmenteep.ee indefiniment prolonge. Cette derniere proposi¬ 
tion est une consequence necessaire du principe de remission de la 
chaleur a toutes les temperatures. Les conditions mathematiques de 
l’equilibre de la chaleur rayonnante pourraient etre demontrees inde- 
pendamment de ce principe; mais il n’y a aucune autre notion qui 
puisse servir de fondement a F explication physique de tous les faits 
observes. 

XVI. 

Pour se representer reffot de la chaleur envoyee par Fair au corps p 
suivant les directions ep., e'\x, sp, il faut considerer quo chaque parti- 
cule de Fair zz {fig. 8) qui regoit de p un rayon de chaleur lui envoie 
un rayon contraire, qui serait egal au premier si la temperature z de 
la molecule zz etait egale a celle du thermometre. La quantitc envoyee 
par ee equivaut au produit de la capacite du cone infmiment petit £p£ 
par la temperature e. On peut voir, d’apres ce principe, quc la chaleur 
envoyee au thermometre par la masse d’air qui repond aux directions 
presque verticales est moindre que celle qui lui est envoyee par Fair 
dans les directions obliques; c’est-a-dire que la chaleur rayonnante 
qu’une masse d’air occupant le segment atmospherique eepee envoie 
au thermometre surpasse celle qu’il regoit d’une masse d’air contenue 
dans un segment atmospherique e'efie’e qui a la meme capacite que 
le premier, mais dont l’axe est moins oblique. 

Cette difference provient de ce que le decroissement de la densite 
etde la temperature de Fair est beaucoup plus rapide dans les direc¬ 
tions pe'e' voisines de la verticale que dans les directions obliques 
p.ee. L’action de l’atmosphere sur le thermometre peut done etre repre¬ 
sentee par celle d’une enveloppe solide dont la temperature ne serait 
pas uniforme, mais serait un peu moindre dans les parties qui repon- 
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dent aux lignes verticales que dans celles qui repondent aux directions 
inclinees. 

G’est pour cette raison qu’en changeant la position de la surface EE 
{fig- 7 ) sans changer sa temperature e et la capacite du cone EpE, on 
fait varier la temperature du thermometre. II s’eleve lorsqu’on fait 
passer l’axe pm de la position oblique a la position verticale. 

Reciproquement, si le thermometre p a acquis une certainc tempe¬ 
rature fixe, etant place au-dessous d’un obstacle, ou d’un nuage au 
zenith, et si Ton ecarte l’obstacle, ou si le nuage descend vers l’hojri- 
zon, laissant la houle p a decouvert, on observe une diminution sen¬ 
sible de la temperature. Get effet suffirait pour prouver le rayonnement 
de 1 ’air. 

XYII. 

Si le thermometre p, expose le soir a Fair libre sous un ciel serein, 
est parvenu a une temperature fixe, et si l’on interpose une surface 
metallique extremement polie rr, dont le corps p occupe le foyer, et 

Fig- !)• 



dont la concavite soit tournee vers le ciel, 1 ’equilibre cessora d’avoir 
lieu. En effet, on peut remplacer la chaleur rayonnante qui, traversant 
l’atmosphere ou une partie de l’atmospherc, parvient jusqu’au thermo¬ 
metre par cello d’une cnveloppe solide dont la temperature diminue 
depuis la base jusqu’au sommet. Done le miroir rr, qui intercepte en 
partie le rayonnement terrestre, reflechit en raeme temps sur le ther¬ 
mometre les rayons plus froids de la surface superieure. L’effct de la 
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reflexion est de donner, a chaque partie pp de la surface du miroir, la 
temperature d’un element correspondant tz de l’enveloppe, ou, ce qui 
est la meme chose, de donner cette temperature a la partie RR de la 
surface terrestre qui est couverte par pp. Cette substitution de la tem¬ 
perature e des regions superieures a la temperature de la surface ter¬ 
restre doit, en general, refroidir le thermometre. II faut remarquer 
toutefois que cet eflet est ires compose, qu’il depend d’une multitude 
de causes variables qui peuvent le modifier, ou meme le changer en- 
tierement. Les corps inferieurs donton intercepte Taction peuvent etre 
tres froids a leur extreme superticie; la loi du decroissement de la cha- 
leur dans fair est souvent intervertie jusqu’a une grande distance de 
la terre; enfin la reflexibilite imparfaite de la surface interposee rend 
l’observation incertaine. Ainsi, le resultat precedent exige le concours 
de plusieurs circonstances favorables. M. Wollaston est le premier au¬ 
teur de cette belle experience, qui confirme les resultats decouverts 
par M. Ch. Wells. 

XVIII. 

II suit des memes principes que l’abaisscment du thermometre peut 
etre observe quoique l’axe du miroir soit incline vers l’horizon; mais 
que, toutes les autres conditions etant les memes, l’effet doit etre un 
peu plus intense dans la direction verticale. La cause de l’abaissement 
du thermometre subsiste pendant le jour. Les observations.font 
rendue plus sensible apres le coucher du Soleil, et l’effet peut etre dif¬ 
ficile a distinguer lorsquc cet astre est sur l’horizon; mais cet effet 
conserve son intensity; Taction qui s’exerce a travers l’atmosphere est 
toujours equivalente a celle d’une surface superieure plus froide que 
Fair qui environne le thermometre. Cette conclusion est confirmee par 
des observations d’un autre genre, dont l’examen appartienta la theo- 
rie mathematique de la chaleur. 

On voit aussi que la forme concave du miroir concourt a rendre 
l’abaissement plus sensible. 11 ne resulte pas de cette forme que le 
thermombtre est mis en communication avec une plus grande etendue 
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da ciel, car, le miroir etant concave, l’etendue dont il s’agit est moindre 
qu’elle ne le serait s’il etait plan; et, de plus, l’intensite de l’effet no 
depend nullement de cette etendue : elle depend de la temperature des 
molecules dont le miroir reflechit la chaleur sur le thermometre. Ainsi 
la forme concave du miroir augmente l’effet observe, parce qu’elle 
reunit les rayons sur la surface de 1’instrument, etlafaitoomniuniquer 
avce les regions les plus froides de l’air. 


XIX. 


Du refroidissement des corps exposes le soir d V air libre. 

Si, dans un cspace occupe par un fluide aeriforme et termine par 
une enceinte solide entretenue a une temperature constante, on place 
des corps de different© cspecc M, N, P, ces corps conserveront ou ac- 
querront la temperature de l’enceinte. Si cette cnvcloppe solide venait 
a changer de temperature, par exemple si elle se refroidissait rapide- 
ment, les corps M, N, P se refroidiraient aussi; mais les changemcnts 
s’opereraient avec des vitesses inegales. Get elfet depend des dimen¬ 
sions et de la forme de chaquc corps, de leur capacite de chaleur, de 
leur conducibilite propre ou relative, enfin des qualites du milieu, et 
du mouvement qui result© des variations de densite. 

Si 1 ’un de ces corps est tel que son cnvcloppe exterieure commu¬ 
nique facilemcnt sa chaleur au milieu, soit par voie de rayonnement, 
soitpar le contact, et surtout si la conducibilite propre de la matiere 
esttres faible, lc refroidissement de l’extreme surface sera prompt et 
tres sensible; car chacune de ces conditions favorise ce refroidisse¬ 
ment. Elies sont reunies dans ccrtaines substances tellcs que la laine, 
le duvet, la soie, lc verre, le noir de fumee. On trouve les conditions 
opposees dans les substances m6talliques polies. On voit par la qu’il 
serait facile de distinguer d’avance les corps dont la surface subirades 
variations de temperature plus rapides et plus etendues. II faut remar- 
quer de plus que, si, en vertu de ses qualites propres, un des corps se 
II. 4 ? 
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refroidissait promptement a sa surface, il pourrait influer, par cela 
meme, sur les corps voisins, et que leur temperature deviendrait 
moindre qu’elle ne l’aurait ete sans cette cause accidentelle. 

XX. 

Lorsque Ie Soleil, apres avoir echauffe la surface de la Terre et 
Fair qui l’environne, s’abaisse au-dessous de l’horizon, tous les objets 
places dans Fatmosphere, Fair lui-meme, et la partie non eclairee de la 
surface terrestre se refroidissent promptement. II s’opere des le com¬ 
mencement de la nuit un effet analogue a celui qui aurait lieu dans un 
espace ferme dont on refroidirait l’enceinte. Ainsi, l’on observerait des 
temperatures tres inegales a la superficie de dilferents corps. 

Cette inegalite des temperatures sera moindre, et l’on ne pourra 
point la mesurer, si Fair cst agite; car les mouvements de ce fluide 
concourent a meler les temperatures et a les rendre moins inegales. 

II est surtout necessaire, comme on Fa dit plus liaut, de remarquer 
que le thermometre expose a Fair regoit la chaleur rayonnante de 
tout'es les molecules solides ou fluides auxquelles il peut transmettre 
ses propres rayons; car la propriete de recevoir la chaleur cst la memo 
que celle de la communiquer. Si Fon considerait seulement le rayon- 
nement du corps p. vers le ciel, sans avoir egard a l’effet contraire du 
aux rayons qui lui arrivent de Fatmosphere, on ne se formerait pas 
une idee complete du phenomene. Un espace indefini, tel que eep.ee 
(Jig. 8), est continuellement rempli de rayons de chaleur qui le tra- 
versent dans les directions eep., eep., et se portent sur la molecule p.. 
Toute la matiere que renferme cet espace, et qui peut recevoir la cha¬ 
leur rayonnante du point p, et par consequent Fair lui-meme, cnvoienl 
a ce point des rayons dont une partie seulement est interceptee pat 
Fair inferieur. Le rayonnement dont il s’agit s’opere plus libremeni 
dans la direction verticale, parce que Fair y a moins de densite, a ega 
lite.de distance du point p.; et ce rayonnement vertical produit moim 
de chaleur que dans les directions obliques, parce que, toutes le 
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autres conditions demeurant les memes, la temperature de l’air est 
moindre. 

Si, dans un espace semblable, on interpose une surface EE {fig- 7 ) 
que la chaleur ne puisse traverser aussi librement qu’elle traverse 
1 air, on arrete le ravonnement qui est dirige vers [x, et on le remplacc 
par celui de 1 ’obstacle. II faut toujours joindre au rayonnement propre 
de cet obstacle EE la chaleur reflechie qu’il pourrait envoyer a raison 
do 1 etat de sa superfieie. Si la surface interposee a une temperature e, 
tres voisine de celle des couches de Fair aux points E, E, et, par conse¬ 
quent, superieure a la temperature t des parties dc Fair beaucoup plus 
eloignees, le thermometre recevra de Fobstacle plus de chaleur qu’il 
n’en recevait auparavant dans les memes directions. Cette difference, 
sera principalemcnt sensible suivant la direction verticale. On voit 
ainsi pour quelle cause Finterposition d’un toit ou d’un abri, ou celle 
d’un nuage etcndu, qui est un abri eloigne, tempere le froid de la 
nuit. L’obslacle n’empecbc point que 1 c corps expose nelaisse echapper 
la meme quanlite de chaleur rayonnante. II est evident qu’il no peut 
prod 11 ire un tel clfet; mais il interccptc les rayons froids que le tlicr- 
momctre recevait, et il les remplacc par sa propre chaleur et par celle 
qu’il refleehil apres Favoir retpie de Lous les corps inferieurs. Il pre¬ 
serve le ihermomelre des rayons froids qui descendant de Falmosphere 
pendant la nuit, comma il le preserverait pendant le jour de la chaleur 
directe du Solcil. 

XXI. 

Pour se representor distinelement Fetal du thermometre, il faut 
concevoir que Faction de Falmosphere est remplacee par celle d’une 
enveloppe solide a laquelle le thermometre envoie sa chaleur. Mais on 
ne doit point supposer que l’instrument ne rcQoit rien ou presque rien 
en echangc de cette chaleur qu’il envoie : il regoit, au contraire, de 
l’enveloppe une tres grande quantite de chaleur rayonnante, et, s’il 
etait possible de supprimer cette chaleur, on causerait un abaissement 
extreme de la temperature; mais le thermometre envoie au corps supe- 
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rieur plus de chaleur qu’il n’en regoit, et la perte qu’il subit dans cel 
echange est entierement compensee par la chaleur qu’il acquiert dans 
son echange avec 1’air et les corps voisins. En effet, la temperature 
fixe du thermometre devient moindre que celle de Pair; en sorte que 
ce fluidc et les corps environnants lui communiquent leur chaleur, 
soit par Ie contact, soit par l’irradiation. 

On vient de voir que la presence des nuages, s’ils ne sont pas trop 
cloves, rend moindres ou nulles les differences de temperature que 
l’on pourrait observer a la surface des corps lorsqu’ils se refroidissent 
apres le coucher du Soleil; mais, si Pair esttranquille et le ciel serein, 
Pinegalite des temperatures subsistc longtemps, et elle est facile a 
remarquer. 

XXII. 

On pourrait la mesuror directement, rnais divers effets meteorolo- 
giques suffisent pour la rendre manifeste. L’air qui environne les corps 
dont la surface se refroidit tres promptement leur communique une 
partie de sa chaleur, soit par le contact, soit merae par le rayonne- 
ment. La temperature de ce fluide doit done diminuer, et cot abate¬ 
ment peut etre assez grand pour que le meme volume ne puisse con¬ 
tend* la meme quantite d’eau en etat de vapeur. Telle est la cause 
generate de la formation de la rosee. 

Pendant que Phumidite do Pair se resout en eau pendant la nuit et 
so depose sur les corps froids, il arrive presque toujours que les objets 
dont la surface se refroidit plus lentement ne sont point couvcrts de 
msec. Ce dernier effet est trop remarquable pour n’avoir pas ete ob¬ 
serve dans tous les temps : la mention la plus ancienne que l’histoire 
on ait transmise remonte a douze ou treize siecles avant l’ere chre- 
tienne. 

XXIII. 

Si l’on expose pendant la nuit, sous un ciel ouvert et exempt de 
nuages, de l’eau contenue dans un vase d’une petite profondeur, et si 
le support de ce vase est tres peu propre a conduire et communique!* 
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la chalcur de la Terre, la temperature du liquide s’abaissera de plus en 
plus; ellc sera de plusieurs degres moindre que celle du thermometre 
place dans Fair a i m ou 2 m au-dessus du vase, et la difference peut etre 
assez grande pour determiner la congelation, independamment meme 
du fro id produit par F evaporation. 


XXIV. 

Les corps solidcs dont la surface perd facilement sa chaleur refroi- 
dissent jusqu’a une certaine distance Fair qui les environne, et cela 
a lieu surtoutsi la surface est tellement placec que Fair, devenu plus 
froid, ne soit. pas ontraine par son poids. II serait difficile de recon¬ 
noitre ce decroisscment de la chaleur de Fair dans le voisinage des 
corps peu etondus, s’il n’etait rendu sensible par la formation de la 
rosee; rnais on pout mesurer le principal effct de ce genre qui se rap- 
portc a la surface memo de Fhorizon. Cette observation est due a 
M. M.-A. Pictet, qui a reconnu, le premier, que la temperature de 
Fatmosphere diminuo depuis les couches inferieures jusqu’a une hau¬ 
teur assez considerable. Ce decroissemcnt est contraire a celui que Foil 
observe dans les regions les plus elevees de Fatmosphere. II cesse 
d’avoir lieu si Fair est agite, ou si le ciel est couvert de nuages qui in- 
terceptent en memo temps la chalcur rayonnante de la Terre vers les 
cieux, et les rayons froids.qui se dirigent vers la Terre. 

Quant a la diminution quo subit la temperature de Fair, a mesure 
qu’on s’eloigne de la Terre a de grandes hauteurs, nous avons suppose 
ce fait general dans les explications precedentes; mais on pourrait 
aussi le deduire des memes principes. Ce phenomene resulte du con- 
cours de plusieurs causes : l’une des principales est 1 extinction pro¬ 
gressive des rayons de chaleur dans Fatmosphere. II est facile de 
prouver que, si Fair qui enveloppe la Terre perdait sa lluidite en con- 
servant sa transparence, et meme si sa densite etait uniforme, la tem¬ 
perature diminuerait encore depuis la surface de la Terre jusqu aux 
limites de Fatmosphere. 
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Des observations variees et precises, publiees il y a peu d’annees 
par M. Wells, ont fait connaitre exactement les circonstances qui de- 
terminent la formation de la rosee. L’auteur de ces experiences en a 
deduit un resultat fort remarquable, qui n’avait pas encore ete annonce : 
il consistc en ce que le refroidissement des corps exposes a Fair libre 
pendant la nuit est I’effet du rayonnement vers le ciel; ce qui explique 
en meme temps la formation de la rosee, 1’abaissement de la tempe¬ 
rature dans les couches inferieures de Fair, et divers autres pheno- 
menes. 


XXV. 

De I’inegalite des temperatures indiquees par deux thermome'tres, 
Vun noirci et Vautre metallique. 

Il nous resto il examiner une derniere question relative a la diffe¬ 
rence que Fon observe pendant la nuit dans les temperatures de deux 
thermometres, dontl’un est noirci et l’autre couvert d’une enveloppe 
metallique. Cet effet est analogue a celui dont nous avons deja parle, 
et qui consiste dans Finegal refroidissement de diverses substances; 
inais il depend surtout d’une cause speciale qui continue d’agir lorsque 
les temperatures sont devenues fixes, et qui conserve la difference de 
ces temperatures. Pour reconnaitre cette cause, il faut la considerer 
dans le fait suivant, qui ne differe qu’en apparence de celui dont on a 
demande Fexplication. Lo changement que subit une surface metal¬ 
lique, lorsqu’on la couvre d’un enduit noir, augmente dans un rapport 
beaucoup plus grand la quantite de chaleur rayonnante emise par la 
surface qu’il n’augmente la quantite de chaleur totale communiquee a 
Fair. Ce resultat est donne immediatement par l’observation. En effet, 
supposons qu’un vase dont la surface exterieure a Feclat metallique 
soit rempli d’un liquide echauffe, et que Fon observe la duree du re- 
froidissement dans Fair, ou le temps t qui s’ecoule pendant que l’excfes 
de la temperature -du vase sur celle de Fair passe d’une valeur donnee 
a h une valeur moindre b. On trouvera que le temps t qui repond a 
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cet abaissement de temperature a — b est beaucoup plus grand que 
le temps t' qui repondrait a cette meme difference a — b, si Ton cou- 
vrait toute la surface du vase d’un vernis noir. Le rapport - a pour 
valeur j, ou une fraction un peu plus grande que £. 

Pour mesurer la quantite de chaleur rayonnante emise par une 
partie de la surface du meme vase, on re?oit ses rayons a une certaine 
distance sur un miroir metallique concave, au foyer duquel est un 
thermometre d’air tres sensible. La quantite dont la temperature du 
thermometre s’eleve au-dessus de celle de Fair indique l’effet du rayon- 
nement: or, si la partie de la surface echauffee dont les rayons tombent 
sur le miroir est couverte d’un enduit noir, le resultat est beaucoup 
plus grand que si cette meme surface a l’eclat metallique. La tempe¬ 
rature du vase etant la meme dans les deux cas, et supposee egale a 
celle de 1’cau bouillante, l’elevation du thermometre est sept fois ou 
huitfois plus grande lorsque la surface rayonnante est noircie que lors- 
qu’elle est metallique. Ainsi, le changement d’etat de la superficie faci- 
lite beaucoup plus remission de la chaleur rayonnante qu’il ne facilite 
le refroidissement total qui s’opere dans le milieu, tant par le contact 
de Fair que par le rayonnement. 


XXVI. 

Ce dernier fait a un rapport necessairc avec l’inegalite de tempera¬ 
ture que l’on observe pendant la nuit entre deux thermometres, dont 
Fun est noirci et l’autrc enveloppe d’une feuille metallique. On con- 
naitra distinctcment la relation de ces deux effets en examinant les 
conditions qui determinent la temperature fixe d’un thermometre 
expose a la chaleur rayonnante d’une partie de la surface d’un vase. 

Si le vase est plus echauffe que Fair, le thermometre s’eleve et prend 
une temperature moyenne, comprise entre celle de la surface rayon¬ 
nante et celle de Fair. Le thermometre parvient a un etat fixe lorsqu’il 
perd, a chaque instant, dans le milieu, une quantite de chaleur egale a 
celle qu’il acquiert par le rayonnement du vase. II faut considerer que 
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le thermometre qui regoitles rayons de la surface echauffee lui envoie 
aussi une partie de sa chaleur rayonnante; mais la quantite envoyee 
est moindre que la quantite regue, parce que les temperatures ne sont 
point les memes; et la difference des deux quantites est la chaleur 
aequise, equivalente a la chaleur communiquee au milieu. 

Si, au contraire, le corps rayonnant est inoins echauffe quo Pair, le 
thermometre s’abaisse et prend encore une temperature fixe comprise 
entre celle du milieu et celle de la surface du corps. II regoit de cette 
surface une certaine quantite de chaleur rayonnante; mais il lui envoie 
une quantite plus grande, et la difference est la chaleur perdue par 
l’effet du rayonnement mutuel. En meme temps, le thermometre, etant 
moins echauffe que Pair, acquiert une quantite dc chaleur toujours 
egale a celle qu’il perd dans son echange avec la surface rayonnante. 


XXVII. 


On determine facilement, au moyen de ces conditions, la tempera¬ 
ture fixe (J, que le thermometre p. doit acquerir lorsqu’il est expose a 
la chaleur rayonnante qu’une surface donnee S {fig- 10) lui envoie, soit 

I’iff- '0- 

s 


s 


M 



M 


directement, soit par l’intermediaire d’un miroir concave M. En desi- 
gnant par a et b les temperatures inegales du milieu et de la surface 
rayonnante, on trouvera cette relation tres simple 


r et A sont des coefficients qui dependent de l’etat des surfaces du 
thermometre et du vase. 

r est la quantite de chaleur rayonnante que la boule du thermo- 
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metre couverte d’un enduitnoir et retenue a la temperature zero rece- 
vrait pendant l’unite de temps du vase echauffe si la surface de ce vase 
etait noircie, et si sa temperature fixe etait celle de l’eau bouillante. On 
comprend dans la valeur de r la chaleur rayonnante qui, tombant sur 
lc miroir, est reflechie au foyer p., et celle que le vase pourrait envoyer 
au thermometre par le rayonnement direct. 

On designe par h la quantite de chaleur que la meme surface p., 
elevee a la temperature fixe de 1’eau bouillante, communiquerait pen¬ 
dant 1’unite de temps, par le contact et par le rayonnement, aux corps 
solides ou fluides qui renvironnent, si la temperature constante de ces 
corps etait zero. On nc comprend point parmi ces corps environnants 
le vase echaufle SS, dont reflet, distinct est represente par r. 

L’equation preccdentc est generate et s’applique, par consequent, au 
cas ou la surface rayonnante S est moins echauffee que le milieu. 
Dans ce cas, on determine encore la temperature (J par l’equation (e), 
ou 

a—br+h 

XXVIII. 

Si I’on change I’etat de la surface rayonnante S en la couvranl d’une 
feuille metal)ique, celle du thermometre p. demeurant noircie, le coef¬ 
ficient r prernl uno valeur diflerente mr, qui, dans les experiences les 
plus connuos, est huit fois ou neuf fois moindre que r. 

Si Ton couvre le thermometre p. d’une enveloppe metallique, levase 
demeurant noirci, la valeur de r devient aussi egale a mr. La fraction m 
a la meme valeur que dans le cas precedent, la propriete d’emettre la 
chaleur rayonnante etant la meme que celle de l’absorber. Dans ce 
second cas, ou la surface p. est metallique, le coefficient h devient egal 
a nh, n etant une fraction qui approche beaucoup de f. 

Si les surfaces du thermometre et du vase sont l’une et l’autre me- 
talliques, le coefficient h equivaut a nh, et le coefficient r a m 3 r. Tous 
II. 48 
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ces resultats sont pleinement continues par les observations. De 
quelque maniere que Ton fasse varier l’etat des surfaces, et soit que 
leur temperature soit plus grande ou moindre que celle du milieu, on 
trouve les memos valeurs de r et h, et l’on peut aussi determiner direc- 
tement ce dernier coefficient en comparant les durees du refroidisse- 
ment des vases dont la superficie est metallique ou noircie. 

Nous ferons remarquer ici que M. Leslie a donne depuis longtemps 
l’explication des effets distincts de la chaleur communiquee au con¬ 
tact, et de la chaleur rayonnante. On trouve dans ses Ouvrages l’ex- 
pression exacte des conditions de l’equilibre, le thermometre etant 
place dans l’air et expose a Faction rayonnante d’une surface. 

XXIX. 

On voit maintenant, au moyen de Fequation 

(3 — a _ r 

h — a r -4- h ’ 

que la valeur de $ ne varierait point si, en changeant Fetat de la sur¬ 
face S, on augmentait dans le meme rapport FeffetA du refroidisse- 
ment et Fefifet r du rayonnement. II est facile d’apercevoir sans calcul 
la veritc de cette consequence; car, la temperature du thermometre p. 
ayant pris sa valeur fixe [ 3 , si l’on change la surface p. qui etait noircie, 
et si on la couvre d’une enveloppe metallique, toutes les autres con¬ 
ditions demeurant les memes, on diminuera a la fois la quantite de 
chaleur rayonnante quo le thermomefre regoit du vase et la quantite 
totale de chaleur que ce thermometre communique aux autres corps 
environnants, soit par le contact, soit par le rayonnement. Or, si l’on 
supposait que ces deux quantiles diminuassent dans le meme rapport’, 
et que, par exemple, l’une et l’autre fussent reduites a la moitie de 
leurs valeurs precedentes, la chaleur acquise par le rayonnement du 
vase ne cesserait point d’etre egale a la chaleur perdue dans le milieu. 
Done la temperature (3 n’eprouverait aucun changement. 

En general, si le changement d’etat d’une surface affectait egale- 
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ment la propriete d’emettre la chaleur rayonnante (ou, ce qui est la 
meme chose, celle de la recevoir) et la propriete de communiquer la 
chaleur a Fair par le contact (ou, ce qui est la meme chose, celle de 
la recevoir de Fair par le contact), on observerait des resultats tres 
differents de ceux que toutes les experiences nous onl montres. Deux 
thermometres, Fun metallique et l’autre noirci, exposes de la meme 
maniere aux rayons du Soleil, prendraientlameme temperature. L’ele- 
vation d’un thermometre au foyer d’un miroir concave qui reflechit la 
chaleur rayonnante d’un vase echauffe serait la meme, soit que la 
boule du thermometre fut noircie, soit qu’elle fut enveloppee d’une 
feuille de metal. On remarquerait aussi que le temps necessaire pour 
abaisser la temperature du vase d’un degre donne a un autre devien- 
drait double, triple, quadruple, a raison du changemcnt de la surface 
de ce vase, lorsque F elevation du thermometre place au foyer du mi¬ 
roir deviendrait deux fois, trois fois, quatre fois moindre. Enfin, un 
thermometre noirci et un thermometre metallique exposes de la meme 
maniere a l’impression d’un corps froid, ou, ce qui est la meme chose, 
places pendant la nuit sous un ciel decouvert, acquerraicnl des tem¬ 
peratures egales. 

Si, au contraire, le changement d’etat d’une surface agit inegale- 
ment sur la propriete de communiquer la chaleur a Fair par le contact 
et sur la propriete d’emettre la chaleur rayonnante, tous les diets 
seront semblables a ceux que l’on observe. 11 est important de recon- 
naitre qu’ils constituent un fait unique, parce qu’on acquiert ainsi le 
moyen de les prevoir.et de les calculer exactement: ce qui est le but 
de toute theorie. 

L’inegalite de temperature fixe de deux thermometres qui ne dif¬ 
ferent que par l’etat de la surface n’est done point contraire au prin- 
cipe general qui suppose la faculte de communiquer la chaleur equi- 
valente a celle de la recevoir; mais il faut considerer que ces deux 
proprietes ne sont identiques que lorsqu’elles s’exercent de la memo 
maniere. La facilite avec laquelle la chaleur rayonnante se dissipe a 
travers la surface est egale a celle de cette meme surface pour absorber 
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la chalcur rayonnante des corps voisins. II en est de merne lorsque la 
communication a lieu par le contact. La facilite de cette communica¬ 
tion ne change point, soit que la chaleur passe d’une surface donnee 
dans Fair, soit qu’elle passe de Fair dans cette merne surface. Ainsi, 
les deux proprietes que Fon considere sont egales entre elles lors- 
qu’elles se rapportent a un meme mode de communication, et, dans 
les autres cas, elles sont tres differentes. 

Au reste, la transmission de la chaleur au contact s’exerce encore 
par voie de rayonnement, ear la chalcur sensible au thermometre n’a 
qu’un seul mode de communication, celui qui est propre a la matiere 
rayonnante; mais, si la distance a laquelle les rayons se portent imme- 
diatement est tres petite, l’effet general n’est point le meme que si les 
rayons emis peuvent traverser Fair ou les solides diaphanes. 


XXX. 


On pourrait encore poursuivre cet examen et rechercher la cause 
physique de l’inegale influence du changement de la surface; mais 
cette discussion exigerait des experiences qui n’ont point encore ete 
faites. On ne connait que tres imparfaitement les effets de la chaleur 
rayonnante dans les espaces vides d’air, et le changement qu’ils subi- 
raient dans ces espaces si Fon faisait varier l’etat des surfaces, l’obli- 
quite de l’emissipn ou les temperatures. La plupart des effets que les 
physiciens ont observes sonttrop complexes, et ils sont trop modifies 
par la presence de Fair et la proximite des corps solides, dont la tem¬ 
perature est variable, pour qu’on en puisse deduire avec precision les 
elements simples de la theorie. 

Cependant, Fensemble des observations indique avec assez de vrai- 
semblance une cause plus generate, qui tient a la nature meme de la 
chaleur et fait varier inegalement Fintensite r du rayonnement et l’in- 
tensite h du ref'roidissement total. Ce resultat est analogue aux pheno- 
menes photometriques : il provient de ce que la chaleur perdue par les 
»rps qui se refroidissent dans Fair se divise en deux parties qui ne 
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possedent point au meme degre des proprietes semblables a celles de 
la lumiere. Le refroidissement d’un corps dans un milieu aeriforme 
• est un effet tres compose, qui depend de l’espece et de la densite du 
fluide, des mouvements que les changements de temperature occasion- 
nent dans ce milieu, de Fetat des surfaces, et de la nature de tous les 
corps voisins. On no peut douter qu’il n’y ait une partie de la chaleur 
qui se communique a l’air par le contact, et une autre partie qui tra¬ 
verse directement ce fluide. Cette seconde partie, ou la chaleur rayon- 
nante, est elle-meme, dans les hautes temperatures, formee de deux 
autres, dont l’une ne peut penetrer que les milieux elastiques, pendant 
que l’autre se transmet a travers les solides ou les liquides diaphanes. 
On l’observe en interposant, a quelque distance d’un corps tres 
echaufle, une lame mince d’eau glacee, et en plag-ant au dela un ther¬ 
mometre d’air extremement sensible. La chaleur rayonnante est arretee 
presque tout entiere a la premiere surface dc la table'glacee; le resto 
traverse la glace et produit sur le thermometre un effet peu intense, a 
la verite, mais qui dcvicnt de plus en plus sensible a mesure que le 
corps rayonnant est plus echaufle, el l’intensite de 1’efTet croit plus 
rapidement encore que les temperatures. La chaleur rayonnante parti— 
cipe a diverses proprietes dc la lumiere; ellc penetrc a travers les mi¬ 
lieux elastiques, sc refleehit sur les surfaces melalliques polios, est 
absorbee par les corps noirs, et sa reflexion sur les inetaux parait lui 
imprimer aussi des dispositions speciales, semblables a celles de la 
lumiere. Une petite partie de la chaleur rayonnante joint a ces pro¬ 
prietes celle d’etre transmise par les solides ou les liquides diaphanes, 
et d’etre sujettc aux forces refractives. 

De ce que la chaleur sensible au thermometre peut etre ainsi divisee 
en differentes portions on ne doit pas conclure qu’elle est formee 
d’elements de diverse nature. Nous savons, au contraire, que la cha¬ 
leur lumineuse, la chaleur rayonnante obscure, et celle qui, ne tra- 
versant pas Fair, est communiquee a ce milieu par le contact chan- 
gent d’etat et de proprietes, et se convertissent les unes dans les autres 
lorsque les temperatures varient; et il en est de meme de la chaleur 
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non sensible au thermometre qui entre dans la composition des corps 
solides ou liquides. Cette separation des diverses parties de la chaleur 
que les corps abandonnent en se refroidissant, et dont nous avons 
souvent observe les effets distincts, fait assez connaitre comment le 
cliangement d’etat de la surface d’un corps peut influer tres inegale- 
ment sur la chaleur emise par irradiation et sur la chaleur communi- 
quee par voie de contact. L’application d’un cnduit noir augmente 
beaucoup la propriety d’absorber ou d’emettre la chaleur rayonnante, 
mais ne produit pas le meme effet sur la partie de la chaleur qui est 
enlevee ou apportee par le contact toujours renouvele des particules 
de Pair. On peut reciproquement augmenter beaucoup l’effet du con¬ 
tact sans changer celui du rayonnement: c’estcequi arrive lorsqu’on 
augmente la vitesse du courant d’air. 

XXXI. 

Nous remarquerons a ce sujet que Newton, qui a recherche le pre¬ 
mier la loi du refroidissement des corps, les supposait places dans un 
courant d’air d’une vitesse constante. C’est dans cettc bypothese seu- 
lement qu’il regarde la quantite de chaleur perdue a chaque instant 
comme sensiblement proportionnelle a l’exees de la temperature du 
corps sur celle de Pair. 11 ne deduisait point ce resultat d’une notion 
hypothetique de la communication de la chaleur : il lc fondait sur ce 
que les particules de Pair amenees au contact par lc courant uniforme 
devaient prendre une temperature proportionnelle a celle du corps. 
Nous citcrons les expressions memes de ce grand geometre. Ex igne 
exemptum (ferrurn), locavi in loco frigido ubi ventiis conslanler spi- 
rarel...; locaviautem ferrum non in aere Iranquillo, sed in venlo unifor- 
jniler spirante, ut aer a ferro cale/actus semper abriperelur a venlo .... Sic 
enim aeris partes (equates cequalibus temporibus calefaclce sunt, el calo- 
rem conceperunt calori ferri proportionalem. (Tabul. color. Isaac. New Ion. 
Opera, Edit. Horsley, Lond., t. IV, p. 407; 1782.) 

On ne connaissait point alors les effets distincts de la chaleur rayon- 
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nante. Le refroidissement des corps dans l’air tranquille, ou plutot 
dans l’air qui n’a d’autres mouvements que ceux qui resultent des 
changements dc densite, suit une loi differente, que Newton n’a point 
eonsideree; ct Ton sait que le coefficient designe par h contient, dans 
ce cas, un terme qui depend de la temperature. Cela a lieu, en general, 
lorsque les temperatures sontelevees, et lorsque la chaleur rayonnante 
cstune partie assez considerable de la chaleur perdue pendant le re¬ 
froidissement. 


XXXII. 


La relation qui subsiste entre la nature des surfaces et la faculte 
d’absorber la chaleur rayonnante devient surtout manifeste dans les 
experiences photometriques; car, en exposant a une vive lumiere deux 
thermometres d’air tres sensibles, dont l’un a une boule de verre 
transparent, et l’autre une boule noircie, on observe que la tempera¬ 
ture du second s’elevc au-dessus dc celle du premier; et la difference 
croit avec l’intensite dc la lumiere. Le meme phenomene a lieu dans 
le vide; il y est memo plus sensible, parcc que les corps y perdent 
moins facilement leur chaleur. 11 s’opere encore un effet semblable 
lorsqu’on expose aux rayons du Soleil deux thermometres, dont l’un a 
une boule argentec et 1 ’autrc une boule doree. Le premier s’eleve 
moins que le second; la lumiere, elant plus facilement absorbee par la 
surface doree, rechauffe plus qu’elle n’echauffe l’autre surface; et, 
commc la facilite de perdre la chaleur dans le milieu est egale ou 
presque egale dc part et d’autre, il est necessaire que la temperature 
fixe de la surface doree surpasse celle de l’autre thermometre, afin que 
la chaleur acquisc demeure toujours equivalente a la chaleur perdue. 
On voit par la que e’est une cause semblable qui determine la diffe¬ 
rence dc temperature des deux thermometres noirci ou metallique ex¬ 
poses a la meme impression de la chaleur rayonnante. Nous pensons 
que I’on doit regarder, dans tous les cas, cette inegalite de tempera¬ 
ture comme un effet photometrique. Il est du a la partie de la chaleur 
qui a des proprietes communes avec la lumiere. 



384 . 


QUESTIONS SUR LA THfiORIE PHYSIQUE 


XXXIII. 

Les remarques precedences peuvent servir a determiner la tempe¬ 
rature de Fair lorsque le thermometre est expose au rayonnement 
d’une surface plus echauffee ou moins echauffee que le milieu. 

Un thermometre place dans Fair n’en indique la temperature que si 
ce fluide et tous les corps environnants ont et conservent cette tempe¬ 
rature commune. On connaitra si cette derniere condition est remplie 
en observant dans Fair deux thermometres, dont Fun est noirci, et 
dont l’autre est separe du milieu par une enveloppe metallique; car 
ces deux instruments marqueront le meme degre dans un lieu d’une 
temperature uniforme, et ils marqueront des degres different^ lors- 
qu’ils seront egalement exposes aux rayons d’un corps qui n’aurait pas 
la temperature commune. Si la surface rayonnante est plus echauffee 
que Fair, le thermometre noirci s’elevera plus que celui dont la boule 
est couverte d’une feuille metallique. L’effet contraire aura lieu si la 
surface est plus froide que Fair. En general, l’inegalite de temperature 
de ces deux thermometres fait connaitre la presence d’un corps qui 
leur envoie sa chaleur rayonnante ou sa lumiero, et qui n’a point la 
meme temperature que Fair. 

En observant la difference des deux instruments, on peut mesurer 
assez exactement : i° l’intensite du rayonnement, 2 0 la temperature 
memo de Fair. Aucun des deux thermometres n’indiquc cette tempe¬ 
rature; car ils sont tous les deux plus echauffes que Fair, ou tousles 
deux plus froids. 

En general, la temperature de Fair est egale a celle du thermometre 
metallique, plus la difference des temperatures des deux thermo¬ 
metres divisee par un nombre constant. II faut prendre cette difference 
avec le signe h- si le thermometre noirci est le moins eleve, et la 
prendre avec le signe — dans le cas contraire. En choisissant pour 
exemples les observations les plus connues, on trouve que le diviseur 
constant differe peu de 4 - II depend de la position du thermometre par 
rapport aux corps rayonnants. 
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On voitpar la qu’un thermometre, expose pendant la nuit sous un 
ciel serein, inclique une temperature inferieure a celle de Fair. Ainsi 
la difference entre la temperature de la Terre qui se couvre de rosee et 
celle de l’air, a i m ou a m de hauteur, est un peu plus grande quo celle 
qui a ete mesuree. En effet, en substituant au thermometre superieur 
place dans fair deux autres thermometres, dont le premier pF a une 
enveloppe metallique et le second p. est noirci, on a toujours remarque 
que ce dernier pc est moins eleve que pc' : done ils indiquent l’un et 
l’autre une temperature inferieure a celle del’air. Ils sont retenus dans 
cet etat par Taction constante des rayons froids qu’ils regoivent a tra- 
vers Fatmosphere. 

Nous allons maintenant rappeler, dans un dernier article, les divers 
effets de ce rayonnemenl. 

XXXIV. 

L’impression des rayons froids que la surface de la Terre regoitcon- 
tinuellement, et dans toutes les directions, a travers les espaces atmo- 
spheriques est renduc sensible pendant la nuit par la formation de la 
rosee; cet effet suppose presque toujours que la temperature des corps 
devient moindre quo celle de Fair. 

On reconnait directcmcnt la memo cause en exposant, apres le eou- 
cher du Solcil, un thermometre a Fair libre. La temperature qu’il iri- 
dique augmente lorsqu’on place au-dessus de Finslrument un obstacle 
qui intercepte l’aspcct d’une partie du ciel. 

Cette elevation de la temperature est plus grande si, toutes les au¬ 
tres conditions demeurant les memes, la surface interposee coupe les 
rayons voisins de la verticale. 

On peut reunir au foyer des miroirs metalliques concaves ces rayons 
qui descendent a travers Fatmosphere, et que l’on designe commc 
froids parce que les particules materielles qui les envoient ont une 
temperature inferieure a celle du corps qui les regoit. 

Le decroissement de temperature que l’on observe apres le coucher 
du Soleil, depuis un point situe a une assez grande hauteur jusqu’a la 
II. 49 
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surface de la Terre, est du au refroidissement de cette surface, qui 
perd tres promptcmcnt sa chaleur par l’irradiation. 

Tous les effets que Ton vient de rappeler sont moindres ou cessent 
entierement si le ciel se couvrc de images epais, et si l’air est agite, 
parce que les grands mouvements de 1 ’atmosphere tendent a meler les 
temperatures et diminuent I’influence relative du rayonnement, en 
augmentant la quantite de chaleur cnlevec ou communiquee par le 
contact de Fair. Quant aux images, ils intercepted les rayons que le 
thermometre recevait, et les remplacent par d’autres rayons dont la 
temperature est un peu plus elevee. 

Cette meme cause, qui agit continuellement et de toutes parts sur le 
thermometre lorsque la transparence de l’atmosphere n’est point trou- 
blee, est indiquee par d’autres effets quo nous ne considerons point 
ici, et qui peuvent aussi servir a en mesurer l’intensite; mais aucune 
observation ne la rend plus manifeste que Tinegale temperature de 
deux thermometres, dont Tun est noirei et l’autre metallique. II n’v a 
que 1 ’influence rayonnante des corps froids qui puisse abaisser la tem¬ 
perature du premier thermometre au-dessous de celle du second, et 
rendre ainsi negative la difference que produirait en sens contraire la 
presence du Soleil. 

La plupart des questions qui sont’ l’objet des Notes precedentes 
avaientete examinees et resolues dans les Ouvrages de MM. Prevost et 
Leslie. Elies auraient ete expliquees d’une maniere plus claire et plus 
complete paries auteurs de ces Ouvrages, ou par les savants redacteurs 
de ces Annales. Toutefois le rapprochement que nous en avons fait ne 
sera point sans utilite. II a pour but de montrer quo la solution de ces 
questions depend d’un petit nombre de principes, et que les effets les 
plus varies de la chaleur rayonnante se ramenent faeilement. a la 
theorie connue. 
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DES 

PROPRlfiTfiS DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 


Annales de Chimie et de Physique, Serie 1, Tome XXVIf, p. 236; 1824. 


Nous reunissons dans ce Memoire les theoremes qui expriment les 
lois de l’equilibre de la chaleur rayonnante, afin d’appeler 1’attention 
sur cette nouvellc branche de la Physique mathematique, en indiquant 
ses limites actuclles et les recherches qui pourraient servir a la perfec- 
tionncr. 

I. 

Chaque element de la surface cxlericurc d’un corps eehautfe esl le 
centre d’unc infinite de rayons de chaleur qui so repandent dans l’es- 
pace suivant differentes directions. Get element peut etre considere 
comme un disque infiniment petit, servant de base a des cylindres qui 
ont toutes les inclinaisons possibles, et dont chacun contient une infi¬ 
nite de rayons parallelcs. 

La chaleur rayonnante envoyee ainsi dans l’espace exterieur par 
relemcnt d’une surface est formee de deux parties distinctes : 1’une 
sort de l’interieur meme de la masse M a laquelle la surface co appar- 
tient; l’autre est celle que la meme surface w reflechit et qu’elle a regue 
des corps environnants. Nous ne connaissons point la nature des forces 
qui projettent au dehors la chaleur dont les corps sont penetres, ou qui 
reflechissent vers l’espacc exterieur une partie des rayons qui tombent 
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sur la superficie; mais nous observons lcs effets que ces causes pvo- 
duisent; c’est le calcul de ces effets qui est l’objet de nos recberches. 

La chaleur incidente qu’un element co regoit des corps environnants 
se divise en deux parties, dont l’une penetre la masse M, tandis quo 
Pautre est reflechie dans l’espace extericur, en formant l’angle d’inci- 
dence egal a l’angle de reflexion. Quant aux rayons que le corps M 
tend a projetcr, ils sont soumis a Paction d’une cause scmblable, et 
subissent une sorte de reflexion interieure. Unc partic de ceux qui 
sont emis par les molecules du corps M les plus voisinos de la surface, 
et qui parviennent a l’element co sous un certain angle, poursuivent 
leuv route en ligne droite dans Pespace environnant. C’est en cela que 
consiste Pemission propre. Une autre partie de la chaleur que le corps 
tend a projeter ne penetre pas au dela de co : elle rentrc dans la masse. 

Lcs rayons propres emis par le corpsM a travel's I’element co s’ajoutent 
aux rayons que cette petite surface re<?oit de Pexterieur et qu’elle refle- 
cliit. La quantite totale de chaleur rayonnante envovee parco se com¬ 
pose de ces deux especes de rayons, les uns projetes dircctement, les 
autres reflechis. II est evident que les rayons envoyes par les corps exte- 
rieurs etqui sont reflechis par co se formcnt aussi de chaleur directc et 
de chaleur reflechie. Nous ne considerons point ces rayons a la surface 
des corps extericurs qui les renvoient, mais a la surface du corps M 
qu’ils penetrentou qui les reflechit. 

II. 

Diverses experiences avaient donne lieu de conclure que la quantite 
de chaleur rayonnante qu’un element co de la surface envoie dans une 
direction donnee est d’autant moindre que cette direction fait un angle 
plus petit avec la surface co, et que cette quantite est proportionnelle au 
sinus de l’inclinaison. Nous allons faire connaitre comment la theoric 
confirme et explique cette consequence. Une proposition de cette na¬ 
ture, analogue aux theoremes de Geometric et de Statique, peut etre 
indiqu6e par la voie experimentale; mais elle exige unc demonstration 
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theorique qui leve tous les doutes provenant de la difficult^ dcs mc- 
sures et de 1’erreur inevitable des observations. 

II faut d abord definir exactement la mesure de la quantite de cha- 
leur envoyee a l’espace exterieur, dans chaque direction, par un meme 
element de la superficie. Pour ccla, on se represente tous les rayons 
paralleles qui formcnt un seul cylindre oblique dont la base est le 
disque co, et dont l’axc fait avec cette base un angle cp. Ces rayons, 
incessamment renouveles, traversent un diaphragme qui serait trace 
dans le cylindre perpcndiculairement a son axe, a une distance quel- 
conquc de o>, et l’on peut concevoir que cet effet subsiste toujours le 
memo durant un certain temps pris pour unite. Si l’on pouvait re- 
cueillir toute la ehaleur qui traverse ainsi, pendant l’unite de temps, 
le diaphragme du cylindre, et determiner combien elle fondrait de 
glace, cette quantile de glace fondue serait exprimee en nombre 
d’unite de poids; c’est ce nombre que nous prenons pour la mesure 
exacte de la quantile totale de ehaleur contenue dans le cylindre 
oblique. C’cst ainsi quo Ton peut comparer entre elles les quantites 
respectives de ehaleur envoyees par le memo element dans des direc¬ 
tions didcrentes. Cette definition est tres propre a eclairer la question 
et suffirait en quelque sorte pour la resoudre; mais il est necessaire 
de fonder cette resolution sur une demonstration positive. Nous l’avons 
deduite d’un fait tres general donne par les observations communes, 
savoir 1’equilibre de ehaleur qui s’etablit entre tous les corps places 
dans le memo milieu. 

Ill. 

Que Ton se represente une enceinte solide fermee de toutes parts, 
entrelenue, par dcs causes exterieures quelconques, a une tempera¬ 
ture conslante C, commune a tous les points de cette enceinte. On 
place dans l’inlerieur de ce vase ferme plusjeurs corps qui peuvent 
differcr entre oux par la forme et les dimensions, par la nature de la 
substance et par l’etat des surfaces. L’equilibre des temperatures tend 
a s’etablir de plus en plus entre tous ces corps, et c’est une conse- 
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quencc manifeste du principe de la communication de la chaleur. En 
effet, deux molecules voisines, dont les temperatures sont d’abord dif- 
ferentes, exercent, conformement a ce principe, une action telle que 
la particule la moins echauffee re?oit de l’autre une partie de la cha¬ 
leur excedante; et cette chaleur communiquee finit toujours par etre 
exactement proportionnelle a la difference des temperatures. II resulte 
de ce partage continuel et de la temperature fixe du vase que tous les 
corps qu’il renferme tendent continuellement a acquerir le merae 
degre de chaleur. 

Si l’on suppose que la temperature C, commune a toutes les parties 
de l’enceinte solide, est aussi celle que 1’on a donnee aux corps M, N, 
P, places dans l’espace que cette enceinte terminc, il ne pourra sur- 
venir aucun changement, et chacun des corps conservera cette tempe¬ 
rature primitive C. Mais si un ou plusieurs dc ces corps avaient une 
temperature moindre que C, lorsqu’ils ont ete apportes dans l’enceinte, 
ils s’y echaufferont progressivement, et, apres un certain temps, ils 
auront acquis une temperature tres peu differenle de C. Cette diffe¬ 
rence diminue de plus en plus, et devient plus petite que toute quan- 
tite donnee. Le memo effet se produit en sens contraire si la tempe¬ 
rature initiale des corps M, N, P surpasse celle de l’enceinte. Le fait 
general que Ton vient d’enoncer subsiste, quel quo soit l’etat des 
diverses parties de la surface de I’enceinte; il suffit que tous les points 
aient une temperature commune et constante. Ce fait est independant 
de la nature et de la forme des corps M, N, P, solides, liquides ou aeri- 
formes. La quantite de chaleur qui penetre ces corps, et le temps quo 
chacun met a l’acquerir, different beaucoup scion l’espece des sub¬ 
stances; mais leur temperature finale est la meme; elle est neces- 
sairement celle de l’enceinte. Cette consideration de l’equilibrc des 
temperatures dans un vase feme est le vrai fondement de la Theorie 
mathematique de la chalqur rayonnante, et derive, comme nous l’avons 
dit, du principe de la communication de la chaleur : c’est, dans cette 
classe de phenomenes, le fait le plus general et le plus constant que 
Ton ait observe. 
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IV. 

II faut maintenant expliquer comment cette notion de Fequilibre 
sert a determiner ia loi du rayonnement. Chaque partie infiniment 
petite de la surface d’un corps echauffe est le centre d’un hemisphere 
rempli de chaleur rayonnante. Tous les elements de la surface hemi- 
spherique (dont le rayon est i) sont traverses, pendant la duree d’un 
meme instant, par des quantites de chaleur que l’on ne serait point 
fonde a supposer egales. II s’agit de decouvrir la loi de la distribution 
de la chaleur a la surface de l’hemisphere. Pour cela, on considere une 
enceinte solide que terminent de toutes parts des surfaces d’une forme 
donnee, retenues dans chacun de leurs points a une temperature com¬ 
mune et constante C. On se represente qu’une molecule spherique, 
infiniment petite, est placee dans un des points de l’espace interieur, 
par exemple au centre d’une surface spherique, et l’on se propose de 
determiner la temperature finale que la molecule doit acquerir. Cette 
temperature finale est telle que la molecule l’ayant acquise envoie a 
l’cnceinte une quantite de chaleur precisement egale a celle qu’elle en 
reQoit; car, si ces deux quantites n’etaientpas egales, il est evident que 
la molecule changcrait de temperature : e’est sur cc principe que le 
calcul est fonde. Nous supposons que l’on ignore si les rayons envoyes 
par un element to de l’onceintc, selon diflerentes directions, con- 
tiennent, en effet, d’autant moins de chaleur qu’ils sont plus inclines 
sur to, et quelle est la loi du decroissement, c’ost-a-diro quelle est la 
quantite de chaleur contenue dans le cylindrc qui a pour base to, et 
dont Faxe fait avec la meme surface to un angle donn<5 <p. On regardera 
done cette quantite de chaleur contenue dans chaque rayon comrac 
proportionnelle a une fonction indeterminee du sinus de l’angle ®, et 
l’on trouvera facilement, par les regies communes du Calcul integral, 
l’expression de la temperature finale a que la molecule doit acquerir. 
Cette expression contiendra la fonction indeterminee /(sin<p). On 
cherchera ensuite a reconnaitre la nature de la fonction en comparanl 
la valeur de a a celle de la temperature commune de l’enceinte. 

II. 5o 
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Y. 

Ce sont des calculs de ce genre qui nous ont prouve que la quantile 
totale de clialeur rayonnante envoyee par un element quelconque du 
vase feme est, comme les experiences 1 ’avaient indique, proportion- 
nelle au sinus de l’inclinaison. Par exemple, nous avons suppose une 
enceinte spherique, et la molecule placee au centre, ou un espace ter- 
mine par deux plans infinis et paralleled qui tiennent lieu de l’enceinte. 
Nous avons aussi attribue a cette enceinte la forme d’une enveloppe 
cylindrique terminee par deux faces circulates. Dans ces divers cas, 
et dans tous ceux que nous avons soumis au calcul, on trouve que, si 
la quantite de chaleur envoyee par le disque infmiment petit w etait la 
meme dans toutes les directions, les phenom'enes seraient totalement 
contraires a ceux que l’on observe. La temperature acquise par la 
molecule changerait avec sa situation dans l’espace. On trouverait la 
temperature de la glace dans une enceinte retenue au degre de l’ebul- 
lition de l’eau, et celle de la fusion du fer dans une enceinte glacee. 
Mais si, au contraire, la chaleur envoyee est en chaque element pro- 
porlionnelle au sinus de l’inclinaison, il n’v a aucun point de 1 ’espace 
interieur dans lequel la molecule n’acquiere la temperature meme de 
l’enceinte. 11 serait superflu de rapporter ici ces calculs; on les trouve 
dans noire Memoire de 1811 ( Nouveaux Memoires de I’Academie royale 
des Sciences, t. Y), articles 90, 91, 96, et dans les Annales de Chimie 
el de Physique, tome IV, page 128 , annee 1817 . 

VI. 

11 est facile de generaliser ces consequences etde demontrer que, si 
la chaleur contenue dans chaque rayon est proportionnelle au sinus 
de l’angle que ce rayon fait avec 1 ’element qui l’envoie, la temperature 
finale acquise par un corps place dans un vase ferme ne depend point 
de la forme du vase, et qu’elle est toujours la meme que la tempera¬ 
ture de I’enceintc. Ce resultat a lieu, quels que soient le nombre des 
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corps, leurs dimensions et les lieux qu’ils occupent. Chaquc element 
infiniment petit de la surface d’un de ces corps, ou de celle de l’cn- 
ceinte, est la base commune d’une infinite de rayons qui s’eloignent 
dc ce centre, et forment un hemisphere rempli de chaleur. Le memo 
element regoit, selon les directions contraires, un pared nombre de 
rayons respectivement egaux a ceux qu’il envoie, et qui, par conse¬ 
quent, apportent des quautites dc chaleur proportionnelles aux sinus 
de I’inclinaison. (Art. 96 et 97 du Memoire deja cite de 181 r.) 

II est surtout necessaire de remarquer : i° que la consequence ma- 
thematique do.nt il s’agit appartient au cas de l’equilibre, e’est-a-dire 
a celui oil toutes les parties de l’enceinte ont une temperature com¬ 
mune : dans ce cas, il est demontre que les quautites de chaleur 
envoyees en dilferents sens par un memo element sont entre dies 
comme les sinus de l’inclinaison; 2 ° que cettc quantile dc chaleur 
envoyee par la surface o> n’est pas seulement formee du produit de 
1 ’emission directe, mais encore dc la chaleur reflechie par le meme 
element. Ainsi la proposition precedente exprime la loi de remission 
totale ou cello du rayonnement, et non la loi de remission directe, que 
I’on pourrait supposer tres diflerente. 

VII. 

Apres avoir reconnu, par l’examen des questions precedenles, que 
lesresultats des observations sont clairement expliques des que l’on 
regarde les quantites dc chaleur envoyees par chaque particule de la 
surface comme proportionnelles aux sinus de 1 ’inclinaison, nousavons 
considere attentivement les consequences les plus generales de cette 
loi. On pout les enoncer comme il suit: 

i° Lorsque la loi dont il s’agit subsiste, l’equilibre de la chaleur 
rayonnanto a lieu d’element a element, e’est-a-dire que, si l’on com¬ 
pare seulement deux surfaces infiniment petites co et a>' qui sont cn 
presence l’une dc l’autre, soil qu’elles appartiennent a l’enceinte ou 
aux masses qu’on y a placees, il arrive toujours que l’un des elements 
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reqoit de l’autre une quantite de chaleur exactement egale a celle qu’il 
lui envoie. Cette propriete ne peut convenir qu’a la loi precedemment 
enoncee. L’equilibre d’element a element ne resulterait d’aucune autre 
loi; il suppose necessairement que la chaleur envoyee ou reque est pro- 
portionnelle au sinus de Tangle que le rayon fait avec la surface (Me- 
moirc de 1811 , art. 96). 

2 ° Si, en designant un element de Tespace interieur, on calcule 
combien cette sphere infiniment petite reqoit de chaleur de toutes les 
parties de l’enceinte ou des corps interposes, on trouve une quantite 
constante qui ne depend aucunement de la position du point ou de la 
figure du vase. Chaque point de Tespace est le centre d’une infinite de 
rayons d’une egale intensite qui arrivent et s’eloignent selon toutes les 
directions. 

3° II est facile de mesurer la quantite do chaleur qu’une surface 
d’une forme quelconque, ct dont toutes les parties ont la meme tem¬ 
perature, envoie a un point de Tespace lorsque Tequilibre subsiste. 
II faut regarder ce point comme le sommet d’un cone qui enveloppe 
la surface donnee, et tracer une surface hemispherique d’un rayon 
egal a i, dont le centre soit en ce point. La partie de la surface hemi¬ 
spherique qui est comprise dans ce cone, e’est-a-dire la capacite, ou 
Touverture ducone, mesurela quantite de chaleur envoyee.Nous avons 
applique cette construction dans une Note intitulee : Question sur la 
Theorie physique de la chaleur rayonnante (Annales de Chimie et de 
Physique, t. VI, annee 1817 , art. 7 et 8 ). 

Si Ton considere le cas de Tequilibre, la consequence est rigoureu- 
sement exacte. Si les surfaces ont des temperatures inegales, mais 
assez peu differentes, et si les incidences ne sont pas tres obliques, on 
peut encore faire usage de cette construction en considerant separe- 
ment Teffet de chaque surface. On. explique tres claircment, par ce 
moyen, plusieurs effets remarquables, par exemple ceux qui dependent 
de la reflexion apparente du froid ( Annales de Chimie el de Physique, 
Note citee, art. 9, 10 et 14). 

4* Si Ton conqoit une surface tracee d’une maniere quelconque dans 
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l’espace que l’enceinte termine, et si, designant un element co de cette 
surface non materielle, on considere la quantite de chaleur qui le tra¬ 
verse dans toutes les directions, on voit que la loi du rayonnement est 
observee par rapport a cet element, en sorte que les cylindres dont il 
est la base contiennent des quantites de chaleur proportionnelles aux 
sinus des angles que les axes des cylindres font avec cette base; l’effet 
est le meme que si Telement co appartenait a la surface de l’un des corps 
qui ont la temperature finale. Ainsi, lorsqu’on retire un de ces corps M, 
N, P de l’espace interieur, le rayonnement qui avait lieu en chaque ele¬ 
ment de la superficie de ce corps continue de subsister a la surface qui 
termine le volume qu’il occupait. 

C’est la distribution liomogenc que nous venons de decrire qui, a 
proprement parler, constitue l’equilibrc de la chaleur rayonnante, et 
determine la temperature de l’espace interieur. Si l’on divisait cet 
espace en proportions egales, et que Ton put recueillir la chaleur que 
renferme chaquc portion au commencement d’un instant determine, 
on trouverait ces quantites egales, et leur valeur commune serait la 
meme a tout autre instant. 

Quoique la chaleur ne puisse pas etre comparee aux matieres aeri- 
formes, on peut rcmarquer ici qu’elle jouit d’une propriete stalique 
analogue a cclle do ces fluides. La dcnsite, et par consequent la force 
repulsive qui nait dc Taction de la chaleur, sont les memes dans toutes 
les parties de Tcspacc ou Tequilibre est forme. Lorsque cette egale dis¬ 
tribution est etablie, il n’y a aucunc cause qui puisse changer les tem¬ 
peratures. 

VIII. 

Apres avoir demontre les theoremes enonces dans les articles prece¬ 
dents, nous avons desire connaitre la cause physique dont ils derivent. 
Voici les resultats de cette recherche : on suppose d’abord que la reflexi- 
bilite des surfaces est nulle; on considerera ensuite Teffet de cette pro¬ 
priete. 

Lorsque la chaleur dont un corps est penetre s’echappe a travers la 
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superficie, et se porte dans Pespace environnant, il est certain que les 
rayons emis ne proviennent pas seulement de Pextremc surface. Les 
points materiels qui sont a une distance tres petite de la superficie 
concourent evidemment a 1 ’emission. Nous ferons remarquer ici que, 
dans la Theorie dont nous exposons les elements, on considere des 
temperatures limitees comparables a celles qui determinent les pheno- 
menes naturels a la surface du globe terrestre. Pour les corps opaques 
et pour cet ordre de temperatures, il n’y a que les points situes a une 
profondeur extremement petite dont la chaleur emise puisse arriver 
directement au dela de l’extreme surface. 11 est visible que dans les 
directions inclinees le produit total de remission doit etrc moindre, 
parce que les rayons projetes ont a traverser une plus grande distance 
dans la masse solide, et que, par consequent, il y en a une plus grande 
partie d’interceptee. Pour definir avec precision ce dernier effet, que 
I’on se represente {fig. i) un cylindre oblique qui aurait pour base un 
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element infiniment petit co de la surface d’un corps ecliauffe, et que 
1 ’on prolonge ce cylindre dans la masse solide. Si, par un point e tres 
voisin de la base co, on trace un diaphragmc <r perpendiculaire a l’axe 
du cylindre, cette section a sera traversee selon la direction dc Paxe 
par la chaleur que les molecules mm' du cylindre placces au-dessous 
du point e, et les plus voisines de ce point, envoient dans cette direc¬ 
tion. Une partie de la chaleur que ces molecules projettcnt parallo- 
lement a l’axe n’arrive pas jusqu’a la surface exterieurc co; elle est 
interceptee et eteinte par les molecules solides intermediaires. Si Pon 
trag.aitentre co et a, a une certaine distance $ du premier diaphragme a, 
un second diaphragme a' perpendiculaire a Paxe, il est certain que la 
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chaleur rayonnante qui traverse cr' selon la direction de l’axe du cy- 
lindre serait en moindre quantite que celle qui traverse cr; c’est-a-dire 
que la chaleur A qui passe dans cette direction a travers <r se trouve 
reduite a une moindre valeur p A lorsqu’ellc a parcouru dans le solide 
l’intervalle o. Elle est diminuee de (i —p) A, et la fraction p depend 
de o suivant une certaine loi. On represented done ce rapport p par 
une fonction indeterminee de l’cspace parcouru o. Si Ton considere 
que toutes les molecules du solide, ayantpar hypothese la meme tem¬ 
perature, envoient la memo quantite de chaleur et qu’elles la pro- 
jettent egalement dans tous les sens, on pourra former l’expression de 
la quantite totale dc chaleur qui sort du solide a travers un element co 
de la surface selon une direction determinee : cette expression con- 
tiendra la fonction /(o), qui, etant rotranchee de I’unite, mesure la 
quantite de chaleur etcinte dans un intervallc quelconquc o. II est tres 
facile d’etablir ce calcul et de comparer entre dies les quantites de 
chaleur rayonnante qui s’eehappcnt selon deux directions differentes, 
en traversant un meme element co dc la suporficic. On recommit alors, 
ce qu’il etait aise de prevoir, que lc rapport de cos quantites est inde¬ 
pendant de la fonction /(£), qui determine la loi de l’extinction. Quelle 
que puisse etre cette loi, lc rapport dont il s’agitest celui des sinus des 
angles que les axes des cylindrcs font avee l’elcmcnt. Au rcstc, cette 
meme consequence se presente d’clle-meme, et la demonstration n’exi- 
gerait aucun calcul, comme on le voit dans l’article suivant. 

IX. 

En eflet, designant par co un cercle inliniment petit place a la sur¬ 
face du solide, on mene par le centre de co une normale a cette surface, 
et Ton forme dans l’interieur de la masse un cylindre droit dont cette 
normale est l’axe, et dont co est la base. Du centre de co on trace dans 
le solide {fig- 2 ) une surface hemispherique qui a pour rayon £, et Ton 
prolonge lc cylindre droit jusqu’a ce qu’il rencontre la surface hemi¬ 
spherique, oil il intercepte une portion infiniment petite s. On con- 
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struit aussi un cylindre oblique dont w est la base, et dont l’axe, mene 
dans 1’interieur du solide, fait avec la base co un angle 9 . Ce cylindre 
est prolonge jusqu’a la rencontre de la surface bemispherique, ou il 
circonscrit une section c. Enfin du centre de co et d’un rayon e — 0 
on trace une seconde surface bemispherique qui coupe aussi les deux 
cylindres, et forme dans le premier une section s', et dans le second 
une section o'. Un element du cylindre orthogonal est compris entre 
les sections s et s', dont la distance est 0 , quantite infiniment petite 
par rapport a e, et un element du cylindre oblique est compris entre 
les sections a et o', dont la distance est la meme que 8. 



s m 


Chaque point interieur m de la masse solide uniformement echauffee 
envoie dans toutes les directions une certaine quantite de clialeur A, 
dont une partie pk arrive directement jusqu’a une certaine distance z 
du point m. L’autre partie (1 — p)k est interceptee. La fraction p est 
d’autant plus petite que la longueur z parcourue dans la masse solide 
est plus grande; et cette fraction est nulle si la distance parcourue 
egale ou surpasse A, quantite extremement petite. 

Cela pose, il est facile de comparer, comme il suit, les quantites de 
chaleur que les deux elements solides des cylindres envoient jusqu’a 
la superficie au dela de w. Designant par a la chaleur emise, selon la 
direction normale, par l’element cylindrique dont la base est s et la 
hauteur 8, et designant par b la chaleur emise, selon la direction de 
l’axe oblique, par l’element du second cylindre dont la base est o, on 
vdit que les quantites a et b sont proportionrielles aux volumes des 
elements, et par consequent aux bases i et a, puisque ces elements 
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ont une hauteur commune o : or, il resulte de la construction que s 
est egale a <rsin®. En effet, soit i la longueur d’un cylindre droit qui 
aurait pour base s {fig. 3 ); que Ton divise ce solide en deux parties 
en tragant une section a qui fasse avec l’axe un angle <p, et que Ton 
transpose ces deux parties, en sorte que les deux bases opposees* ets 
coincident, et que les bases cr et a soient paralleles; on aura forme un 
cylindre oblique dont la hauteur est sin<p. Le volume du cylindre 
droit n’ayant point change, il est evident que Ton a cette equation 
s = crsino. 

Fig. 3. 



La partic de la chaleur designee par a, qui, apres avoir parcouru la 
distance e, traverse to, est pa ; et la partie de la quantite de chaleur b, 
qui, apres avoir parcouru la meme distance e, traverse to sous l’incli- 
naison cp, est pb ou pasincp. Done les deux quantiles do chaleur qui 
sortent des elements solides que Ton compare, et qui parviennent jus- 
qu’a la superficic au dela de to, sont entre (dies dans le rapport de i a 
sinep. 

La meme consequence a lieu si, trac-ant {fig- 2) une troisieme sur¬ 
face hemispherique d’un rayon s —20, on compare les quantites de 
chaleur envoyees par deux autres elements correspondants du cylindre 
orthogonal ct du cylindre oblique. On pout diviser ainsi les volumes 
des deux cylindres en une multitude de parties dont chacune est infi- 
niment petite par rapport au volume entier, et la consequence prece- 
dente s’appliquc a tous les elements intermediaires que 1’on compare. 
Done les quantites totales de chaleur qui sortent de chaque cylindre 
et traversent le meme clement co sont entre clles dans le rapport de 1 
a sin®. 

i 


II. 


5i 
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X. 

Si la chaleur s’echappait librement a travers la superficie des corps, 
c’est-a-dire s’il n’existait aucune force contraire a remission, Ic rayon- 
ncment aurait lieu suivant la loi que Ton vient d’enoncer. II sortirait, 
a travers chaque particule co de la surface en diffcrentes directions, des 
quantites de chaleur exactement proportionnelles aux sinus des angles 
que ces directions font avec co. Cela resulte, comme on vient de le voir, 
des deux causes suivantcs : i° chaque molecule de la masse echauffee 
envoie dans tous les sens une egale quantite de chaleur, et cette quan¬ 
tity est la meme pour toutes les molecules, puisqu’elles ont par hypo- 
these la meme temperature; 2 0 les molecules tres voisines de la super¬ 
ficie sont les seules qui puissent projeter directcmcnt une partie de 
leur chaleur au dela de cette surface. La loi enoncee est une conse¬ 
quence necessaire de cette egale irradiation, et de l’extinction totale 
des rayons qui ont parcouru dans la masse une distance extremement 
petite A. Si cet intervalle A qui determine 1’extinction complete, avail 
une grandeur finie, le resultatne serait pas moins facile a connaitre; 
mais nous ne considerons point ici cette question. 

On a prouve aussi, dans les articles precedents (VI et VII), que cette 
meme loi du rayonnement etablit dans l’espace forme l’equilibre des 
temperatures. Done, la reflexibilite etant supposee nulle, cet equilibre 
aurait necessairement lieu en vertu des deux causes physiques dont 
on vient de parler. 

II faut remarquer maintenant que le mouvement de la chaleur dans 
l’interieur des substances solides se determine par les memes prin- 
cipes. II suffit de supposer que chaque molecule est le centre d’une 
infinite de rayons dont chacun conlient, dans tous les sens, la meme 
quantite de chaleur, et qui sont totalement absorbes lorsqu’ils ont 
parcouru dans la masse opaque un intervalle imperceptible A. L’inten- 
site, qui est la meme pour tous les rayons sords d’un seul point, varie 
d’un point a un autre et depend de la temperature de chaque point. 
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D’apres cela, on determine la quantite de chaleur que re<joit et perd 
une particule solide d’une figure donnee, et Ton forme les equations 
differentielles qui expriment la propagation de la chaleur dans les 
corps solides. Ainsi la loi du rayonnement libre a la surface des corps 
et celle de la distribution de la chaleur dans 1’interieur de ces corps de- 
rivent toutes d’un fait extremement simple, savoir l’irradiation uni¬ 
forme de chaque molecule echauffee. 

XI. 

Nous avons fait abstraction, dans ce qui precede, d’une propriety 
physique qui se manifeste a la superficie des corps; celle de reflechir 
une partie de la chaleur rayonnante envoyee par les objets exterieurs. 
Tous les corps ne jouisscnt point au meme degre de cette faculte de 
repousser les rayons incidents; et ceux dont la reflexibilite est plus 
parfaite conscrvent plus longtemps leur propre chaleur. Toutes les 
observations concourent a montrcr une relation necessaire entre la 
propriety d’emettre la chaleur et celle de la reflechir. L’une et I’autrc 
dependent de l’ctat de la superficie; et lorsque, en changeant cel etat, 
on diminue ou Ton augmcnte la reflexibilite, on augmente on Ton di- 
minue le pouvoir d’emettre la chaleur interieure. Nous ne rapporterons 
point ici des faits gencralement connus, et qui sont exposes dans tous 
lesTraites de Physique. Notre objet principal est de reconnaitre la cause 
qui maintient la loi du rayonnement dans un vase forme, nonobstant la 
reflexibilite plus ou moins parfaite des surfaces interieures du vase ou 
des corps contenus. 

Si une enceinte fcrmec, retenue a une temperature invariable, con¬ 
sent divers corps qui aient re?u cette meme temperature, ou qui l’aient 
acquisc progressivement dans l’cnceinte, l’equilibre a lieu quel que 
soit 1’etat des diverses parties de la surface interieure du vase ou des 
corps qu’il renferme. Nous admettons ce fait general commc donne par 
les observations. La question consiste a assigner tres distinctement les 
proprietes physiques qu’il suppose. Or nous venons de prouver que, si 
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1 ’emission s’opere librement, en sorte que tous les rayons qui par- 
viennent de l’interieur de la masse jusqu’a la superficie penetrassent 
directement dans l’espace exterieur, la loi enoncee s’etablirait d’elle- 
merne. II faut maintenant expliquer pourquoi cette loi subsiste encore 
si la surface acquiert la faculte de reflechir en partie la chaleur inci- 
dente, et par consequent celle de contenir en partie la chaleur inte- 
rieure. On ne peut douter qu’apres le changement d’etat de la surface 
les rayons de chaleur envoyes par un element o>, selon differentes direc¬ 
tions, ne contiennent encore des quantites de chaleur proportionnelles 
aux sinus des inclinaisons; car l’equilibre des temperatures qui resultc 
de cette loi continue d’avoir lieu. Mais il faut remarquer que, si remis¬ 
sion cesse d’etre totale, la reflexibilite cesse d’etre nulle. Alors on doit 
ajouter a la chaleur propre que les molecules projettent la partie de 
la chaleur incidente que les surfaces reflechissent; et Ton aper^oit 
d’abord que c’est cette compensation qui maintient la loi du rayonne- 
ment necessaire a l’equilibre des temperatures. II s’agissait de demon- 
trer 1 ’exactitude mathematique de la compensation, en determinant 
avec precision les conditions physiques dont elle depend. Nous avons 
donne cette demonstration dans l’article 99 de notre Memoire de 1811 
(Nouveauoc Memoires de VAcademie royale des Sciences, t. V). Elle est 
tres simple et exempte de toute incertitude; on peut la presenter 
comme il suit. 

Nil. 

Si Ton considere, en premier lieu, le cas do remission libre ou la 
chaleur interieure sortirait sans obstacle, et la chaleur incidente serait 
entierement absorbee, on a vu (article VIII) que la loi du rayonnement 
qui determine l’equilibre des temperatures s’etablirait d’clle-meme : 
elle subsisterait dans toutes les parties de 1 ’espace que l’enceinte ter- 
mine. Si maintenant on suppose que l’etat des surfaces de l’enceinte 
ou des corps contenus subit un changement quelconque, qui leur 
donne, a un certain degre, le pouvoir de reflechir unc partie de la 
chaleur incidente, nous disons que la distribution de la chaleur rayon- 
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une fraction a. La memo cause agira sur le rayon r que la surface rece- 
vait au meme instant dans la direction alterne im, et qu’elle absorbait 
entierement. Une partie seulement de ce rayon incident sera absorbee 
par co, et l’autre partie sera reflechie. Adrnettons que la partie absorbee 
soit ocr, la fraction a etant la memo que la precedente; la partie du 
rayon qui est reflechie par co sera (i — a)r; elle s’ajoutera au rayon ar 
que co emet dans la meme direction m0 , et par consequent la quan- 
tite totale de chaleur que l’element envoie dans la direction mO sera 
ar + (i — a)r, ou r, egale a celle qui etait envoyee lorsqu’on suppo- 
sait remission complete. 

II n’y a aucune partie infiniment petite co do la surface de l’enceinte 
ou des corps contenus a laquelle on ne puisse appliquer la meme con¬ 
sequence. Si done une ou plusieurs parties de ces surfaces subissent 
un changement quelconque, au commencement du meme instant A, 
il est evident que les quantites de chaleur envoyees dans toutes les 
directions demeurentles memes qu’auparavant. 

Si un nouveau changement succede au premier, on prouvera de la 
meme maniere que les quantites de chaleur envoyees ou reques dans 
une direction quelconque ne sont point changees, en sorte qu’il est 
entierement impossible de causer quelque alteration dans la loi du 
rayonnement en faisant varier l’etat des surfaces. Cette consequence 
est fondee sur lc principe que nous avons admis, savoir : que, si le 
rayon emis r, qui traversait la surface dans le cas de la reflexibilite 
nulle, est reduit a ar par un changement de la superficic, la partie du 
rayon exterieur incident r qui sera absorbee apres ce changement est 
aussi ar. Mais la consequence dont il s’agit n’aurait pas lieu si le 
pouvoir d’emettre la chaleur dans une certaine direction n’etait pas 
toujours egal au pouvoir d’absorber la chaleur incidente qui arrive 
dans cette meme direction. La distribution de la chaleur rayonnante 
dans l’espace ferme varierait avee l’etat des surfaces : or cette distri¬ 
bution est toujours la meme, puisque l’equilibre des temperatures 
subsiste quelle que soit la nature des surfaces. Done, le fait general 
de Vequilibre des temperatures dans un vase ferme prouve que sous la 
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de tout pouvoir de reflechir la chaleur, la quantite emise est seulement 
ar lorsque ce pouvoir existe, et la fraction a est la mesure du pouvoir 
d’emission. Designant aussi par r la chaleur que regoit co sous la meme 
inclinaison cp, la partie de cette chaleur incidente qui s’introduit dans 
la masse esl seulement ar; la seconde fraction oc est egale a la prece- 
dente : mais il ne s’ensuit pas que la valeur de cette fraction soit la ' 
meme pour tous lcs angles d’incidence. Si Ton suppose qu’un rayon 
exterieur different du premier tombe sur le meme element «, en fai- 
sant avec la surface un autre angle 9% et que cette chaleur incidente 
soit r', il ne penetrera dans la masse qu’une partie aV. Or nous ne 
supposons point que la fraction a' soit necessairement egale a la prece- 
dente a; des observations precises, faites a des temperatures tres diffe- 
rentes sous des incidences obliques, pourraient seules nous apprendre 
si la fraction 1 — a qui mesure la reflexibilite varie avec Tangle d’inci¬ 
dence ct avec la temperature. Quoi qu’il en soit et de quelque maniere 
que cette question experimentale soit resolue, on doit conclure que, 
pour une temperature determinee c et pour une meme inclinaison <p, 
la quantite de chaleur propre emise est ar, si la partie de la chaleur 
incidente r qui penetre la masse est ar. A la verite, quelques expe¬ 
riences indiquent que, si les changements de temperature sont peu 
considerables, la force de cohibition et, par consequent, de reflexion 
demeure sensiblement la meme; et cela arrive aussi lorsque les incli- 
naisons different peu entre elles et ne sont pas tres petites. Mais ces 
observations sont trop incertaines et trop bornees pour servir de fon- 
dement a une consequence mathematique. 

XIV. 

Nous allons considerer maintenant 1 ’effet des reflexions multiples 
qui s’operent dans 1’interieur d’un vase ferine dont toutes les parties 
conservent unc temperature commune. Ce point de la question a ete 
deja traite dans un Memoire que M. Poisson a publie recemment ( An- 
nates de Chimie et de Physique, annee 1824, juillet, p. 225 ). Mais il est 
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utile d’examiner le meme objet sous differents points de vue; la dis¬ 
cussion des opinions contraires a l’avantage de fixer l’attention et d’ex- 
citer de nouvelles recherches. 

Nous supposons, comme precedemment, que, dans l’interieur d’un 
vase ferme et vide d’air, dont la temperature est constante, se trouvent 
un ou plusicurs corps qui ont presentement la temperature commune. 
Nous supposons aussi que les diverses parties de la surface interieure 
de 1’enceinte, ou de la surface des corps contenus, jouissent inegale- 
ment de la propriety de reflechir la chaleur. II s’agit de ealculer la 
quantitc totale de chaleur qu’un element u>, d’une des surfaces envoie 
dans unc direction donnee, soit par voie d’emission directe, soit par 
voie de reflexion. 

Par un point m, {fig. 5 ) centre du disque infiniment petit cn,, on 

Fig. 5. 


0) 3 



menc au point 0 une droite 0 qui fait avec co, 1 angle'<p,. On trace 
un plan qui passe par la droite m f 0 et par la normale m t n, elevee sur 
w, au point Dans ce plan, et de l’autre cote de la normale, il faut 
mener par le point m K une seconde droite i qui fasse avec co, un 
angle 6gal k <p,. Cette droite prolongee rencontre l’une des surfaces en 
un point et fait en ce point avec la surface l’angle cp 2 . On eleve 
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aa point m . 2 une seconde normale m. 2 n 2 a la surface de l’enceinte ou 
des corps contenus, et l’on fait passer un second plan par cette nor¬ 
male m. 2 n . 2 et par la seconde droite m. 2 i. II faut ensuite tracer dans 
ce second plan, et de l’autre cote de la normale m. 2 n 2 , une troisieme 
droite m . 2 2 qui fasse en ce point m 2 avec la surface un angle egal 
a © 2 , et cette droite prolongee rencontre l’une des surfaces en un 
point m 2 . 

On continue ainsi indefiniment d’elever des normales aux points ou 
les droites prolongees rencontrent l’enceinte. On fait passer un plan 
par une de ces droites et par la normale correspondante; et dans ce 
plan on trace, de l’autre cote de la normale, une nouvelle droite qui, 
formant Tangle de reflexion egal a Tangle d’incidence, determine sur 
l’enceinte ou sur les corps contenus un nouveau point de rencontre. 
Cette construction represente la route d’un rayon qui, partant de 0 
dans la direction Om,, est reflechi successivement par les surfaces inte- 
rieures aux points m x , m 2 , m 3 , mj_, , ntj; et reciproquement Tun 
de ces points, tel que m 4 , envoie, dans la direction m H 3 , un rayon qui 
est reflechi successivement par les surfaces aux points m 3 , m. 2 , m x , et 
parvient en 0 suivant la direction m t 0. II en est de meme de tous les 
points m 2 , m 3 , ..., mj, qui entrent dans la serie que Ton a formee; au 
rcste, il est evident que les lignes qui joignent ces points 0, m K , m 2 
ne sont pas en general dans un seul plan; on les a toutes ramenees 
au plan de la fig. 5 . 

Si Ton applique la meme construction a cliaque point tel que m K du 
premier element w,, on formera un systeme de rayons qui partent tous 
du point Q, et qui, etant reflechis par co,, co 2 , co,, ... sur la surface de 
l’enceinte ou des corps, interceptent sur cette surface un second ele¬ 
ment oo 2 . Le systeme des rayons reflechis par co 2 interceptera sur les" 
surfaces un troisieme element (o s , ainsi de suite indefiniment. Quant 
au premier element o>,, il est suppose infiniment petit; c’est-a-dire que 
ses dimensions decroissent de plus en plus, et deviennent moindres 
que toute grandeur donnee. 

D6signons par r la quantite de chaleur que Telement co, enverrait 
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directement au point0si, ala surface de cetelementw,,lareflexibilite 
etait nulle, ou, ce qui estla merae chose, si le pouvoir d’emission etait 
total. Supposons que loutesles surfaces de l’enceinte et des corps con- 
tenus jouissent de cette meme propriety d’emission complete, et que 
l’equilibre des temperatures soit forme; la chaleur que le point m t 
envoie sous l’inclinaison 9, au point 0 est egale a celle que le point m, 
envoie sous la meme inclinaison cp, au point /n 2 , et par consequent elle 
est aussi egale a la chaleur que m 2 envoie a m, dans la direction con- 
traire m i m { (art. YI et YI1). Ainsi chaque rayon qui part de etse 
dirigc vers le point 0 correspond a un rayon equivalent que <o 2 envoie 
a w, et dont la direction est telle quo, s’il etait reflechi par co t , il par- 
viendrait au point 0 . Done la somme de ces derniers rayons est a. 

Si le pouvoir emissif de co, n’est pas complet, cet element ne projet- 
tcra plus vers le point 0 le rayon total r, mais seulement a ,r, en expri- 
rrtant par la fraction a, le pouvoir emissif de co, sous l’inclinaison <p,; et, 
si remission a la surface o> 2 n’est pas complete, la somme des rayons 
que co 2 envoie a to,, et qui parviendraient au point 0 s’ils etaient refle- 
chis par w,, n’est plus egale a r, mais seulement a a 2 r, la fraction a„ 
mesurant le pouvoir emissif de o)„ sous l’inclinaison tp 2 . 

On prouve de la meme maniero qu’en designant par a,, a 2 , a 3 , 
ay le pouvoir d’emission a la surface des elements oj,, w 2 , co 3 ,..., wy, 
sous les inclinaisons <p 0 <p 2 , <p 3 , ..., q>y, la quantite ay r exprime la cha¬ 
leur to talc qui sort do l’clcment coy, et tombe sur l’element precedent 
suivant de tclles directions que, par l’clfet des reflexions successives, 
elle pourrait arriver au point 0. 


XY. 

On calculcra maintenant la quantity totale de chaleur ou directe ou 
reflechie que l’element co, envoie au point 0, et Ton examinera si cette 
chaleur equivaut a r; car, le calcul donnant ce resultat, laloi du rayon- 
nement scrait observee. Une premiere partie de cette quantite totale 
de chaleur envoyee par co, au point 0 est celle qui sort, a travers cet 
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element, de l’interieur meme de la masse : elle est a^r. En la compa- 
rant a r, on voit qu’elle en differe d’une quantite egale a (i — a,)r. 

Or l’element co 2 projette sur w, un rayon de chaleur propre exprimee 
par oc 2 r, et qui, etant reflechi par co ( , se reduit a a 2 (i — a,)r. 

Ainsi les rayons sortis de co ( etco 2 , et qui tombent sur le point 0 , ap- 
portent une quantite de clialeur exprimee par a,r-t- a 2 (i — a t )r. Cette 
somme n’est point egale a r; mais la difference, qui etait (r — a ,)r lors- 
qu’on ne tenait compte que du rayon sorti de to,, est diminuee de la quan¬ 
tite a 2 (i — a,)r envoyee par co,. Elle devient (i — a,)/* — a 2 (i — a,)r 
ou (i — a,)(i — a 2 )r, puisque le facteur (i — a t )r est commun aux 
deux termes que l’on compare. De plus, I’element co 3 envoie a w 2 un 
rayon a 3 r qui, etant reflechi par w 2 et ensuite par cn,, se reduit a 
a s (i — aj)(i — a. 2 )r. Done, en tenant compte de ce troisieme rayon sorti 
de o> 3 , et comparant toujours la somme des chaleurs revues par le point 0 
a la quantiter, on voit que la difference, qui etait(i —a 1 )(i — a 2 )r, de¬ 
vient encore moindre. Elle est (i — a,)(i — a 2 ) (i — a 3 )r. En general, 
la somme des quantites de chaleur qui sortent d’un nombre quelconque 
d’elements co^, co 2 , w y -, et qui, par 1’effet des reflexions multipliees, sont 
envoyees par co 4 au point 0, differe de la valeur totale r d’une quantite 
egale a (x — a 4 ) (i — a 2 ).. .(i — a j)r, c’est-a-dire au produit de cette 
valeur totale r par toutes les fractions qui mcsurent, sous les inclinai- 
sons respectives <p 4 , <p 2 , ...,<p y , lepouvoir reflecteur des surfaces dontla 
chaleur est sortie. Cette seule proposition suffit pour expliquer tous 
les effets des reflexions successives. 

On voit que le calcul de ces effets consiste uniquement dans l’ap- 
plication des regies communes de la Catoptrique, et d’un principe 
demontre dans nos Memoires precedents, savoir, 1 ’egalite precise des 
pouvoirs d’emission et d’ahsorption selon une direction determinee. 

Si l’un des nombres oq, a 2 ,... ,a y - est egal a l’unite, c’est-a-dire si I’une 
des surfaces a un pouvoir reflecteur nul, il est evident que le rayon 
re<?u par le point 0 est complet, puisque la difference de ce rayon a la 
valeur totale r est nulle. Dans ce cas, le nombre des reflexions est 
limite. Mais si aucune des surfaces n’a un pouvoir reflecteur nul, le 
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produit (i — a,) (x — a 2 ) (i — a 3 )... se formera d’un nombre infini 
de facteurs qui mesurent la reflexibilite des surfaces o>,, w 2 , o) 3 , ... 

sous les inclinaisons <p 4 , cp 2 , <p 3 , -On sera assure que ce produit est 

nul s’il y a une infinite de ces facteurs r — a,, i — a 2 , ... dont chacun 
soit plus petit qu’une quantite determinee A moindre que l’unite; car 
ce produit serait moindre qu’une puissance entiere A' de la fraction A, 
quelque grand que fut l’exposant i. On pourrait done prouver que le 
produit est moindre que toute grandeur proposee : ce qui ne peut 
etre prouve qu’a l’egard d’une quantite nulle. Admettons maintenant, 
comme une consequence sensible de la nature de tous les corps, que 
la reflexibilite ne puisse devenir totale sous quelque inclinaison que ce 
soit, en sorte que le plus grand des facteurs i — a,, x — a,, x — a 3 , ... 
soit, dans tous les cas, un nombre determine S moindre que l’unite; on 
on conclura avec certitude que le produit de tous ces facteurs est nul. 
Done la somme des rayons directs ou reflechis, envoyes au point 0 par 
a),, sera egale a la valeur totale que nous avons designee par r. 

Cette consequence est rigoureuse/lorsqu’on admet que la reflexibi¬ 
lite ne peut jamais etre totale. Mais si Ton concevait un tel etat de sur¬ 
faces que, pour de certaines incidences, la reflexion fut complete, le 
produit des facteurs i — a,, x — a 2 , i — a s , ... pourrait n’etre point 
nul. Alors la somme des quantites de chaleur emises par to,, oo 2 , co,,... 
a l’infmi, et qui tombent sur le point 0, ne serait pas egale a r. Mais il 
ne s’ensuit pas, comme on le verra bientot, quo la loi du rayonnement 
total ne soit pas conservee. II cn resultc seulement une exception sin- 
gulifere et purement mathematique, analogue & celle que presente 
l’equilibre non stable dans les theories dynamiques. Avant d’examiner 
cette question, nous ajouterons une remarque trfes propre a rendre sen¬ 
sible l’effet des reflexions successives. 

XYI. 

On suppose que le point 0 envoie a co, la quantite de chaleur que 
nous avons designee par r, et qu© ce rayon total soit successivement 
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reflechi paries elements co,, co 2 , co 3 , coy. Apres ces reflexions, dont 
le nombre est determine et egal a j, la valeur da rayon sera reduite a 

(« — «i)(i — a 2 )(t — «»)••• (i— ocj)r. 

En comparant cette expression a celle de 1’article precedent, on voit 
que la somme des rayons qui sortent de co,, co 2 , co 3 ,..., coy, et qui, par 
l’eflet des reflexions successives, tombent sur le point 0, fliffere de la 
valeur totale r d’une quantite precisement egale a celle d’un rayon 
equivalent r qui, parti du point 0, aurait subi des reflexions succes¬ 
sives sur ces memes surfaces co,, co 2 , ..., coy. Cette proposition est 
vraie quel que soit le nombre des reflexions; elle nous montre que la 
chaleur regue par le point 0 approche de plus en plus du rayon total r, 
a mesure qu’elle se forme d’un plus grand nombre de parties qui 
sortent de co,, co 2 , ..., coy. Si l’on ne considere ici que des resultats 
physiques et mesurables, on ne peut douter que ce rayon de chaleur 
qui, partant du point 0, subirait des reflexions continuelles sur les sur¬ 
faces co,, co„, ..., coy ne finit par devenir totalement insensible. Or ce 
rayon, qui s’eteint par degres, est a chaque fois le complement exact 
de la quantite de chaleur qui, suivant une route contraire, se reunit 
on co, et arrive au point 0. Done la somme des rayons que co, envoie a 
ce point 0 est egale a la valeur complete que Ton a designee par r. 

Enoncer cette derni'ere proposition, e’est dire, en des termes diffe- 
rents, qu’un rayon qui subit des reflexions indefinies s’eteint par de¬ 
gres et totalement. On pourrait meme reconnaitre immediatement et 
sans aucun calculTidentite de ces deux propositions. Ce serait la ma- 
niere la plus simple de demontrer l’effet des reflexions successives; 
mais nous avons prefere l’exprimer par le calcul. 

XVII. 

II ne nous reste plus qu’a considerer ce qui aurait lieu si l’on pou- 
vait tellement changer l’etat de quelques parties des surfaces que pour 
de certaines incidences la reflexibilite fut totale. L’examen de cette 
question fournit une consequence remarquable. 



DES PROP RU2TI5S DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 415 

Si toutes les surfaces de l’enceinte et des corps contenus etaient 
douees d’un pouvoir d’emission complel, la chaleur emise par les mole¬ 
cules solides placees a une tres petite profondeur, comme on l’a prouve 
(art. VIII), serait assujettie a la loi du rayonnement enoncee dans les 
articles YI et VII; l’equilibre des temperatures se formerait de lui- 
meme. Lorsqu’il est etabli, un element oo, envoie dans une direction 
determinee, par exemple, sous I’inclinaison <p,, une quantile de cha¬ 
leur egale a r. Si presentement on opere un changoment quelconque 
dans l’etat des surfaces go,, co 2 , oo 3 , ..., il est certain (art. XII) que la 
quantite de chaleur envoyee au point 0 par go, demeurera toujours egale 
a r; mais elle ne consiste pas seulement, comme cela avait lieu d’abord, 
dans la chaleur qui sort de co, ; elle se forme de diverses parties. La 
premiere est celle qui est projetee par to,, et qui est devenue moindre 
que r. Une seconde partie resulte de toutes les quantites de chaleur qui 
sortent de go 2 , co 3 , co*, ... a l’infini, et qui arrivent par des reflexions 
successives surco,, d’ou elles parviennent au point 0. On a designd par 
a,, a 2 , a 3 , ... les fractions qui expriment, sous les inclinaisons respec- 

tives, le pouvoir d’emission des surfaces co,, co 2 , co 3 ,-Or, si Ton vcut 

considerer comme entierement arbitraircs les valeurs de ces fractions, 
il arrive, dans un nombre de cas infini, que la somme des quantites de 
chaleur sorties de co ( , co 2 , o) 3 , ..., et qui parviennent au point 0, n’est. 
pas equivalente a r. Il est facile d’assigner des valeurs de a,, a 2 , a 3 ,... 
pour lesquelles cela n’aurait point lieu. Cependant on a demontre 
(art. XII) qu’un changement quelconque de l’etat des surfaces ne peut 
diminuer la quantite totale de chaleur envoy6e au point 0 par co,; et 
cette demonstration s’appliquc a toutes les valeurs que l’on attribue- 
rait aux fractions a t , a 2 , a,, .... On se demande comment il se peut 

faire que la chaleur totale re?ue par le point 0 soit encore 6gale a r, 

* # 
quoique la somme des quantites sorties de go,, co 2 , oo 3 , ... et re<?ue par 

ce point 0 soit moindre que r. Pour resoudre clairement cette ques¬ 
tion, il faut remarquer que, dans le cas dont il s’agit, la chaleur totale 
re?ue par le point 0 comprendrait une troisieme partie, savoir, la cha¬ 
leur contenue qui reste dans l’enceinte, ou elle subit des reflexions 
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continuelles. Cette chaleur s’ajoute a celle qui est projetee par Ies ele¬ 
ments to,, o> 2 , o) 3 ,elle complete la quantite regue par le point 0, 
et la rend equivalente a r. En effet, en admettant comme possible un 
changement d’etat des surfaces qui Ieur donnerait sous de certaines 
incidences une reflexibilite totale, on admet, par cela meme, que la 
chaleur qui etait repandue dans 1’enceinte continue de circuler entre 
les elements que Ton considere, parce qu’elle subit la reflexibilite 
totale sous ces memes incidences. 

II serait inutile de developper davantage cette remarque; on en 
pourrait rendre la verite plus sensible en attribuant a l’enceinte une 
forme determinee, comme celle de la sphere ou de l’ellipsoide. Si done 
les fractions a,, a 2 , a 3 , ... satisfont aux conditions qui rendent neces- 
sairement nul le produit indefini (i — a,)(i — a 2 )(i — a 3 ) ..., la 
somme des quantites de chaleur envoyee par to, au point 0 est egale 
ar, comme ellel’etaitavantle changement d’etat de la surface. Mais s’il 
etait physiquement possible que les valeurs des fractions a,, a 2 , a 3 , ... 
ne rendissent pas ce produit nul, il arriverait encore que la somme 
des chaleurs regues serait egale a r. II n’est pas mathematiquement ne- 
cessaire que le produit de tous les facteurs soit nul pour que la loi du 
rayonnement soit conservee apres le changement d’etat de la surface. 

Si Ton fait abstraction de cette chaleur contenue, on sc formera 
l’idee d’un cas purement rationnel ou, les surfaces etant douees de la 
reflexibilite totale sous de certaines incidences, un point determine 
de l’interieur de l’enceinte ne recevrait pas des quantites egalos do 
chaleur dans toutes les directions; ce cas n’est pas mathematiquement 
impossible, mais il ne peut subsister physiquement. 

En supposant meme que la reflexibilite devint nulle sous do cer¬ 
taines incidences, la chaleur contenue retablirait l’uniformite de la 

it- * 

distribution, et la quantite de cette chaleur contenue, qui rend la den- 
site homogenc, ne pourrait etre augmentee ou diminuee, parce qu’il n’y 
a qu’un seul equilibre possible. Quoi qu’il en soit et independamment 
de toute consideration sur la reflexibilite constante ou variable, ou sur 
1’effet des reflexions infiniment repetees, il est rigoureusement prouve 
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qu’un changement quelconque de l’etat des surfaces ne peut jamais 
alterer l’equilibre ni la quantite totale de chaleur envoyee par chaque 
element. Ce dernier theoreme ainsi enonce estfonde sur une demon¬ 
stration simple, exempte de toute obscurite, et qui ne suppose point 
lc calcul des reflexions multiples. On connait maintenant pourquoi il 
etait preferable de choisir la forme de demonstration rapportee dans 
l’article 99 de notre premier Ouvrage et dans l’article XII du present 
Memoire. 

XVIII. 

Si Ton compare la construction et les propositions qui sont l’objet 
des articles precedents (XIY, XV, XVI et XVII) avec celles que Ton 
trouve dans le Memoire cite (art. 14), on reconnaitra que, sur divers 
points essenticls, nous n’admcttons point l’opinion du savant auteur 
de ce Memoire. 

Nous remarquerons principalement qu’on ne peut point conclure de 
la Theorie mathematique de la chaleur la proposition exprimee dans 
eet Ecrit, page 23 o : que, si une surface acquiert la propriete de refle- 
chir en partie la chaleur incidente, la chaleur emise sera diminuAe sui- 
vanl un mC-rnc rapport de n d i dans toutes les directions, et qiiil en sera 
de m6me a Vegard de la chaleur absorbee, en sorte que la totalite de cette 
chaleur se trouvera reduile a la fraction n de cette qui tombe sur l element. 
Nous disons au contraire que, pour maintenir l’equilibre de la chaleur 
rayonnante, quel que soit le nouvel etat des surfaces, il suffitque, le 
pouvoir d’emettre la chaleur suivant une certaine direction Mant de- 
signe par la fraction n, le pouvoir d’absorber la chaleur suivant la 
mfime direction soit aussi exprime par n. 

On peut montrer, par le calcul des reflexions successives et confor- 
mement aux principes enonces dans l’article XV, que la somme des 
quantites do chaleur ou directe ou reflechie envoyees par un element 
dans une direction quelconque equivaut a celle qui serait projetee par 
cet element si le pouvoir Remission etait total. Mais si, pour deduire 

cette consequence, il fallait supposer que le pouvoir d’emettre ou 

^ 53 
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d’absorber la chaleur ne varie pas avec l’inclinaison, la proposition 
ne serait pas prouvee. Lorsqa’on examine attentivement les diverses 
demonstrations que Ton peut donner de cette proposition, et meme 
celle qui estrapportee dans le Memoire cite, on voit qu’elle exige seu- 
lement que les deux effets d’emission et d’absorption soient egaux pour 
unc meme direction. C’est la seule consequence exacte que Ton puisse 
deduire de la consideration de l’equilibre qui s’etablit dans un vase 
ferme. Nous n’examinons point ici la question de savoir si le pouvoir 
d’emission exprime par la fraction n demeure le meme sous toutes les 
incidences. Nous disons que cette proposition n’est point demontree 
et que, par consequent, on ne doit pas l’admettre dans le calcul des 
reflexions successives, qui en est reellement independant. II importe 
beaucoup de reduire au moindre nombre possible les principes mathe- 
matiques d’une theorie. 

On avait objecte contre la demonstration proposee dans ce Memoire, 
page a34('),que, si 1 ’on prend une certaine partie d’une unite, qu’on y 
ajoute une certaine partie du reste, puis une certaine partie du second 
reste, ainsi de suite, il ne s’ensuit pas, comme on le supposait, que 
ces restes successifs deviennent necessairement plus petits que toute 
grandeurdonnee. L’auteur, en reconnaissant, dans un article supple- 
mentaire, la verite de cette remarque ( Annales de Chimie et de Phy¬ 
sique, aout 1824 , p. 442 ), ajoute que, pour la question physique dont 
il s’agit, les fractions qui mesurent le pouvoir emissif des surfaces ne 
peuvent pas decroitre indefiniment. Mais cette derniere proposition 
ainsi enoncee n’est point evidente, parce que Ton ignore suivant quelle 
loi le pouvoir emissif pourrait decroitre avec l’inclinaison. 

Dans ce meme article supplemental, l’auteur remarque que le fait 
general de 1 ’equilibre suppose une relation necessaire entre les lois de 
1 absorption et de remission, et que cette relation subsisterail peut-Stre 
pour une infinite de lois dijferentes. Nous disons, a ce sujet, que la rela- 

( l ) H sagit ici de la page 234 du Memoire cit 4 plus haut de Poisson. Ce Memoire est 
celui qui traite de la chaleur rayonnante, et qui a ete insure, en 1824, au tome XXVI des 
Annales de Chimie et de Physique, p. 225-246. G. Q. 
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tion dont il s’agit cst celle que nous avons demontree dans notre 
premier Memoire (art. 99); qu’elle subsiste certainement, puisque 
1 equilibro cst conserve, ct qu’elle le maintient quelle que puisse etre 
la loi de 1 emission sous les diverses incidences. Ainsi, dans ce premier 
Memoire, nous ne nous sommes point borne a remarquer que, sites 
parois d’une enceinte ant partout la mime temperature et la mimefaculle 
rayonnante, la quantite de chaleur quelles envoient directement a chaque 
point de I’espfice esl partout la mime, et independante de la forme et de 
I'etendue de l’enceinte. Nous avons etabli, dans cet Ouvrage, tous les 
nutres principcs de la Theorie, et considere tres expressement le cas 
oil les differentes parties de l’enceinte possederaient inegalement a 
des dogres quclconques la faculte d’emettre la chaleur rayonnante. 
Nous avons demontre, dans cc cas (art. 99 de la Section XIII) ('), que 
l’equilibrc subsiste nonobstant lout changementarbitraire de l’etat des 
surfaces, et que la chaleur totalc envoyee ou re?ue par chaque element, 
sous une inclinaison quelconque, est encore, apres ce changement, la 
memo que si la surface etait enlierementprivee de laproprietide riflechir 
les rayons. Quant au calcul des reflexions infiniment multipliees, non 
seulcment il n’etait point neccssaircd’y rccourir pour demontrer cette 
proposition, mais il est preferable de rendre la demonstration inde- 
pendanto de ce calcul; elle est plus clairo etplus rigoureuse. 

Nous devons aussi fairc observer que la construction geometrique 
rapportec dans le Memoire (p. a3i et 23a) est entierement inadmis¬ 
sible, parce qu’elle ne represente point la quantite de chaleur qu’un 
point donne re?oit d’un element de l’enceinte. 

Suivant cette construction, les points O', 0", O'", ... sont les som- 
mets de surfaces coniques, dont les aretes prolongees dans I’intdrieur 
de I’enceinte interccptent les elements a', a", a'", .... Nous disons que 
ces elements a', a", a'", ... que les surfaces coniques circonscrivent 
no sont point, comme on le suppose, les parties de l’enceinte dont la 
chaleur rdflechie par a, a', a", ... peut arriver au point 0, ou, ce qui 


(* j Foir p. 5 o de ce Volume. 


G. D. 
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est la merae chose, elles ne sont point celles qui reijoivent par des 
reflexions successives la chaleur quele point 0 envoie a l’element a. 
Les parties infiniment petites qui envoient la chaleur reflechie reijue 
par le point 0 , ou qui regoivent par reflexion la chaleur emanee du 
point 0 , sont exactement determinees par la construction enoncee 
(art. XIV). Nous les avons designees par co 2 , co 3 , co 4 , — Or elles ne 
se confondent point avec les bases a', a", a", ... des surfaces coniques. 
Cette coincidence n’aurait lieu que dans un cas tres particulier. Les 
dernieres raisons des elements to,, o> 2 , co 8 , ... sont, en general, tres 
diflerentes des dernieres raisons des quantites a, a', a", ...; c’est- 
a-dire que les nombres finis i, m, m', m", proportionnels aux der¬ 

nieres valeurs des elements to,, co 2 , co 3 , ..., ne sont point les memes 
que les nombres r, n, n', n", ... proportionnels aux valeurs finales des 
elements a, a', a", ...; par exemple, si les nombres de la premiere, 
serie sont egaux, les nombres de la seconde serie croissent rapide- 
ment. II n’y a aucun doute qu’une portion infiniment petite d’unc sur¬ 
face courbe ne puisse etre regardee comme plane; mais il ne s’ensuit 
pas que, dans l’application aux effets catoptriques, on puisse supposor 
que les directions des rayons sortis d’un meme point, et reflechis suc- 
cessivement par divers elements de la surface, concourent aux som- 
mets des surfaces coniques. Cette remarque a ete faitc, des Torigine 
de I’Analyse differentielle, paries geometres qui ont traite des surfaces 
caustiques. 

XIX. 

Les propositions que Ton a demontrees dans ce Memoire forment la 
Theorie mathematique de la chaleur rayonnarite; elles derivent toutes 
d’une consideration principale, celle de 1 ’equilibre qui s’etablit dans 
I’interieur d’une enceinte fermee, retenue a une temperature con- 
stante. Cette notion a ete presentee pour la premiere fois, ct soumise 
au'calcul, dans un supplement a notre Memoire de 1807 sur la propa¬ 
gation de la chaleur, et ensuite dans la seconde Partie du Memoire 
de 1811 , Section XIII. MM. Lambert, Pictet, Prevot, Leslie et de Rum- 
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ford avaient publie auparavant de tres belles recherches sur les pro- 
prietes de la chaleur rayonnante. On trouve aussi, dans divers autres 
Ouvrages plus recents, des resultats relatifs aux proprietes physiques 
de la chaleur. Nous citerons, a ce sujet, les observations de MM. Berard 
et de La Roche, et les recherches experimentales et theoriques que 
MM. les professeurs Petit et Dulong ont publiees dans un Memoire tres 
important couronne par l’lnstitut de France. 

Plusieurs physiciens avaient conclu des observations que les quan- 
titcs de chaleur cnvoyees par une partie infiniment petite d’une sur¬ 
face, dans differentes directions, sont entre elles comme les sinus des 
angles que font ces directions avec 1’element de la surface. La Theorie 
mathematique confirme et explique tres distinctement ce resultat. Elle 
montre qu’il est une consequence necessaire du fait general de l’equi- 
libre des temperatures dans une enceinte fermee de toutes parts. L’ap- 
plication des Sciences mathematiques aux questions naturelles a sur- 
tout pour objet dc decouvrir les lois tres generates, et par consequent 
tres simples, auxquelles les phenomencs sont assujettis; ces lois sont 
empreintes dans 1 ensemble des observations. Les lois de la propa¬ 
gation de la chaleur dans la matiere solide sont exprimees par des 
equations diflerentiellcs; celles dc l’cquilibre de la chaleur rayon- 
nanto d^rivent de memos jprincipes et sont encore plus manifestes. 
Dans l’uno et Faulre question, nous nc considerons point les pro¬ 
prietes de la chaleur lumineuse. 

Non seulemcnt on deduit du seul fait de l’equilibre des tempera¬ 
tures l’expression mathematique de la loi du rayonnement; mais on 
reconnait les trois causes physiques qui determinent cette loi. La pre- 
iniferc est la propriete qu’a chaquc molecule interieure d’un solide 
d’envoycr dans tous les sens des rayons de chaleur d’une egale inten¬ 
sity. La second e est l’extinction graduelle que ces rayons subissent 
dans l’interieur de la masse, et qui est operee totalement lorsque l’in- 
tervallo parcouru a une ccrtaine valeur extremement petite. La troi- 
sibme cause est l’egalite qui subsiste toujours, a la surface, entre le 
pouvoir d’emettre la chaleur interieure, selon une direction quel- 
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conque, et le pouvoir d’absorber la chaleur exterieure qui arrive sous 
cette meme inclinaison. Quant a la question de savoir si cette faculte 
d’emettre et d’absorber varie avec la direction ou avec la temperature, 
elle n’est nullement decidee par la consideration de l’equilibre; il fau- 
draity joindre des experiences variees et tres precises sur le refroidis- 
sement des corps dans des enveloppes ferrrtees et vides d’air. Ghaque 
observation de ce genre a l’avantage de comprendre une serie de faits 
qui se rapportent a des temperatures differentes. On ne peut done 
point affirmer, dans l’etat actuel de nos connaissances physiques, que 
la quantite de chaleur interieure qui estprojetee selon differentes di¬ 
rections, a travers une meme particule de la surface, decroit precise- 
ment en raison directe des sinus des inclinaisons : mais il est certain 
que, pour une meme direction, les deux effets de remission et de l’ab- 
sorption sont precisement egaux. 

La Theorie mathematique de la chaleur rayonnante a commence a 
se former lorsqu’on a applique le calcul au fait general de 1’equilibre; 
elle ne comprend encore que la statique de la chaleur, et elle est beau- 
coup moins etendue que celle de la propagation dans les solides; mais 
elle a l’avantage d’etre fort simple et de n’exiger que les regies elemen- 
taires de l’Analyse. 

Nous regardons comme un fait constant et universel que l’equilibre 
de la chaleur s’etablit dans une enceinte fermee dont on maintient la 
temperature, et que cet equilibre subsiste quelles que soient la nature 
des corps, leur forme, leur situation, et quel que soit l’etat physique 
des surfaces. Ce fait est clairement explique par les trois proprietes 
que Ton a enoncees, savoir : 1’egale irradiation, l’extinction a trhs 
petite distance, et l’egalite de l’emission et de l’absorption. 

Il suit rigoureusement de cette troisieme propriety que l’equilibre 
de la chaleur rayonnante dans un vase ferme ne peut etre trouble par 
aucun changement de l’etat des surfaces. La chaleur totale qu’un ele¬ 
ment de l’enceinte envoie a un point de l’espace interieur est exacte- 
ment la meme apres le changement que celle qui etait envoyee aupa- 
ravant. Qr ce rayon re§u par urr point de l’espace se forme : i° de la 
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chaleur projetee a travers l’element de la surface; 2 0 de la chaleur refle- 
chieipar cet element. On peut, dans ce second effet, distinguer les pro- 
duits d’une seule reflexion, on de deux, ou d’une infinite de reflexions 
successives. II est facile d’exprimer la valeur de tous ces effets partiels, 
et. de reconnaitre que leur somme equivaut au rayon qui serait envoye 
par le meme element si la reflexibilite de la surface etait nulle. Tou- 
tefois cette egalite n’aurait point lieu si la reflexibilite pouvait devenir 
totale sous de certaines incidences. Mais on ne pourrait pas on conclure, 
dans ce cas memo, qu’un changement d’etat des surfaces trouble 1’equi- 
libre de la chaleur rayonnante, ct rend inegaux les rayons qu’un point 
de l’espace regoit en differcntes directions; car l’uniformite de la dis¬ 
tribution serait conservee par la chaleur contenue, qui subirait des 
reflexions continuelles dans l’interieur du vase. 

Pour rendrc plus sensible l’ordre des propositions qui font l’objet 
de ce Memoire, nous le terminons par la Table suivante, qui contient 
le sommaire de chaque article : 

I. Les rayons de chaleur qui lombent sur la surface d’un corps se divisenl 
en deux, parlies, donl Tune est absorbde et l’autre r6fldchie. 

La chaleur rayonnante envoyee par chaque 616mcnt d’une surface se com¬ 
pose de la chaleur emise directemcnt ct de la chaleur r6116chie. 

II. Definition matMmalique de la quantile de chaleur contenue clans les 
rayons qu’un mCme dldmenl de la surface envoie selon difTdrentes directions. 

III. Notion gdnerale de I’equilibrc de tempdrature qui s’6tablit dans l’int6- 
rieur d'une enceinte fermee donl toutes les parties ont une tempdrature com¬ 
mune et invariable. 

JV. Ce fait gendral sort it ddterminer la loi du rayonnement, principe qui 
sert de fondement a ce calcul. 

V. R6sultats divers du calcul pr6c6dent. 

VI. Un m6me element de la suiTace envoie en difKrentes directions des 
quantitds de chaleur proportionnelles aux sinus de 1’inclinaison du rayon sur 
cette surface; il regoit dans chaque direction une quantit6 de chaleur 6gale 
k celle qu’il envdie. 

VII. Consdqucnces remarquables de cette loi : 

i° L’6quilihre s’dtablit d’6l6ment & 616ment; cette condition ne convient 
qu’& la loi £nonc6c. 

2 0 Chaque point de 1’espacc regoit dans tous les sens une m6me quantity 
de chaleur; et cette quantity est la m6mc pour tous les points. 



RESUME THEORIQUE, ETC. 

Construction qui represenle, pour le cas de l’equilibre, la quantite de 
eur envoyee a un point donne par une surface d’une forme quelconque. 
La distribution homogene de la chaleur ne subit aucun changement si 
deplace ou si Ton retranche les corps contenus; cette egale distribution 
me condition de l’6quilibre. 

[II. Calcul de la quantite de chaleur qui est emise par un corps unifor- 
lent echauffe, etqui traverse librement une portion de Ja superficie selon 
direction donnde. L’dmission etant supposee libre et complete, les quan- 
de chaleur projetees en differentes directions, a travers un meme ele- 
t de la surface, sont proporlionnelles aux sinus des angles que ces direc- 
3 font avec la surface. 

Construction geometrique dont on peut deduire ce meme resullat. 

. La loi du rayonnement libre h. la superficie des corps et les equations 
irales qui expriment la distribution de la chaleur dans les solides ddrivent 
m&me principe. 

I. Remarques g6n6rales sur la propriete de reflechir la chaleur incidente 
die d’emettre la chaleur interieure. 

[I. La loi du rayonnement dnoncee dans les articles VI et VIII n’est 
t troublee par les changements qui surviennent dans 1’etat des surfaces, 
e proprietd resulte evidemment de regalit6 qui subsiste entre le pouvoir 
»ettre la chaleur interieure et celui d’absorber la chaleur incidente. 

[II. Le th6or£me de Tarticle precedent ne suppose point que la fraction 
mesure le pouvoir d^mettre la chaleur est la m&me pour toutes les incli- 
ons; il suppose seulement que pour une meme inclinaison Teffet de 
ission et celui de Tabsorption sont egaux. 

IV. Calcul de 1’effet des reflexions successives, construction et notations. 

V. Expression de la difference que Ton trouve entre la quantite de cha- 

‘ qu’un element projetterait dans une direction donn6e si le pouvoir. 
nission etait total et la somme des rayons directs ou rdflechis que cet 
nent envoie selon cette direction. 

VI. La difference exprimee dans i'article precedent mesure l’intensite du 
>n qui aurait subi en sens contraire les memes reflexions. L’un des.effets 
le complement exact de l’autre. 

VII. Si Ton supposait un tel changement de l’6tat des surfaces que, sous 
ertaines incidences, il pht y avoir reflexion totale, la loi du rayonnement 
l distribution homogene de la chaleur qui subsistaient auparavant seraient 
$erv6es au moyen de la chaleur contenue, qui subirait des reflexions con- 
eiles. 

VIII. Remarques sur diverses propositions qui ne peuvent etre admises 
s la Theorie mathematique de la chaleur rayonnante. 

IX. Consequences generales. 
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SUR LA 

THEORIE MATHEMATIQUE DE LA CHALEl'R RAYONNANTE. 


Annales de Chimie et de Physique, S6rie 1 , Tome XXVIIt, p. 337; 1825. 


On a publie dans ce Recueil divers articles coneernanl l’equilibre 
de la chaleur rayonnantc. Cette discussion a pour objet de fixer avec 
precision les elements d’un nouveau genre de questions, ct. do porter 
les physiciens et les geometres a on approfondir l’etude. 

Le principe qui a donne naissance a cette theorie est celui de 1’equi- 
libre de la chaleur rayonnante dans un cspace que termine de toutes 
parts une enceinte entrotenue a une temperature constante. J’en ai 
deduit autrefois la demonstration mathematique d’une proposition que 
les experiences avaient indiquee depuis longtemps, savoir, que durant 
cet equilibre de la chaleur rayonnante, une particule quelconque de 
la surface de l’enceinte est le centre d’une infinite de rayons qui con- 
tiennent d’autant moins de chaleur que leur direction fait un angle 
plus petit avec la surface. Cette quantite totale de chaleur, qui’une 
meme particule de la superficie emet ou reflechit, selon les differentes 
directions, est exactement proportionnelle au sinus de l’angle que le 
rayon fait avec la surface dont il s’eloigne. Les observations avaient 
fait connaitre ce resultat; la theorie prouve qu’il est une consequence 
necessaire de l’uniformite de temperature dans les diverses parties de 
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la surface de I’enceinte. C’est selon cette loi que la clialcur rayonnante 
est distribuee dans l’espace c-irconscrit. II en resulte que la quantite 
totale de chaleur qui traverse un point do cet espace, selon toutes les 
directions possibles, pendant un instant determine, est toujours la 
meme quelle que soit la position du point que Ton considere. 

Apres avoir demontre ce theoreme, j’ai desire connaitre quelle etait 
la cause physique qui rend proportionnelle au sinus de l’inclinaison 
la quantite de chaleur projetee en differentes directions par un meme 
element de la surface, et j’ai reconnu que cet effet est du a l’irradiation 
uniforme des molecules solides placees au-dessous de la surface, a une 
tres petite profondeur, et a l’extinction qui s’op'erc dans cette couche 
extreme voisine de la superficie. En effet, j’ai prouve que la loi de la 
distribution de la chaleur rayonnante peut se deduire de cette seule 
consideration physique. Pour etablir clairement ce calcul, j’ai fait 
d’abord abstraction de la propriety des surfaces que l’on a desi¬ 
gnee sous Ie nom de rijlexibilite. Elle consiste dans la faculte de 
repousser une partie de la chaleur incidente, et de contenir une 
partie de la chaleur interieure. Par consequent, si la surface de I’en- 
ceintc etait, dans chacune de ses parties, entierement privee du pou- 
voir de retenir la chaleur, la loi du rayonnement, telle que nous 
venons de l’enoncer, s’etablirait d’elle-meme, et la chaleur rayon¬ 
nante sc trouverait egalement distribuee dans tous les points de l’es¬ 
pace circonscrit. 

II etait necessaire de retablir la propriete dont on avait fait abstrac¬ 
tion : j’ai done suppose que les divers elements de la surface interieure 
de l’enceinte, conservant leur temperature commune, recevaient a des 
degres egaux ou inegaux la propriete de reflechir la chaleur incidente. 
Or il est certain qu’un changement quelconque de l’etat des surfaces 
n’altere en rien l’equilibre de la chaleur, pourvu que ces surfaces dont 
l’etatest change retiennent leur temperature. II arrive toujours qu’une 
molecule qui a la temperature commune, et que Ton place en un 
point quelconque de l’espace circonscrit, conserve cette temperature. 
C’est ce fait tres general independant de l’etat des superficies dont 


DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 429 

j ai donne 1 explication mathematique, en demontrant la proposition 
suivante : 

Si lepowoir d’emeltre la chaleur interieure dans une certaine direction 
est toujours le m£me que celui d absorber la chaleur incidente selon la 
direction contraire, un changement quelconque, ou tous les changements 
successifs qui surviendraient dans I’elal des surfaces de Venceinte, ne 
pourront troubler Vequilibre; parce que la somme des quantiles de chaleur 
emises ou rejlechies selon une direction donnee par chaque element de la 
superjicie sera, apres les changements survenus, precisernenl egale a celle 
qui etait envoyee lorsque le pouvoir de remission elait comp let. 

On trouve la demonstration de ce theoreme dans l’article 12 d’un 
Memoire precedent qui a pour titre Resume theorique (Annales de 
Chimie el de Physique, novembre 1824, p. 255 ). Cette demonstration 
avait etc donnee, pour la premiere fois, dans l’article 99 d’un Me¬ 
moire de 1811 (Nouveaux Memoires de VAcademie royale des Sciences 
de Paris, t. Y). 

On voit quo ce point de theorie consistait uniquement a remarquer 
le rapport mathematique qui subsiste entre la conservation de l’equi- 
libre et l’cgalite rigoureuse des deux facultes d’emission et d’absorption 
lorsqu’elles s’exercent suivant la memo ligne. 

Cette memo conclusion est devenue I’objet de nouvelles recherches 
publiees par M. Poisson {Annales de Chimie et de Physique, juillet 1824, 
p. 22 . 5 ; aotlt 1824, p. 442; et janvicr 1825, p. 37). L’auteur recon- 
nait la vdrite du theoreme que je viens d’enoncer; mais il pense que 
la demonstration donnee en 1811, et que Ton a rappelee dans l’ar¬ 
ticle 12 du Resume theorique deja cite, n’est pas suffisante. II s’est done 
propose de traiter de nouveau cette question, et il est arrive a la 
meme consequence par le calcul de l’effet total des reflexions succes- 
sives. Il me sera facile dc montrer : i° que le resultat de ce calcul est 
implicitement contenu, et prouve de la maniere la plus generate et la 
plus claire dans la premise demonstration donnee en 1811; 2 0 que 
les constructions qui servent de fondement aux calculs de 1 auteur no 
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sont point exactes, parce qu’elles represented seulement le mouve- 
ment de la chaleur reflechie entre des surfaces planes. 

Je rappellerai d’aboi’d, non a titre de preuves, mais seulement 
comme motifs d’examen, que la demonstration dont il s’agit a ete 
admise sans contestation par tous les geometres qui en out eu connais- 
sance, et specialement par MM. Lagrange; Malus et Biot, qui ont mani- 
feste leur opinion a ce sujet, soit dans leurs Lettres, soit dans leurs 
Ouvrages. M. Poisson en avait porte aussi le meme jugement, comme 
on le voit dans son dernier Memoire ( Annales de Chimie et de Physique, 
Janvier i 8 a 5 , p. 4 i)> et comme le montrent les expressions suivantes, 
que je cite lextuellement. Apres avoir rappele la proposition relative a 
la distribution homogene de la chaleur rayonnante dans un espace 
ferme, lorsque la reflexibilite est nulle, il ajoute : Vauteurfait voir de 
plus d’une maniere tris ingenieuse que cette egalite nest pas troublee par 
la reflexion plus ou moins parfaite qui pent avoir lieu sur ces mdmes parois 
(Bulletin des Sciences, SocietdphUomathique, annee i8i5, p. 91 ). 

De nouvelles considerations ont amene M. Poisson a changer d’avis 
sur ce point. Il soutient presentement que la demonstration est fau- 
tive, en ce qu’elle n’est point applicable a tous les cas, et il en cite un 
exemple (Annales de Chimie et de Physique, janvier 1824, p. 4 1 > 43 
et 45 ). Je me propose de prouver que l’objection dont il s’agit est 
denuee de tout fondement; que le cas choisi pour exemple est preci- 
sement un de ceux auxquels la demonstration s’applique le plus direc- 
tement; en sorte que, des deux opinions contraires que M. Poisson a 
publiees a ce sujet, c’est la premiere qui est la veritable. L’article sui- 
vant a pour objet d’eclaircir ce premier point de la discussion ; j’ajou- 
terai ensuite de nouvelles remarques a celles qui sont exposees dans 
le r6sum6 theorique, et qui concernent le calcul des reflexions succes- 
sives. 

II. 

Dans le Memoire intitule Discussion relative a la theorie de la cha¬ 
leur rayonnante (Annales de Chknie el de Physique, janvier 1825), l’au- 
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teur, apres avoir presente, pages 42 et 43 , la partie de ma demonstra¬ 
tion qu’il juge en etre la substance, etablit son objection, et l’applique 
au cas oil deux surfaces A et B s’envoient reciproquement leur chaleur 
dans la direction orthogonale, soit par emission, soit par reflexion. II 
considere : i° que, si la reflexibilite des deux surfaces est nulle, et si 
leur temperature est la meme, l’une recevra de 1 ’autre, dans la direc¬ 
tion normale, une quantite de chaleur egale a celle qu’elle lui envoie; 
2 0 que Pegalite de temperature sera maintenue si 1’on change seule- 
ment Petat de la surface A, en sorte que la chaleur emise par A, et 
designee par p, soit reduite a mp, la fraction m etant la mesure du 
pouvoir emissif. II est facile de voir en effet que l’egalite de tempera¬ 
ture subsiste toujours; car, avant le changement, la chaleur emise 
par A selon la normale etait p , et la chaleur reflechie etait nulle : done 
B recevait la quantite p : or, apres le changement, la chaleur emise 
par A est seulement mp-, mais la chaleur reflechie est (1 — m)p, en 
sorte que la quantite totalc communiquee a B est encore egale a p. 

Cette consequence est evidentc, et l’auteur l’admet; mais il pense 
que le meme raisonnement nc peut plus etre applique lorsquc, par 
l’effet d’un second changement, qui surviendrait dans la surface B, la 
chaleur sortie de cette surface nc serait plus egale a p, mais seulement 
a np, n etant la mesure actuclle du pouvoir emissif de B. Ici l’auteur 
change totalement le sens de notre demonstration : le calcul n’est 
point etabli commo il doit Pctre, et e’est sur cette erreur que l’objec- 
tion est fondee. 

En effet, avant le changement que la surface B vient de subir, il 
sortait de Pinterieur de cette surface une quantite de chaleur egale 
kp, et B recevait dans la direction contraire une quantite de chaleur 
egale a p, qui, 6tant absorbee en tierement, compensait la chaleur emise. 

Apres le changement, la chaleur sortie de Pinterieur de la surface B 
est reduite a np; et, par un effet necessaire de ce meme changement, 
la chaleur affluente absorbee n’est plus egale & p; elle est reduite a np; 
le reste (1 — n)p est reflechi. Ainsi, avant que le changement de B 
eut lieu, la chaleur emise par cette surface etait p, et la chaleur re- 
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flechie etait nulle; apres le changement, la chaleur emise est np, et la 
chaleur reflechie est (i — n )p- Done la chaleur que A reqoit deBdans 
la direction normale est np 4- (1 — n)p ou p. C’est cette quantile 
totale, et non pas seulement np, qu’il faut multiplier, ou par m pour 
eonnaitre la quantite de chaleur absorbee par A, ou par 1—mpour 
eonnaitre la quantite de chaleur que A reflechit. Ainsi la chaleur qui 
penetre A est/n/>; elle equivaut a celle qui est emise par cette meme 
surface; et la chaleur que A reflechit est (i — m)p. Done, apres le 
changement de B, la quantite totale que A renvoie a B dans la direc¬ 
tion normale est mp -t- (1 — m)p. Ainsi elle est egale a p comme elle 
I’etait avant que la surface B fut changee. 

Cette derniere proposition est d’ailleurs une consequence necessaire 
de l’etat qui s’est forme apres le seul changement de la surface A. En 
effet, apres ce premier changement, l’egalite de temperature est main- 
lenue, ce qui est manifeste et ce que reconnait expressement l’auteur 
de I’objection. Ainsi les quantites de chaleur qui tombent sur chaque 
particule des surfaces de l’enceinte et celles qui s’en eloignent 
demeurent precisement les memes que si la surface A n’avait pas ete 
changee : done, apres le changement de A, la surface B reqoit et envoie 
les m&mes quantites de chaleur que si le changement n’avait point eu 
lieu. II arrive seulement qu’a la surface de A la chaleur envoyee 
dans la direction normale n’est plus entierement formee de celle qui 
sort de l’interieur; elle comprend aussi la chaleur reflechie. Mais il 
n’en resulte aucune difference dans la quantite totale de chaleur que 
re^oit B, suivant cette direction normale. Par consequent, on prouvera, 
a 1 ’egard de la surface B, et de la meme maniere, ce qui a ete prouve 
d’abord pour la surface A, e’est-a-dire qu’aucun changement de B ne 
peut troubler r^quilihre. 

Aprfes avoir reconnu que le seul changement de A n’altere en rien la 
distribution de la chaleur rayonnante, il est impossible de ne point 
admettre que la meme consequence s’applique a un second change¬ 
ment, savoir h celui de la surface B; car la chaleur que cette surface B 
avait envoyee avant d’etre changee est parvenue en A, et, ah moment 
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precis oil le changement de B survient, A reqoit la chaleur deja 
envoyee. Supposer le contraire, ce serait concevoir que le nouvel etat 
de la surface B produit sou effet avant d’avoir ete forme. Enfin, si I’on 
veut rendre ces consequences encore plus sensibles, il suflit de eonsi- 
derer la distance des deux surfaces comme extremement grande, et 
telle que la lumiere ou la chaleur emploie un temps tres considerable 
pour se porter de A en B. 

L’exactitude ri^ourcuse de notre demonstration ne peut done etre 
contestee. Elle fait connaitre sans aucun doute quo tout changement 
qui surviendrait dans I’etat d’une ou de plusieurs parties de 1’cnceinte 
ne peut troubler l’egale distribution de la chaleur rayonnante, et que 
la loi de rayonnement est toujours la meme que si les surfaces etaient 
entierement privees de reflexibilite. 

Au reste, nous remarquerons que, dans la demonstration dont il 
s’agit, nous ne disons point, comme on nous l’attribue ( Annales de 
Chimie et de Physique , janvier iBaS, p. /j2), que la surface de A est 
seule changee, que l’etat des autres elements demeurant le memo, I’e- 
galite des temperatures subsiste, et qu’ensuite on change un second 
element, puis un troisieme, etc. Nous avons suppose, au contraire, 
qu’une ou plusieurs parties de ces surfaces subissenl un changement 
quelconque au commencement d’un m£me instant A (Annales de Chimie 
etde Physique, novembre 182/4). On ne peut pas exprimer d’une ma- 
niere plus formelle quo des changements sont simultanes et non suc¬ 
cesses, qu’en disant qu’ils surviennent au commencement d’un memo 
instant determine A. Le nouveau changement qui succedorait au pre¬ 
mier, et dont nous avons parle, est celui qui pourrait affecter comme le 
premier tous les elements de la surface. Mais nous n’insistons point ici 
pour conserver cette forme de notre demonstration, parce qu’clle doit 
s’appliquer egalement au cas oil chacun des elements serait successi- 
vement change. Nous remarquons seulement qu’il ne nous etait point 
necessaire de fairc cette derniere supposition, et que nous ne l’avons 
pas faite. 

Dans le cours de cette discussion, l’auteur ajoute : il en resulteque, 
II. 55 
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si 1’egalite de temperature est conservee, ce ne pourra etre qu’en 
ayant egard a la serie infinie de reflexions qui auront lieu sur les deux 
bases. Si ces expressions signifient que l’equilibre est maintenu par 
les reflexions multiples operees sur l’une et l’autre surface, la proposi¬ 
tion est evidente, et il est facile de determiner par le calcul l’effet de 
ces reflexions; on sait d’avance quel doit etre le resultat. Mais il est 
important de remarquer que, sans recourir aux details de ce calcul, 
on est assure qu’un changement quelconque deTetit des superficies 
ne peut troubler l’equilibre de la chaleur rayonnante : or nous avons 
etabli cette proposition de maniere a exclure tous les doutes, en mon- 
trant qu’il est rigoureusement impossible de produire, ou successive- 
ment ou a la fois, aucun changement dans l’etat des superficies qui 
trouble l’egalite des temperatures. La meme demonstration fait con- 
naitre que cette impossibility provient de ce que la meme cause qui 
diminuerait la chaleur d’emission sous une direction donnee, et la 
reduirait de i a la fraction m, reduirait necessairement, dans le meme 
rapport, le pouvoir d’absorber la chaleur qui arrive selon la direction 
contraire. 

III. 

Pour deduire du calcul les memes consequences, il suffit de deter¬ 
miner la quantite totale de chaleur qu’un element de l’enceinte envoie 
dans une direction donnee, etl’on peut chercher separement la valeur 
du produit de remission directe, et celle du produit d’une, de deux ou 
d’un nombre quelconque de reflexions. Ce calcul se reduita l’application 
des principes que nous avons etablis dans notreMemoirc de 1811, et 
dans divers articles de ce Recueil. Les remarques suivantes ont pour 
objet derappeler quelques-uns deces principes, et d’en montrerl’usage. 

Les questions de l’equilibre ou du mouvement de la chaleur rayon¬ 
nante, considyrees sous le point de vue le plus etendu, se reduisenta 
former l’cxpression analytique de la quantity de chaleur qu’une sur¬ 
face infiniment petite envoie a une autre, soit directement, soit par une 
ou plusieurs reflexions i or cette expression generate esttres simple. 
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Supposons [fig. 5 ('), jointe au Memoire insere dans les Annales de 
Chimieel de Physique, novembre 1824, p. 236-281] qu’un rayon decha- 
leur r envoye par un point 0 tombe dans la direction 0 m { sur une sur¬ 
face infiniment petite (i) n en faisant avec cette surface un angle 9,, et 
designons par a, le pouvoir d’emission ou d’absorption de to, sous 
Tangle 9,; la partie du rayon envoye qui penetre co, est a 1 ’autre 
partie (1 — a,)r est reflechie par co, et tombe sur b, sous Tangle 9, : 
une partie de la chaleur ainsi reflechie penetre co 2 ; elle est exprimee 
par (1 — a,)oc 2 r, a, designant le pouvoir d’emission ou d’absorption 
de to, sous Tangle (p 4 . La partie restante qui est reflechie par co 2 a pour 
expression (1 — a,) (1 — a 2 )r. Elle tombe sur un troisieme element co 3 , 
en faisant avec cet element Tangle 93; elle s’y divise aussi en deux 
parties, dont Tune (1 — a,) (1 — a.,)a 3 r penetre co 3 , et I’autre 
(1 — a,) (r — a 2 )( 1 — a 3 )r est reflechie. Ces reflexions se multiplient 
indefiniment selon la qualitedes surfaces, et Ton en considere l’effet 
jusqu’a ce que le rayon envoye r ne contienne plus qu’unc quantite de 
chaleur entierement insensible. 

Reciproquement, en designant par r la quantite de chaleur que Te- 
lement w, enverrait au point 0 , si le pouvoir emissif de co, etait com- 
plet, et a, etant la mesure du pouvoir emissif actuel de co, sous Tangle 
9,, a 2 r exprime la quantite de chaleur qui sort de co, et arrive au 
pointO; a 2 (i — a,)r est la quantite de chaleur qui, etant sortie deco 2 , 
tombe sur co, et est reflechie par cet element, sous de telles directions 
qu’elle parvient au point 0 . 

Dans tous les cas, pour former l'expression de la quantite de chaleur 
qui sort d’ un element co y - sous de telles directions quelle peut arriver au 
point 0 apres avoir ete divisee et reflechie successivement par son inci¬ 
dence sur un nombre quelconque d’elements intermediaires co 4 , co.,, co 2 , 
co,, il faul multiplier la valeur r du rayon total par a y -, mesure du pou¬ 
voir dmissif de c Oj sous l’angle ©y, et par tous les coefficients 1 — a, , 1 — a 2 , 
j — a,, 1 — a,, quimesurent, sous les incidences respeclives 9,, 9.,, © 3 , 9,, 
le pouvoir refecteur des elements intermddiaires. 


t 1 ) Voir la page 409 do co Volume. 


G. D. 
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ferentes directions des quantites de chaleur proportionnelles aux sinus 
des angles formes par ces directions avec la surface co. Ce rayonne¬ 
ment se compose, comme nous l’avons dit, de la clialeur sortie de M 
a travers co et de la chaleur reflechie par co. La loi serait encore la 
meme si toute la chaleur envoyee sortait du corps M- 
Si Ie corps apporte dans l’espace n’a point la temperature (3 de l’en- 
ceinte, la distribution de la chaleur rayonnante, ou emise ou reflechie 
a la surface de M, peut suivre une loi tres differente. Ni les observa¬ 
tions ni la tbeorie n’autorisent a supposer que, dans ce cas, la loi 
d’emission a la superficie de M est la meme que si la reflexibilite de 
cette surface etait nulle. Mais on peut affirmer que, lorsque le corps M 
aura acquis la temperature commune, quel que soit d’ailleurs l’etat de 
sa surface, la loi du rayonnement total sera celle qui aurait lieu si la 
reflexibilite de cette surface etait nulle. Pour determiner par le calcul 
les quantites de chaleur qui sortent de M a travers co pendant que le 
corps M se refroidit ou s’echauffe, on ne peut point supposer que la 
fraction qui mesure le pouvoir d’emission est la meme pour tous les 
angles. Ainsi l’expression differentielle mpat cos u, rapportee dans le 
premier -Memoire de M. Poisson (Annales de Chimie et de Physique, 
juillet 1824, p. 236 ), ne doit pas etre integree comme si la valeur dem 
etait constante. Les consequences que l’on deduit de cette integration, 
page 237, ne sont certaines que si Ton suppose la reflexibilite nulle, 
ou toutes les temperatures egales. Les remarques que nous avons 
faites dans Particle XIII du Resume theorique ont eu pour objet d’in- 
sister sur cette distinction entre la loi du rayonnement pendant la 
duree de l’etat variable du corps M et celle qui s’etablit lorsqu’il a 
regu la temperature finale. C’est pour cela que, dans tous les ecrits 
que nous avons publies depuis 1808 concernant la chaleur rayon¬ 
nante, nous n’avons jamais omis de rapporter la loi dont il s’agit au 
cas de Pequilibre, et non a l’etat variable qui le precede. Nous pensons 
que ce point est pleinement eclairci aujourd’hui, et que notre opinion 
est maintenant admise par Pauteur du Memoire cite. 
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VI. 

Lcs remarques precedentes, appliquees au cas de l’equilibre, mon- 
trent distinctcmont pour quelle raison l’egalite des temperatures ne 
peut etre troublee par le changement de l’etat des surfaces. En effet, 
lorsquc la reflexibilite de la surface de l’enceinte etait nulle et que les 
points avaient une meme temperature, chaque element co de cette 
surface rcccvait d un autre element quelconque to, une quantite de 
dial cur R preciscmcnt egale a celle qu’il lui envoyait, en sorte que 
l’equilibre subsistait d’elcmcnta element. Si maintenant les surfaces 
o>,, co,, to ;1 , ... acquierent a un certain degre la faculte de reflechir les 
rayons incidents, la quantite de chalcur R sortie de co sera divisee par 
son incidence sur co,. Une portion deR sera absorbec parco 1( etl’autre 
portion, etant reflechie, tombera sur co,. Elle s’y divisera de nouveau 
en deux parties, clont une seulement penetre co,, et 1’autre se dirige 
vers co 3 : ainsi la chalcur R sortie de co comprend des portions diffe- 
rentes dont la premiere est absorbec par co,, la seconde par co,, la 
troisieme par co 3 , ainsi de suite. Or la chaleur sortie d’un element 
quelconque coj, et qui par voic do reflexions parvient a co oil elle est 
absorbec, est cxactement la memo que celle qui, sortie de co et arri- 
vant apres plusieurs reflexions a la surface de co^, est absorbee par ce 
dernier element. Done l’equilibrc do la chaleur subsiste encore d’ele- 
ment a element. Chaque particulc co de la surface de l’enceinte donne 
a une autre co y - soit immediatement, soit par un nombre quelconque de 
reflexions, une quantite de sa chaleur propre exactement egale a celle 
que coy lui communique suivant les directions contraires. C’est la con¬ 
dition universclle de l’cquilibre de la chaleur rayonnante; elle ne 
depend point de l’6tat de la superficie. 

VII. 


J’ai indique, article XVI du Resume theorique, un point de vue tres 
simple qui fait connaitre immediatement et sans calcul les effets par- 
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tiels des reflexions successives. Voici la demonstration que cette 
remarque fournit : on se servira de la meme construction {fig. 5 , 
p. 409) en designant par m { ,m 2 , m 3 ,m,, des surfaces infiniment petites. 

Si la reflexibilite de toutes les parties de l’enceinte est supposee 
nulle, et que toutes les temperatures soient les memes, le point 0 
(Jig. 5) regoit de l’element m t , dans les directions telles que m,0, 
une quantite de chaleur p exactement egale a celle que ce point envoie 
dans les directions contraires telles que 0 m { . Chaque ligne telle que 
m { m 2 faisant avec la surface 09 le meme angle 9, que la ligne corres- 
pondante to, 0, l’element/n, envoie, dans les directions alternes telles 
que m,m 2 , une quantite de chaleur egale a p, et regoit la meme quan¬ 
tite p dans les directions m 2 m l : m 2 envoie aussi, dans les directions 
contraires alternes m 2 m 3 , une quantite de chaleur equivalente a p, et 
regoit de m 3 la meme quantite p dans les directions contraires. II en 
est de meme de tous les autres elements. 

Si l’on change maintenant l’etat de la seule surface co ( , en sorte que 
la quantite p envoyee par m, au point 0 soit reduite a a, p, la chaleur p 
envoyee par m 2 a m, sera divisee a son incidence sur m t , et en partie 
reflechie vers le point 0 . La quantite reflechie dans cette direction m { o 
sera(i —a,)p. Elle s’ajoutera a la chaleur emise o^p, en sorte que le 
point 0 recevra de m { , comme auparavant, une quantite totale de cha¬ 
leur egale a p. 

Si, de plus, l’etatde la surface vient a etre change, on voit, par 
ce qui precede, que la quantite totale de chaleur envoyee par m. 2 a m K 
sera la meme qu’auparavant, c’est-a-dire egale a p, parce que la cha¬ 
leur envoyee par m 2 , et dont une partie est reflechie par m 2 , compense 
celle que m 2 cesse d’envoyer directement a m t : done, 1’effet produit 
par m. 2 etant le meme que si la surface co 2 n’avait pas ete changee, 
1’effet de m { sur le point 0 sera encore, d’apres ce qui precede, equiva¬ 
lent a p. En general, si un dernier element m.j conserve son pouvoir 
Amissif total, etsiles elements qui le precedent m /( , m 3 , m. 2 , rn { sont, 
changes d’une maniere quelconque, Taction de mj sur l’element pre¬ 
cedent m h completera toujours la chaleur que m, envoie a l’element m 3 



DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 441 

cjui le precede, et il en sera de meme de tous les elements anterieurs 
jusqu a jyi |, cn sorte que m, enverra en 0 une quantite totale de cha- 
leur egale a p, comme elle 1’etait lorsque’ les surfaces avaient un pou- 
voir emissif complet. 

Dans cet ctat des surfaces intermediaires, chacun des elements m { , 
to 2 , rn 3 , m k concourt a former une somme de rayons de chaleur qui, 
etant sortie do ces elements, arrive en 0, et qui est un peu moindre 
que p, puisque o est 1 effet de rnj qui, ajoute a cette somme, la com¬ 
plete et donne la valeur totale p. II est tres facile maintenant de se 
former une juste idee de la somme de ces rayons sortis des elements 
intermediaires m A , m 3 , m, sous de telles directions qu’ils arrivent 
au point 0. Cette somme differe do p d’une quantite precisement egale 
a la chaleur que l’element rnj, jouissant d’un pouvoir emissif total, 
peut envoyer par des reflexions successives au point 0 . Plus le rang 
de ce dernier element m y - est eloigne, moins la chaleur sortie de cet 
element et soumisc a toules les reflexions intermediaires conserve 
d’inlensite en arrivant au point 0 .11 suit de la que, si Ton considere un 
nombre immense de reflexions, la somme de toutes les quantites de 
chaleur envoyecs par les elements intermediaires m,,, m.,, m,, m { ne 
differe de p que d’une quantite insensible. Pour que cette difference 
flit appreciable, il faudrait supposer qu’un rayon, apres avoir subi un 
nombre immense de reflexions, conserve une valeur sensible, ce qui 
parait entierement contrairc a la nature des corps. On peut meme en 
conclurc qu’il suffit d’un nombre assez borne de ces reflexions pour 
que la somme des rayons envoyes par les elements intermediaires dif- 
ffere peu de la valeur complbte. 

Toutefois, si Ton voulait considercr le cas purement mathematique 
oh le pouvoir d’absorption scrait nul, il est certain que la somme 
des produits des reflexions successives n’equivaudrait pas au rayon 
total p. Mais on a vu que, memo dans cette hypothese, le theoreme ge¬ 
neral que nous avons enonce (I)ne souffre aucune exception.(Art. XVII 
du Resume theorique, p. 4 1 7 *) 


II. 


56 
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VIII. 

Si, clans un espace que termine une enceinte entretenue dans tous 
ses points a une temperature constante 8 , on apporte un corps M dont 
la temperature est aussi egale a 8 , chaque element o> de la superficie 
de ce corps reQoit de l’enceinte, dans une direction qui fait avec co un 
angle quelconque cp, une quantite de chaleur entierement independante 
du lieu oil le corps est place. Cette quantite ne depend que de Tangle®; 
clle est toujours proportionnelle a co sin®, et elle est la meme que si le 
pouvoir emissif de la surface de l’enc-einte etait nul. Aucun changement 
de Tetat superficiel de Tenceinte ou du corps M ne trouble cette dis¬ 
position, pourvu que les temperatures soient conservecs. Mais il ne 
s’ensuit pas que la disposition dont il s’agit subsiste, si le corps ap¬ 
porte dans Tespace circonscrit a une temperature moindre ou plus 
grande que 8 . En faisant usage des principes que Ton vient de rappeler, 
il est tres facile de distinguer les cas ou la situation du corps M peut 
ou non influer sur la quantite de chaleur qu’il reqoit. 

i° Si Ton place un corps M, d’une figure quelconque, et dont la tem¬ 
perature est zero, dans Tespace que termine une surface concave en 
toutes ses parties, dont la reflexibilite est nulle, etdont tous les points 
ont la meme temperature 8 , Taction de cette enceinte sur le corps M, 
quels que puissent etre la figure de ce corps et Tetat de ses surfaces, 
sera independante du lieu ou on le place et de la forme de Tenceinte. 
Il s’echaulfera toujours ou se refroidira de la meme maniere. 

a 0 Ccla aura lieu encore si la surface du corps est convexe dans toutes 
ses parties, quelle que puisse etre la figure de Tenceinte. 

Il n’en sera pas de meme si Ton ne satisfait pas a Tune des deux 
conditions relatives a. la forme convexe du corps, ou a la forme concave 
de Tenceinte. Dans ce cas, TefFet produit peut dependre beaucoup de 
la situation du corps, quoique le pouvoir rayonnant de Tenceinte soit 
suppose total en chaque point. 

■ 3 ° Si la reflexibilite des surfaces de Tenceinte n’est pas nulle, et, a 
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plus forte raison, si elle n’est pas la meme dans tous les points, la po¬ 
sition de M peut influer beaucoup sur le progres etle mode de l’echauf- 
fement ou du refroidissement. Cela provient de ce que le corps M, dont 
la temperature n’est pas la meme que celle de l’enceinte, intercepte 
une partie des rayons reflechis. Cette relation entre le lieu du corps 
froid interpose etl’effet d’unc enceinte qui reflechit la chaleur n’a rien 
de paradoxal; elle est unc consequence assez evidente de la theorie : 
c’est la proposition contraire qui serait un paradoxe. 

IX. 

Si Ton reunit aux propositions rapportees dans les articles III, IV 
etVII du present Memoire la remarque qui estl’objetde 1 ’articleXVII 
du Resume theorique, on connaitra clairement en quoi consiste l’etfct 
des reflexions multiples. Nous ne rappellerons point ici les conse¬ 
quences que nous avons demontrecs; nous ajoutcrons sculement, au 
sujet de la derniere remarque, que la demonstration rapportee dans 
l’article XVI du Resume est necessairc pour expliquer la conservation 
de l’equilibro lorsqu’il survient un changcment dans l’etat. des sur¬ 
faces. II ne suffirait pas do prouver que la somme des quantites de 
chaleur qui sortent des elements co ( , co„, co 3 , ... a l’infini, ct qui par- 
viennent apres diverscs reflexions au point 0, equivaut au rayon total r. 
En effet, les distances des elements to,, co 2 , to,, ... qui s’envoient la 
chaleur pouvant etre extremcment grandes, on trouverait qu’en sup- 
posant lequilibre deja forme dans une enceinte entretenue a une tem¬ 
perature uniforme, ct dont la reflexibilite est nulle, cette egalite des 
temperatures serait d’abord interrompue si l’etat superficiel de 1’en- 
ceinte etait subitement change, etsi Ton n’avait egard qu’a la chaleur 
propre qui continue d’etre emise. II s’ecoulerait un temps conside¬ 
rable avant que 1’equilibre put etre retabli scnsiblement par les seuls 
rayons qui continuent de sortir des elements to,, co 2 , co 3 , ... a l’infini. 

La distribution de la chaleur serait d’abord troublee. Or, il est cer¬ 
tain qu’aucun changemcnt de l’etat des surfaces ne peut produire un 
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tel effet. Quel que soit le nouvel etat de l’en.ceinte, l’equilibre ne 
subit aucune alteration, meme momentanee, comme le pvouvc notre 
premiere demonstration. Done, pour expliquer entierement la conser¬ 
vation de l’egalite des temperatures apres un changement quelconque 
de l’etat des surfaces, il ne suffirait pas de faire entrer dans lc calcul 
les quantites de chaleur qui sortent des elements apres lour change¬ 
ment d’etat : il est indispensable de tenir compte de la chaleur deja 
emise, sortie des elements avant que leur etat fut change, Notre 
demonstration comprend implicitement l’un et l’autrc effet; elle a 
toute l’etendue de la question a laquelle nous l’avons appliquee. 

Lorsqu’on examine tr'es attentivement cette question, on voit que la 
proposition principale est celle qui exprime qu’un changement quel¬ 
conque de la superficie de 1’enceinte ne cause aucune interruption, 
meme momentanee, dans l’egalite des temperatures; car il est tres t 
facile d’en conclure que le produit des reflexions multiplies a l’infini 
equivaut au rayon total: il suffit de considerer que, d’apres la nature 
connue des corps, la chaleur emise repandue dans l’espace disparait 
graduellement par I’effet des reflexions suecessives. Mais de cela seul 
que la somme des produits des reflexions en nombre infini equivaut 
au rayon total, on ne pourrait point conclure que l’egalite des tempe¬ 
ratures n’est pas interrompue par le changement d’etat de la surface. 

X. 

J’ai remarque, dans un Memoire precedent, qu’on ne peut admettre 
la construction dont M. Poisson s’est servi en calculant l’effet des re¬ 
flexions multiples. Les elements d’une surface courbe peuvent sans 
doute etre regardes comme des surfaces planes infiniment petites, et 
j’ai souvent fait usage de cette consideration dans l’examcn des effets 
de la chaleur directe ou reflechie; mais il est necessaire d’avoir egard 
a L’incfinaison mutuelle des plans. La construction dont il s’agit ne 
represente done point, dans les surfaces courbes, le mouvement de la 
chaleur rdflechie. Je ne puis m’empecher de regarder cette conclusion 



DE LA CHALEUR RAYONNANTE. 44S 

comme evidente, ct les explications donnees par l’auteur ne resolvent 
point la difficulte. II suffira de citer l’exemple suivant: supposons quo 
le point 0 soit place au centre d’un cercle {fig- 1) dont la circonference 
est entretenue dans to us ses points a la meme temperature, et que l’on 
veuille connaitre la quantite de chaleur que ce point 0 regoit d’un ele¬ 
ment aa, soit dircctement, soit par une suite indefmie de reflexions; 
il est manifeste que toute la chaleur ainsi envoyee au point 0 provient 
del’elcment a a et de l’element a'a' diametralement oppose. Or, sui¬ 
vant la construction qui a etc l’objet de notre remarque, il faudrait 
designer a l’extericur de l’enceinte un point O' aussi eloigne de la 


Fig. 1. 



ligne aa que l’cstlc point 0, ct mcner par 0' deux droites O'a, O'a jus- 
qu’a la rencontre de la circonference aux points ( 3 , ( 3 . On marquerait 
ensuitcun second point exterieur 0" aussi distant de la ligne ( 3(3 que le 
point O', puis on mdnerait, par le point 0 " et par les points ( 3 , ( 3 , deux 
droites jusqu’a la rencontre dela circonference aux points y, y, ainsi de 
suite a I’infini. On conclurait done que la chaleur envoyee par des re¬ 
flexions successives, ct qui passe de 1’arc aa au point 0, provient des 
parties de Penccintc ( 3 ( 3 , yy, 8S, .... Or il est manifeste que les arcs 
a'a', aa sont les seules parties de l’enceinte qui communiquent cette 
chaleur reflechic par aa, ou, ce qui est la meme chose, qui la rece- 
vraient si elle partait du point 0 . Done la construction comprend des 
arcs de plus en plus grands ( 3 ( 3 , yy, SS, ..., dont la plus grande partie 
n’appartient point a la question. On ne resout point cette difficulte en 
disant que la temperature du point 0 est suffisamment determinee par 
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les rayons qui passent a une distance infiniment petite de ce point, et 
qu’il n’estpas necessairo que ces rayons reflechis passent mathemati- 
quement par Ie point 0 . Sans nous arreter aux autres consequences de 
cette explication, nous dirons que les rayons envoyes par les arcs ( 3 ( 3 , 

yy, So, __ selon les directions que la construction determine, s’e- 

cartent de plus en plus du point 0, et ne restent point, comme on le 
suppose, a des distances infiniment petites. Les arcs aa, ( 3 ( 3 , yy, ... 
croissent comme les nombres i, 3 , 5 , ..., et le pouvoir d’emission 
pouvant etre fort different pour les differentes parties de l’enceinte, 
on voit que l’effet general exprime par cette construction differe extre- 
mement de celui que l’on trouverait en suivant un procede exact. II 
estmanifeste que la reflexibilite plus ou moins parfaite des parties de 
Fenceinte differentes de aa, a'a' n’influe aucunement sur la quantite 
de chaleur qui est rellechie par aa au point 0. 

Dans le dernier Memoire publie par le memo auteur ( Annales de 
Chimie et de Physique, janvier 1825), on emploie (p. 48 ) une construc¬ 
tion differente de celle qui est le sujet de cet Article. On attribue la 
forme cylindrique au rayon qui, tombant sur m,, est successivement 
reflechi par m { , m 2 ,m 2 , ... a Finfini [fig- 5 (')]. Designant par a, ( 3 , y, 
S, ... les Elements de la partie de Fenceinte que ce filet intercepte, et 
par i, i', i", ... les angles que les normales m K n K , m 2 n.,, m 2 n 2 , ... font 
avec les droites m, 0 , m 2 m K , m 3 m 2 , ..., l’auteur donne les equations 
a cost = (3 cost' = y cosi", ... pour determiner les rapports des ele¬ 
ments ( 3 , y, ... avec le premier a. Nous dirons, a ce sujet, que ces 
equations n’existent pas, et que les rapports •••> c’est-a-dire les 

dernieres raisons des elements de l’enceinte interceptes par les rayons 
reflechis, ne sont point en general les rapports inverses des cosinus. 

Quoique les parties infiniment petites des surfaces courbcs puissent 
etre regard6es comme planes, il ne s’ensuit nullement que les mouve- 
ments de la chaleur ou de la lumiere reflechie puissent etre ainsi 
representes. Le rayon reflechi ne conserve la forme cylindrique que 


(*) Voir page 409 de ce Volume. 
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dans un cas tres particulier. Les rapports des elements de l’enceinte 
oil ces reflexions s’operent, et que le filet circonscrit, dependent de la 
nature des surfaces; c’est une consequence necessaire des principes 
de l’Analyse differentielle. 

XI. 

On voit, par tous les resultats de la discussion preccdente, qu’elle 
ne porte point, sur la verite des principes et des propositions qui 
ferment notre theorie de la chaleur rayonnante. Aucun geometre n’a 
conteste la verite de ces propositions. Seulement le celebre auteur des 
Memoires auxquels nous avons repondurcgarde comme non applicable 
a tous les cas la demonstration que nous avons donnee d’un de ces 
theoremes : savoir que, lc pouvoir d’emettre la chaleur sous une direc¬ 
tion determineo etant egal au pouvoir de l’absorber sous la meme 
direction, il s’ensuit que la distribution de la chaleur rayonnante dans 
une enceinte fermee qui conserve une temperature uniferme ne pour- 
rait etre troublee par des changements quelconques de l’etat des 
surfaces de 1 ’enccinte. L’autcur {Annales de Chimie et de Physique, 
juillet 1824, p. 22.5 et suiv.) reconnait que requilibre des tempera¬ 
tures a lieu, en oflet, quelle que soit la nature des surfaces. II juge 
cette proposition vraie et importante (p. 234 ); mais il en presente 
une autre demonstration fondee sur le calcul de reflet total des re¬ 
flexions multipliees a l’infini. Apres avoir remarqueque j’ai prouve la 
distribution homogene de la chaleur pour le cas ou la faculte rayon¬ 
nante est la meme dans toute l’etendue de 1 ’enceinte, il ajoute seule¬ 
ment : Mais je nai pas connaissance que Von ait jusquici demontre la 
mime proposition, en ay ant egard d la fois a la chaleur emise et a la 
chaleur refldchie. Le sens de ces expressions est que l’autour connais- 
sait depuis tres longtemps la proposition generafe dont il s’agit, et la 
demonstration que j’en avais donnee; qu’il avait admis cette demon¬ 
stration, mais qu’aujourd’hui il ne la croitplus suffisante ( Annales de 
Chimie et de Physique, janvier 1 825 , p. 4 i)- Jc ne pouvais done me dis¬ 
penser de rappelcr, dans ma reponse au Memoire cite, quej’avaisle 
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premier enonce et prouve ce theoreme dans plusieurs Ouvrages rendus 
publicsdepuis iBii. Apres les eclaircissements que renferme le pre¬ 
sent ecrit, je ne doute point que l’auteur du Memoire ne reconnaisse 
l’exactitude rigoureuse de la premiere demonstration. On ne peut point 
soutenir une objection qui consiste a supposer que lc changement 
survenu dans l’etat d’une surface diminue la chaleur qu’elle avait en- 
voyee avant d’etre changee. 

La discussion qui s’est etablie dans ce Recueil au sujet de la cha¬ 
leur rayonnante aura ete utile h cette nouvelle theorie, en donnant 
lieu d’exposer avec plus de detail qu’on ne l’avait fait jusqu’ici les prin- 
cipes et leurs consequences importantes. Cette theorie est en elle- 
meme beaucoup plus simple que celle du mouvement dc la chaleur 
dans les solides, et ne suppose que les notions communes du Calcul 
integral; mais l’examen des principes demande une extreme attention. 
En publiant prochainement, sous le titre de Theorie physique de la 
chaleur, les applications principales de la Theorie analytique, je pre- 
senterai de nouveau les propositions relatives a la chaleur rayonnante, 
en me restreignant toutefois entre de justes bornes; car une explica¬ 
tion trop etendue peut devenir plus obscure qu’une demonstration 
trfes precise, J’ai compris dans ce second Ouvrage, outre la theorie de 
la chaleur rayonnante et diverses applications, la question generate 
des temperatures terrestres, et la demonstration des equations diffe- 
rentielles du mouvement de la chaleur dans les liquides. 

Pour faciliter la lecture du present Memoire, je le termine comme le 
precedent par une indication sommaire de l’objet de chaque article. 

I. Origine et objet de la discussion. 

II. Examende la demonstration d’unthdoreme principal. On conclut rigou- 
reusement du seul principe de l’dgalite d’absorption et du pouvoir d’Emission 
qu’aucun changement de l’dtat des surfaces d’une enceinte ou l’dquilibre des 
temperatures s’est formd ne peut troubler cet equilibre. L’objection qui avait 
6te proposde contre cette demonstration est denuee de fondemenl. 

HI. Lemme dont on ddduit l’expression gendrale de la quantity de chaleur 
qu’une surface infiniment petite envoie k une autre, soit directement, soit par 
un nombre quelconque de reflexions. 
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IV. Cette expression suffit pour r6duire a une question de calcul toute 
recherche qui a pour objet de determiner les effets de la chaleur directe ou 
r6116chic. 

V. La loi du rayonnemcnl, qui consiste en ce que les quantity lotales de 
chaleur envoyecs sont proportionnelles aux sinus des inclinaisons, quel que 
so it Total des surfaces, sc rapporte au cas de 1’equilibre. 

VI. Lorsque toutes les temperatures sont egales, l’equilibre subsiste d’ele- 
mcnl h dtemcnt, quel que soil Fetal des surfaces; e’est-a-dire que chaque 
el6ment recoit d’un autre, soil directement, soit par une ou plusieurs re¬ 
flexions, autant de chaleur qu’il lui en communique. 

VII. On prouve d’une mani&re tres simple qu’un element recoit, dans une 
direction donnee, des quantity partielles de chaleur, ou directes ou refle- 
chios, dent la somme approche de plus en plus et indefiniment d’etre egale a 
colic qu’il recevrait si le pouvoir d’emission etait total. 

VIII- Examen des cas ou le progres de l’6chauffement ou du refroidisse- 
ment (Fun corps depend du lieu qu’il occupe dans Tenceinte uniformement 
dchauffee. 

IX. La proposition enoncee dans Tarlicle VII ne suflirait point pour de¬ 
mon! rer quo le changemcnt d’dtat des surfaces ne trouble point l’equilibre. 
On conolurait (pie cet 6([uilibre est interrompu, et ne se retablit que par de- 
gr6s, si Ton n’avait point egard a la chaleur emise, sortie des elements de la 
surface avant leur changemcnt d’6tat. 

X. Remarqucs sur lc-mouvement de la chaleur dans une enceinte concave. 
Exemplc tirfi du cercle. 

XL Conclusion. 


II. 


5 7 




REEHEUCHES EXPERIMENTALES 

SUH LA 

PACULTE CONMJCTRICE DES CORPS MINCES 

SOUMIS A l/ACTION Dli LA CIIALEUR 


nr 


DESCRIPTION D’UN NOUVEAU THERMOMETRE DE CONTACT. 




RECHERCHES EXPERIMENTALES 

SUR LA 

FACULTlS CONDUCTRICE DES CORPS MINCES 

SOUMIS A l’aOTION DE LA CHALEUR 

ET 

DESCRIPTION D’UN NOUVEAU THERMOMETRE DE CONTACT. 


A/males de Ckimie et de Physique, Tome XXXVII, p. 291; 1828. 


La Note que je presen to a l’Academie (') a pour objet de rapporter 
quclqucs resullats d’cxpericnccs reccmment faites avcc un nouveau 
thermometro do contact. Get instrument indique la facilite plus ou 
moins grande avec laquellc la chaleur traverse dcs feuillos ou lames 
minces de difierentes maliercs; il sort ainsi a ranger par ordre de con- 
ducibilite les cnveloppes qui s’opposcnt a la libre transmission de la 
chaleur. 

Si des corps do difierentes natures demeurent pendant un tres long 
temps dans un memo lieu, et si la temperature de l’enceinte qui ter- 
mine cot espacc a acquis ct conserve une valeur constante, tous ces 
corps prendront la temperature fixe et commune de l’enceinte. Un 
thermometre applique sur les surfaces les plus diverses, par exemple 
sur dcs plaques metalliques, des tissus de laine, de coton, de lin, sur 
le feutre ou d’autres matieres, marquera toujours le meme degre; mais 
si l’on vient a toucher ces substances, la main ressentira des impres- 


(i) Institut do Franco, s6anco du 17 mars 18^8. 
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sions calorifiques tres differentes : certaines surfaces, comme celles 
des metaux ou du marbre, paraitront au contact beaucoup plus froides 
que d’autres, quoiqu’elles aient toutes une meme temperature. 

La raison physique de ce fait est generalement connue. II est evi¬ 
dent que la main de l’observateur etantplus echauffee que les surfaces 
mises en contact laisse echapper promptement une partie de sa cha- 
leur propre, qui se communique aux masses environnantes. Or les 
diverses matieres jouissent tres inegalement de la faculte de recevoir 
et de transmettre la chaleur qu’elles contenaient : c’est cette faculte 
conductrice que je me suis propose d’observer et de mesurer. Le seul 
usage de nos sens suffit pour distinguer ces qualites specifiques; niais 
l’art peut les rendre beaucoup plus sensibles, et, ce qui est important, 
il nous en donne la mesure exacte. 

En observant la duree du refroidissement des liquides dans des 
vases revetus des differentes enveloppes, quelques physiciens, et prin- 
cipalement M. Leslie, d’Edimbourg, et le comte de Rumford, avaient 
fait remarquer l’influence de l’etat de la surface sur le rayonnement et 
sur la deperdition de la chaleur. La theorie mathematique offre divers 
autres moyens de mesurer la permeabilite des corps. II suffit, comme 
je l’ai demontre, d’observer avec beaucoup de precision le mouvement 
variable de la chaleur dans des vases qui different par la matiere et 
l’epaisseur, ou de determiner l’etat invariable qui se forme apres un 
certain temps. Ce genre d’observations fournira un jour des Tables pre- 
cieuses pour indiquer les proprietes calorifiques de tous les corps. 
L’usage du nouveau thermometre de contact a un but plus restreint. 
II doit preceder et fac.iliter ces recherches theoriques en donnant la 
connaissance approchee d’un tres grand nombre de resultats. Cet in¬ 
strument peut recevoir deux formes differentes. Je viens d’eprouver 
l’une et l’autre, et il m’a paru utile de publier quelques-unes de ces 
observations. 

J’avais d’abord fait construire, il y a quelques annees, l’instrument 
extremement simple que je vais decrire. Il consiste en un vase conique 
de fer tres mince, rempli de mercure, et termine, a sa base circulaire 



SUR LA FACULTE CONDUCTRICE DES CORPS MINCES. 455 

inferieure, par une peau (l’uae epaisseur mediocre. Un thermometre 
dont la boule est plongee dans le mercure indique a chaque instant la 
temperature de la masse liquide; la fig. i montre les differentes par- 

Fig. i. 



ties de l’instrument; AA est le vase conique rempli de mcrcure; bbb la 
surface flexible qui retient le liquide; cc le thermometre interieur, qui 
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plonge dans le mercure; D le support maintenu a une temperature 
fixe, par exemple celle de la chambre ou Ton opere. On echauffe 
d’abord, et separement, le vase conique A jusqu’a une temperature 
determinee, celle de 4o°; ensuite, ayant mis sur le support la plaque 
mince ou la feuille dont on veut mesurer la conducibilite, on pose au- 
dessus de cette plaque le vase conique de mercure; puis on observe 
avec soin le refroidissement progressif, en marquant les temps ecoules 
ct les temperatures correspondantes. 

Laloi du refroidissement est donnee par une equation differentielle; 
l’expression finie de cette loi renferme la temperature fixe du support, 
celle de l’air environnant et une exponentielle qui depend de la faculte 
conductrice des matieres que la chaleur traverse. On peut done de- 
duire la mesure de cette faculte de celle des temperatures observees 
pour differentes valeurs du temps. On obtient comme il suitl’expres- 
sion du mouvement de la*chaleur. Nous designons par H la quantite 
de chaleur qui, pendant l’unite du temps, passerait de la surface du 
vase conique dans l’air si, l’etendue de cette surface etant i, la diffe¬ 
rence de la temperature de l’air a la temperature fixe de la surface 
etaiti. Ainsi, a etant la temperature actuelle du vase conique echauffe, 
s l’etendue de la surface, et dt l’element du temps ecoule, on aura 
H($a — m)dl pour la quantite de chaleur qui, pendant l’instant dt, 
passe de la surface du vase dans l’air, dont m represente la tempera¬ 
ture fixe. On mesure les quantites de chaleur en exprimantcombien de 
fois elles contiennent une certaine quantite prise pour unite; H repre¬ 
sente un certain nombre de ces unites. 

On designe par h la quantite de chaleur qui, pendant l’unite de 
temps, traverserait l’unite de surface et passerait de la masse conique 
echauffee A dans le support D si la difference entre la temperature de A 
et celle du support etait i (ioo degres centigrades). Ainsi hb(a. — n)dt 
est la quantite de chaleur qui passe du vase dans le support, dont la 
temperature fixe est representee par n, b etant l’etendue de la surface 
en contaet avec le support; done EU(a — m) dt -+- hb(a — n)dt ex¬ 
prime la chaleur que le vase perd pendant l’instant dt. Si maintenant 
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on represente par c la chaleur qui, etant ajoutee a celle qui contient la 
masse A, supposee a la temperature o, porterait cette masse de la tem¬ 
perature o a la temperature i, ou aura l’equation differentielle 

(') dx——^ [H.s(a — m)dt+ hb(a — n) dt], 


pour exprimer le mouvement variable de la chaleur. On integre facile- 
rnenl cette equation en ecrivant 

(:?) x — P Q e ; 

car, en substituant cette valeur de a dans I’equation (i), on verifie 
l’equation, et 1 ’on a seulement la condition 

n H.?/n -H hbn 

1 ~ imwiTT' 


Designons maintenanl par a n , a 0 , a 2 o trois temperatures conseeutives, 
<[ue I’on observe respectivement a la fin de trois intervalles du temps 
dont chacun est cgal a 0 , et designons par p 1 c coefficient exponentiel 

/»/>_+■ ILv 
c ’ 


quo I’on regarde coniine inconnu; on en conclura la valour de p deduite 
des trois temperatures observees; car on a 


done 


et 


ou 


«o P -+• Q. 

«0 - p + Qe-po, 
a, 0 == P + Qe- 2 P°; 

-• «o — Q(i — « _p6 )» 
ao-- scj0— Qe~P°(i — e~P°) 


«o-«Q 

ae — a 2 o 


p =r ‘ [Iog(a 0 —«o) -- log(« 0 — 


II. 
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II s’ensuit que Ton connaitra la valeur de p ou 

hb Hi 

c c 

par la-regle suivante : il faut observer les trois temperatures a 0 , ae, 
a 2 e, prendre les logarithmes hyperboliques de a 0 — ao et ao — ot 2 e» et 
diviser la difference de ces logarithmes par l’intervalle 0. 

Lorsque, apres avoir eprouve une certaine matiere interposee, ala- 
quelle convient le coefficient A, on eprouvera, avec le meme instru¬ 
ment, une matiere differente, a laquelle repond un autre coefficient A', 
et que l’on veut comparer a la premiere, on determine par la regie qui 
vient d’etre enoncee, et en employant seulement les logarithmes tabu¬ 
lates, des quantites proportionnelles aux coefficients inconnus 

Jib Hi 

c c 

Les quantites H, s, b, c sont communes, et les deux resultats ne diffe- 
reront que par les coefficients h et h'. Done, si Ton eprouve successive- 
ment plusieurs matieres differenles que Ton veut comparer sous le rap¬ 
port de la conducibilite, et si, au moyen de la regie precedente, on cal- 
cule les nombres respectifs que fournissent les observations donnees 
par un meme instrument, on connaitra, non les valeurs absolues des 
coefficients A, b !, h". A'", mais des nombres successifs dont les 
accroissements sont proportionnels aux accroissements des valeurs A, 

h!, A", A'".Ainsi les differentes matieres seraient rangees, par ce 

proced6, selon 1’ordre des conducibilites qui leur sont propres, ce qui 
estl’objet direct de la recherche, et, si les matieres que I’on compare on t 
des conducibilites croissantes par degres egaux, les nombres donnes 
par l’observation croitront aussi par degres egaux. II suffira done de 
choisir, dans un tres grand nombre d’observations, les resultats equi- 
distants pour etre assure que les conducibilites des matieres aux- 
quelles ces nombres repondent croissent aussi selon la meme loi. II 
faut remarquer que le coefficient A n’exprime pas la quantite de cha- 
leur que traverse la plaque mince ou enveloppe interposee : il com- 
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prend aussi la quantite de chaleur qui traverse la surface flexible 
placee au-dessous du mercure du vase conique. Cette addition d’une 
quantite a toutes les valeurs que Ton veut comparer ne change rien 
aux consequences que 1 ’on vient d’enoncer. Ainsi les accroissements 
des nombres donnes par la regie logarithmique seront constamment 
proportionncls aux accroissements des coefficients cherches. 

Considerons maintenant le cas oil la temperature du support serait 
la me me que la temperature de Fair, ce qui rendrait les procedes plus 
simples ct en faciliterait Papplication. Si, dans la valeur precedente 
de P, on fait m = n, on trouve P = m. II est evident que, dans ce cas, 
la temperature finale du vase doit etro celle de Pair. II faut done qu’en 
supposant t infini dans l’equation (2) on trouve a. x = m. En effet, 
cela aura lieu si P = m. La temperature variable a est done m- f-Qe~PC 
Ainsi, cm observant deux temperatures successives, on pourra deter¬ 
miner le coefficient exponentiel p; on aura 

a a —~ m -f- 0 ct ct. 0= m 4- QcP 0 ; 


metlant pour Q sa valeur a„ — m, 

ao r . m -I- (a 0 — nt)« - P 0 on a 0 — m (a 0 -— m)e ~: 

done. 

p •-= -Q [log(«0 -- m) — log(ao — '«)]• 

11 suffit done d’observer a 0 , a 0 et de divisor par l’intervalle 0 la diffe¬ 
rence des logarithms tabulaires de a 0 — m et ao — m; le quotient est 
proportionncl a la valeur de p, qui est 

ll« !± 

c c 


Au reste, l’usage du thermometre de contact que j’ai decrit est sujet 
a des variations inevitables, qui etabliraient sans doute des differences 
sensibles entre la theorie et l’observation. Le support ne conserve pas 
une temperature entierement fixe; la masse contenue dans le vase qui 
se refroidit n’est pas oxactemcnt dans l’etat que la theorie considere. 
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Ces causes et d’autres qu’il serait superflu de remarquer me paraissenl 
devoir apporter, dans les resultats, des differences qui echapperaienl 
aux observations les plus attentives. Toutefois, les valeurs approchees 
qui resulteraient de 1’usage de cet instrument suffiraient pour ranger 
les differentes enveloppes ou plaques minces que Ton se propose de 
comparer, selon l’ordre des conducibilites, ce qui est le but principal 
de ces recherches. On a surtout en vue la facilite et la multiplicity des 
observations. On prendra pour la premiere temperature a 0 — m une 
valeur commune, 4o degres centesimaux, et pour 0 une duree fixe, 
dix minutes; on observera la temperature a.^ — m que le thermometre 
marque apres dix minutes ecoulees. Ces valeurs de a 0 — m, qui varie- 
ront suivant la nature des matieres que la chaleur traverse, feront con- 
naitre directement, et sans calcul, l’ordre des conducibilites speci- 
fiques. 

II est evident que l’epaisseur de la plaque interposee influe sur les 
temperatures que Ton observe, et Ton pourrait tenir compte de cet 
epaisseur, en suivant les principes que j’ai expliques dans l’lntroduc- 
tion a la Theorie de la chaleur; mais on ne considere ici qu’un effet 
total et complexe, savoir la quantite de chaleur qui, traversant les 
surfaces intermediaries, passe du mercure dans le support. 

Si l’onremplace la feuille ou enveloppe que 1 ’on a d’abord eprouvee 
par uri corps mince d’une autre matiere, et si Ton mesure de nouveau 
l’abaissement de temperature qui correspond a un temps donne, on 
trouve que cet abaissement varie d’une maniere tres sensible, quelque 
petite que soit la difference des deux enveloppes. Par cxemple, il suffit 
d’ajouter a une premiere plaque mince une simple feuille du papier le 
plus fin pour que l’on trouve une difference sensible dans l’abaisse- 
ment de la temperature. La plus legere difference dans la qualite du 
corps mince interpose se manifeste par le changement qui survie.nl 
dans cet abaissement de la temperature, et, a plus forte raison, ce 
changement est tres considerable si 1’espece de la matiere devient tree 
differente; si, par exemple, on remplace une etoffe de toile par de la 
flanelle ou par du drap, ou le drap simple par un drap trbs epais. Ces 
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differences etaient faciles a prevoir: elles nous sont annoncees par le 
seul temoignage dcs sens; mais l’instrument sert, non seulement a les 
rendrc tres sensibles a les mesurer: il donne de plus, ce qui etait tres 
important, des indications constantes, et qui se reproduisent toujours 
les memes lorsqu’on vicnt a eprouver les memes experiences. II faut 
remarquer quo cettc Constance de resultats depend essentiellement de 
la manierc parfaite dont le contact s’opere au moyen de la pression du 
increuro sur la peau mince et flexible qui le retient. Cette condition, 
qui faisait unc des difficulty principales de la construction de ce 
nouvcl instrument, etait absolument necessaire pour que ses indica¬ 
tions fussent. reguliercs et applicables a un grand nombre de corps; 
sans cola on n’cut point pu comparer les differentes substances entre 
ellos, a moins de leur avoir donne prealablement une surface suffisam- 
ment plane et unie, pour quo le contact de 1’instrument eut lieu sur 
un grand nombre de points. 

Je viens de montrer comment l’usage du nouveau thermometre de 
contact donne la mesure approchee de la conducibilite specifique. 

Dans oes experiences, la matierc que I’on veut eprouver doit etre 
employee on fcuilles minces; on leur donne une tres petite epaisseur, 
pour eviter l’influence de leur chaleur specifique sur la marclie du 
refroidissement. 

Le memo instrument sert aussi a indiquer la chaleur de contact d’un 
corps, el mesure en quelque sorte la sensation de chaud ou de froid 
que ce contact produit. 

Pour les experiences de ce genre, il suffit d’6lever la temperature 
de rinstrument coniine je l’ai indique, et de le poser ensuite sur une 
masse epaisse de la matierc quo 1’on veut eprouver. 

On observe le nombre de degres dont la temperature s’abaisse, pen¬ 
dant un temps donne, par exemple cinq minutes. 

Cette, manierc d’employcr le thermometre do contact conduit a des 
resultats remarquables. Les differences de l’abaissement de tempera¬ 
ture pour divers corps sont trbs grandes. 

Par exemple, j’ai pose le thermometre echauffe sur une masse de fer 
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a 8°; je l’ai pose ensuite sur une masse de gres a la meme tempera¬ 
ture; la difference du refroidissement, dans les deux cas, etait d’en- 
viron 5 ° des la seconde minute. La difference est encore plus sen¬ 
sible sil’on compare le fer a la brique, et, a plus forte raison, le fer 
au bois. 

Ces experiences sont extremement faciles : il suffit que les masses 
sur lesquelles on pose le thermometre aient une meme temperature. 

L’effet qui se produit dans ce genre d’experiences est tres complexe, 
et, pour l’exprimer exactement, il faudrait avoir egard a toutes les cir- 
constances qui lemodifient. Toutefois, en operant de cette maniere sur 
des corps dont la chaleur specifique serait connue, on pourrait se 
former une assez juste idee de leur conducibilite propre. 

L’usage du thermometre de contact ne donne, en general, que des 
valeurs approchees de la conducibilite; mais il est un tres grand 
nombre de corps, tels que les briques, les pierres, les bois ot les 
etoffes, pour lesquels ces mesures sont suffisantes. 

Nous avons dit que Fon peut employer un autre instrument pour 
mesurer la conducibilite. Ce second mode d’experience rend les effets 
encore plus sensibles, mais il exige beaucoup plus de soin; j’avais 
d’abord espere qu’il me serait possible de repeter quelques-unes de ces 
dernieres observations en presence de FAcademie: Fextreme difficulte 
d’y proceder dans une atmosphere variable et agitee m’oblige d’y re- 
noncer; je me borne a indiquer le principe et quelques resultats. 

Cette experience consiste a observer, non point, corame dans la pre¬ 
miere, les abaissements successifs de la temperature d’un corps que 
Fon a d’abord echauffe, mais la temperature finale et fixe que produit 
la chaleur en traversant differentes matieres. Je me suis propose de 
former cet etat final, pour en deduire la mesure des conducibilites spe- 
cifiques, et j’ai ete aide dans Fetablissement de ces experiences par un 
physicien tres habile, M. Colladon, de Geneve, dont FAcademie a deja 
couronne les travaux, et qui a obtenu, avec M. Sturm, le prix de Phy¬ 
sique mathematique de l’annee derniere. Non seulement il a bien 
voulu diriger la construction de l’instrument et en regler les dimen- 



quement. Elle consiste a interposer un coussin de mercure qui deter¬ 
mine le contact du support avec tous les points de l’enveloppe. 

Cette maniere de former un etat final d’equilibre a l’avantage de 
donner des resultats qui ne dependent point de la chaleur specifique 


Fig. a. 



de la substance interposeo. On place cette substance ou enveloppe 
entre deux vases, dont I’un inferieur A (fig. 2) est maintenu a une 
temperature constante de ioo° C., tandis quo le vase superieur B, pose 
sur l’enveloppe, est maintenu a la temperature de la glace fondante. 
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La conducibilite de Tenveloppe determine la quantite de chaleur 
qui passe du vase A dans le vase B; au fond du vase superieur B est un 
thermometre d’air tres sensible qui mesure 1 ’efTet produit. Cet air, qui 
s’echauffe, est contenu dans la capacite metallique ccc'c', dont la 
partie inferieurecc est en contact avec le coussin de mercure a ioo°; 
tandis que l’autre partie c'c' est en contact avec la glace fondante. 

L’air contenu dans la capacite etant ainsi expose, d’un cote, a Tac¬ 
tion de la glace, de l’autre a celle d’un corps chauffe a roo°, acquiert 
une temperature intermediaire et fixe. L’indice colore o du thermo¬ 
metre d’air s’arrete lorsque la quantite de chaleur qui passe dans le 
thermometre a travers Tenveloppe est precisement egale a celle qu’il 
communique a 1 ’eau glacee. Cet equilibre se forme en quelques se- 
condes : c’est l’etat final qu’il s’agissait d’observer. 

La temperature fixe marquee par le thermometre d’air-depend evi- 
demment de la nature de la substance interposee. Si ce corps mince 
apporte tres peu d’obstaclc a la libre communication de la chaleur, la 
temperature finale de l’air du thermometre est beaucoup plus grande 
que si la chaleur ne traverse que tres difficilement Tenveloppe inter¬ 
posee. II existe dans tous les cas une relation tres simple entre la tem¬ 
perature acquise etla conducibilite du corps interpose. Pour exprimer 
cette relation, nous designons par h, comme dans les observations pre- 
cedentes, la quantite de chaleur qui, pendant le temps 1, passerait de 
la masse du support dans l’interieur du thermometre d’air a travers 
l’unite de surface de Tenveloppe si la difference de leur temperature 
etait i, etpar H la chaleur qui, pendant i’unite de temps, traverserait 
l’unite de surface en passant de la surface superieure c'c' du thermo¬ 
metre d’air dans la masse glacee qui est au-dessus si la difference de 
temperature de Pair et de la glace etait t; done hb(M — a)dt et 
HS(a — N )dt sont respectivement les quantites de chaleur qui, pen¬ 
dant Tinstant dt, s’ecoulent du support dans l’air a travers Tetendue b 
de Tenveloppe, ou passent de l’air dans la glace a travers Tetendue S 
de la surface superieure de la capacite du thermometre. (On designe, 
pour plus de generalite, par M la temperature fixe du support, et par 
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N la temperature fixe de la masse froide dans laquelle la chaleur 
s ecoule.) Or 1 equilibre est etabli lorsque la chaleur communiquee par 
le support compense exactement la chaleur que la capacite du thermo- 
metre communique a la glace; on a done cette equation 

/ib(M — a) — IIS(a — N) 

et le rapport 

bh_ _ ot — N 
HS ~ M—-a’ 

II suffira done dc mesurer a pour connaitre le rapport g des deux 
eonducibilites relatives h ct H, e’est-a-dire des facilites respectives du 
transport de la chaleur du support dans la capacite du thermometre ou 
do cette capacite dans la masse environnante. Lc rapport g doit etre 

('(‘garde comme connu; il ne change point lorsqu’on remplace une pre¬ 
miere enveloppe a laquelle convient le coefficient h par une seconde 
envcloppo a laquelle convient un autre coefficient A. Il en est de meme 
du coefficient II, qui demeurc le memo. Lorsqu’on eprouve differents 
corps avec le meme instrument, la temperature a est mesuree par le 
thermometre d’air, qui pent etre construit de differentes manieres. Je 
ne (lonne point ici’le caleul rclatif a ce thermometre, parce que ce 
ealeul, qui n’a d’ailleurs aucune difficulto, varie scion la construction 
que I’on a preferee; dans tous les cas, je suppose que Ton ait regie cet 
instrument de maniere a le rendre tres sensible, et que Ton ait fait une 
analyse exacle des conditions qui determinent la position de l’indice. 
Quant aux valours respectives que I’on peut attribuer a M et N, et que 
nous avons d’abord supposees x ct o, des epreuves repetees nous ont 
fait connaitre que les observations deviennent plus faciles et les resul- 
tats plus fixes si les nombres M et N ont une moindre difference, par 
cxemple si Ton fait M = | (8o° centesimaux) et N = ^ (i5° centesi- 
maux). 

Lorsqu’on appliquera succcssivement le meme proeede a des corps 
minces de differentes especes, on trouvera des resultats differents 
selon la nature des matieres que la chaleur traverse. Or l’experience 

' II. 5 9 
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contact au-dessus du support de marbre, dont il etait separe par deux 
rondelles de drap; la chaleur avait ainsi a traverser peau, drap, drap, 
marbre. Apres avoir observe le refroidissement progressif, j’ai place 
une rondelle de cuivre, de I’epaisseur d’une feuille de papier, sur le 
marbre sous les deux rondelles de drap; le refroidissement du thermo¬ 
metre dans un temps donne a ete moindre que dans l’experience pre- 
cedente; la feuille de cuivre a ete ensuite placee entre les deux ron¬ 
delles de drap; la quantite du refroidissement a ete la meme dans le 
meme temps que si Ton eut supprime la feuille de cuivre, comme dans 
la premiere experience. 

Enfin j’ai place la rondelle de cuivre sur celles de drap, immediate- 
mentau-dessous de la peau du thermometre de contact; dans ce cas, 
la chaleur traversait les enveloppes dans l’ordre suivant: peau, cuivre 
mince, drap, drap, marbre. Dans ce cas, l’abaissement du thermo¬ 
metre a ete plus grand que si Ton eut supprime la rondelle de cuivre. 
Ainsi l’interposition de cette feuille de cuivre facilite la transmission 
de la chaleur de la peau au drap, et elle diminue la transmission do 
chaleur du drap au marbre. Tels sont les effets que l’on observe pen¬ 
dant les dix premieres minutes; il ne faudrait pas comparer entre eux 
des resultats qui ne correspondraient pas a un memo intervalle de 
temps. 

Je ne poursuivrai pasdavantage 1’enumeration dcs experiences nou- 
velles qui ont ete faites avec ces instruments. Le thermometre de con¬ 
tact doit 6tre considere comme une main munie de son thermometre. 
Ces experiences ne peuvent rien ajouter a la theorie mathematique de 
la chaleur; mais tout ce qui se rapporte aux arts techniques et aux 
usages communs a quelque droit a l’attention de l’Aeademie. Ces ob¬ 
servations n’interessent pas moins les sciences que celles qui ont servi 
a determiner la chaleur specifique des difierentes substances; elles 
rendent plus manifestes des proprietes physiques dont nos sens nous 
avertissent, mais qu’ils ne mesurent point : les instruments ont, en 
general, pour objet d’ajouter a nos facultes intellectuelles en perfec- 
tionnant nos sens. 
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La theorie de la cbaleur, comparable en cela aux theories dyna- 
miques, s’applique a la fois au systeme du monde et aux usages les 
plus ordinaires de la vie; cette theorie nous a fait connaitre, entre 
autres choses, l’effet total produit par le rayonnement des etoiles fixes. 
Elle nous a appris que la temperature de l’espace qu’occupe notre sys¬ 
teme planetaire est a tres peu pres de 4°° octogesimaux plus froide 
que la temperature de la glace fondante. Cette meme theorie sert 
encore a mesurer l’influence calorifique des enveloppes diverses, des 
tentures, des tissus, et nous fait decouvrir des proprietes naturelles 
des corps. 

Apres avoir rapporte ces nouvelles experiences sur la conducibilite 
des corps minces, j’ajouterai une remarque theorique sur les observa¬ 
tions qui peuvent servir a mesurer cette propriete des corps, 

Lorsque les substances que Ton veut eprouver jouissent a un degre 
assez eleve de la faculte conductrice, comme les metaux, on la deter¬ 
mine en observant les temperatures fixes d’une barre prismatique dont 
l’extremite est retenue a une temperature sensiblement constante. 
[/experience a prouve que cet etat final est conforme a celui que la 
thdorie exprime. Les temperatures observees forment en effet une 
serie recurrente dont on deduit la valeur numerique de la conducibi¬ 
lite; mais on ne doit point appliquer la meme expression aux corps 
comme le marbre, dont la faculte conductrice est tres faible, ni memo 
a ceux des metaux que la chaleur traverse difficilement. Voici Impli¬ 
cation de cette difference : dans les corps d’une faible conducibilite, 
les molecules placees sur une meme section perpendiculaire a l’axe du 
prisme acquierent et conservent des temperatures fixes, inegales, qui 
diminuent rapidement depuis 1’axe jusqu’ii la surface exterieure; mais 
dans les matieres dont la conducibilite est plus grande, comme l’or, 
1’argent, le platine, le cuivre, tous les points d’une memo section per¬ 
pendiculaire a l’axe prennent sensiblement la meme temperature. Ge 
fait est facile a concevoir, on pourrait d’avance le supposer connu ; 
mais la theorie analytique l’explique aussi de la maniere la plus claire, 
comme on le voit par l’expression generate que j’ai donnee autrefois 
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du mouvement uniforme de la chaleur dans un prisme rectangulaire 
d’une epaisseur quelconque; car cette meme solution fait connaitre 
que, si la conducibilite propre est tres faible, ou si l’epaisseur de 
la barrc est ties grande, les points d’une meme section normale ont 
des temperatures tres differentes. Dans ce cas, l’expression de la tem¬ 
perature conticnt, non seulement la distance a l’origine, mais aussi les 
coordonnees dc chaque point de la section. 

11 faudrait done faire usage de cette formule pour determiner la con- 
ducibilite specifique des corps qui ne jouissent de cette propriete 
qu’a un faible degre. C’est cette expression, rapportee page 365 de la 
Thdorie de la chaleur, qui s’applique aux cas dont il s’agit, et non celle 
de la page 55 du meme Ouvrage. Cette distinction resulte expresse- 
ment de la solution generate. 11 suffitde donner a y la valeur zero dans 
l’exprossion de e (p. 365), et d’integrer par rapport a s entre les 
limites —l ot + l, alin de trouver une valour proportionnelle a la tem¬ 
perature moyenne. 

II est surtout necessaire de remarquer l’equation 

hi 

£iang£= g- 

el la construction qui faitconnaitre les racines de cette equation trans- 
eendante. On voit que la valeur de la temperature contient le produit ^ 
en sorte que, si la conducibilite propre K est supposee tres faible, ce 
cas ne differe point dc celui oil la demi-epaisseur du prisme est tres 
grande. II suit de la que, si Ton suppose tres petit le coefficient-K, 
mesure de la permeabilite, les temperatures ne decroissent pas comme 
les termes d’une serie recurrente; cela n’aurait lieu qu’a une distance 
immense de 1’origine; les temperatures s’abaissent d abord tres rapide- 
ment a partir de cette origine. On voit, par le calcul numerique rap- 
porte page 3y4 de l’Ouvrage cite, qu’il suffit de s ecarter de 1 origine 
de la moitie do l’epaisseur de la barre pour que la temperature du pre¬ 
mier point soit reduite a la cinquieme partie de sa valeur. Or toutes les 
observations s’accordent avec les resultats theoriques que l’on vient 
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de rappeler; dies montrent que, si la conducibilite propre est assez 
grande, les temperatures observees decroissent comme les termes 
d’une serie recurrente; mais, dans les corps dont la faculte conduc- 
trice est tres faible, si l’experience donnait des valeurs exprimees par 
une suite exponentielle, c’est alors que 1’observation ne s’accorderait 
point avec la theorie; dans ce cas, la forme de l’expression est telle que 
Ton ne peut plus omettre les termes subordonnes. Au reste, les tempe¬ 
ratures observees sont trop faibles, dans ce meme cas, pour que Ton 
puisse en conclure avec precision la valeur de la conducibilite. Les 
procedes qu’une theorie exacte indique comme les plus propres a me- 
surer la faculte conductrice des corps qui jouissent a un faible degre 
de cette propriete different beaucoup de ceux qui conviennent aux 
substances metalliques; ils consisteraient a observer le mouvementou 
uniforme ou variable de la chaleur dans des vases de diverses matieres, 
et dont on ferait varier 1’epaisseur. Cette question analytique se rap- 
porte a celle que j’ai traitee, il v a plusieurs annees, dans un Memoire 
sur la temperature des habitations. 



SUR LA FACULTY CONDUCTRICE DES 


CORPS MINCES. 471 


Description des deux instr¬ 


uments dont il est parle dans le Memoire 
cie M. Fourier . 


Fig. i. — Coupe du thermometre de contact. 


AA osl un vase e.omque de fer tres mince; il est rempli presque entieremem 
de mereure; nne goutl.erc gg aulour du bord inferieur sen a Her l’enveloppe 
(,.u recent lo mereure; an haul du cone est une ouverture avec un tube court 

aa no, 7 ou 8 hgrics do diamdlre. 

Il est un bouchon do liege qui s’adapte dans ce tube. Il sen a fixer le ther- 
moinfttro cc au vase el & le maintenir a la hauteur convenable. 

La Ixrnle do oe thermomitre c doit 6tre a quelques lignes au-dessus de la 
base du cAne, cl enticement xolongee dans le mereure du vase. 

L ( ^s dogres du tbcrmomeire doivent etre assez grands pour qu’on puisse les 
subdivisor on dixiCnes; sans cela les observations seraient peu exactes. 

L’euveloppe bbb doil film de peau souple et mince. Les experiences citees 
dans lo M6moiro nous out appris que cette substance est tres propre a cet 
usage, pa roe quo la poau conduit mieux la chaleur que les autres etoffes de 
nuhne dpaisseur. 


Il faul avoir soin quo cello enveloppe ne soit ni salie, ni chauffee trop for- 
temeul. 

Pour so sorvir do cet inslrumcnt tres simple, on opere de la maniere sui- 
vanle: 

AprC avoir pined FdtofTe ou plaque mince que Fon veut eprouver sur un 
support do marbre h la temperature de la chambre ou l’on opere, on chauffe 
lo vase (sonique on lo placard sur une poele ou tout autre corps echauffe; on 
attend qu’il se soit dlovd ft 4^° ou 47°* Au moment ou le thermometre indique 
<>u lo pose sur fenveloppe; on observe avec une montre Finstant prdcis 
oh il passe ft 4o°, ot Ton nolo sa marche, par exemple de minute en minute 
jusqu’ft la einquieme: 

Si Fon recommence avec la mdrne etoffe en variant sa place sur le support 
de marbre, on trouve ton jours lc mdme rdsultat, pourvu que la temperature 
de la chambre soit la mdme. 

Si Fon voulait se servir do cct instrument pour faire des experiences exactes 
sur la eonducibilile des plaques rigides, il conviendrait de placer celles-ci, 
non pas sur un support de marbre, oix le contact ne serait pas parfait, mais sur 
un coussin do mereure analogue a celui dont il est parld dans la description 
du second appareil. 


Fig 2 . — Coupe du second appareil ou thermoscope de contact. 

A, vase cubique de cuivre mince; il est ferme par le haut, et Feau le rem- 
plit entidrement. On introduit Feau par un entonnoir e. Le robinet r sert ft 

vider le vase. 
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Sur Ie couvercle est soudee une capsule circulaire en tole mince. Cette 
capsule doit contenir un petit bain de mercure echauffe. Ce mercure fait fonc- 
lion de coussin au moyen de l’enveloppe depeau bbb qui le recouvre entiere- 
ment. On lie cette enveloppe de peau tout autour du bord de la capsule, et 
rauneau, dont on voit la section en cm, sert a la maintenir tendue. Le mer¬ 
cure, en pressant contre cette peau enveloppe, lui donne la forme d’un cous¬ 
sin convexe. 

On introduit le mercure dans la capsule, et on Ten retire, au mo3'en d’un 
godet G et d’un tube de fer lateral gg. La hauteur du mercure dans le godet 
determine la tension du coussin. 

Au-dessous du vase A est une petite lampe qui sert a maintenir l’eau a une 
temperature fixe, par exemple ioo° ou 6o°. Le thermometre inlirieur i sert 
a indiquer la temperature et par consequent aussi celle du bain de mer¬ 
cure. 

B est le vase sup^rieur qui contient de la glace ou, cc qui vaut mieux, de 
i’eau a une' temperature fixe et peu superieure a celle de la chambre ou Ton 
opere. Le petit thermometre V indique la temperature de cette eau. 

Au fond du vase B est une capacite metallique dont on voit la coupe en 
ccc'c'; c’est la boule du thermoscope indicateur. La moitie superieure c f c r fail 
saillie au fond du vase B et est en contact avec la glace ou I’eau froide; 
l’autre moiti6 inferieure repose sur le coussin echauffe de mercure. 

Le tube recourb6 ttt 1 1 1 , qui communique avec la capacity, sert a rendre 
visibles les dilatations de fair contenu dans cette capacite. 

Pour cela, la partie t’ t ! de ce tube est pleine d’un liquide colore, qui 
s’abaisse lorsque fair de la capacite s’echauffe et se dilate. 

Pour faire 1 ’experience, on enieve le vase superieur B; on pose sur le cous¬ 
sin de mercure une rondelle de l’etoffe qu’on veut essayer, el Ton replace le- 
vase superieur. La surface inferieure cc de la capacite d’air, se trouvanl sepa- 
ree du coussin par l’£toffe, en recoit moins de chaleur, et, par consequent, 
fair qui y est contenu prend une temperature moyenne moins eleven. L’in- 
dice o s’arr^te en un point plus eleve. 

Get appareil, ayant des indications tres promptes et que Y on pent rendre 
tres visibles, pourrait servir a des experiences faites dans des cours publics. 
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LA THEORIE DES MOMENTS. 


Journal da I’Ecole Polj technique, V° Cahier, p. 20, annee 1798. 




Geometrce esl probare. 

Arist. 


I. Oa trouve dans les ecrits ties Grecs le germe des theories meca- 
uiques qae nous possedons aujourd’hui. Archimede appiiqua la Geo- 
mdtrie a la Slatique, et meme la Statique a la Geometrie; il trouva de 
eette maniere la premiere quadrature d’une aire curviligne. Ses decou- 
vertes en Mecanique servent encore de fondement a cette science. 

Eos plus anciens Traites qui nous soient parvenus sur la Mecanique 
rationnelle sent ceux d’Aristote; ils ontete loues sans mesure par ses 
commentateurs, etdepuis negliges sans examen. Ce philosophe parait 
avoir connu les principesles plus importants de la Mecanique. II expose, 
on tennes precis, celui de la composition des mouvements ('); il a meme 
eu quelque idee de la maniere dont les forces centrales agissent dans 
les mouvements en ligne courbe ( 2 ). Son explication physique de la 


(i) Manifcsturn igitur quod id quod secundum diametrum in duabus Jertur lationibus 
necesxario secundum laterum proportionem fertur. ( Qucest. mechan., Cap. II.) 

(*) Quad quidarn ea quee circulum describit duas simul feratur lationes manijestum 
ext .. . \rnni quidom circulum dexcribend i/lud accidit; et fertur earn qmdem Uitionem 
secundum circumferentiam illam, vero in tran { verxum et secundum centrum, purest. 

median Cap. IL) 
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cause de 1’equilibre des poids inegaux dans le levier est ingenieuse, 
quoique imparfaite. II rapporte a cette premiere machine le tour, les 
moufles, les roues dentees, le coin ('), etc.; ailleurs, il enseigne que 
les forces sont egales lorsque les masses sont reciproquement propor- 
tionnelles aux vitesses ( 2 ). Voila ce qu’il me semble avoir reconnu 
dans sesTraites, a travers mille obscurites et une foule d’idees singu- 
lieres, ou qui paraissent aujourd’hui incohdrentes. On peut ajouter 
que ses ecrits offrent les premieres vues sur le principe des vitesses vir- 
luelles. 

Galilee et Descartes eurent depuis quelque connaissance de cette 
verite. Jean Bernoulli, qui en est, a proprement parler, l’inventeur, 
l’annomja au commencement du siecle sans en publier de demonstra¬ 
tion (voirie II e Volume de la Mecanique de Varignon). Cette decouverte 
fut communiquee a Varignon dans le temps qu’il composait sa nouvelle 
Mecanique : il parvint a prouver le theoreme dans plusieurs cas parti- 
culiers; mais cette enumeration, necessairement incomplete, ne l’a 
point conduit a la demonstration generate. Depuis, la Mecanique a ete 
rapidement perfectionnee : cette science n’a plus aujourd’hui de difli- 
cultes qui lui soient propres, et, consideree dans ses rapports les plus 
etendus, elle se reduit a une question de calcul. Ce resultat, l’un des 
plus beaux que Ton ait obtenus dans les sciences .exactes, est l’objet 
de la Mecanique analytique. L’auteur de ce grand Ouvrage a vu, dans la 
proposition longtemps sterile de Bernoulli, une verite primordiale, 
dont les consequences les plus fecondes decoulent sans exception et 
sans effort. 

Maintenant que 1’importance du theoreme est bien etablie, il est 
temps de suppleer au silence de l’inventeur, et de reconnaitre si le 
principe des vitesses virtuelles peut etre fonde sur des preuves gene- 
rales, exemptes d’obscurite et d’incertitude. Je me suis propose cette 

( l ) Ea quce circa veclem fiunt, ad ipsam lib ram ... referuntur; alia autem 'fere omnia 
quce circa mechanicas sunt motiones, ad vectem. ( Qucest. median.. Cap. I.) 

( ! ) Si igitur a. est quod movet, ^ quod movetur, y longitudo per quam motum est, 
o tempus quo movetur, sane eequali tempore 8 eequalis vis a dimidium ipsius [J movebit 
per longitudinem duplo 'majorem quam y ( Natur. auscult., Lib. VII, Cap. VI.) 
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recherche; et, quoiqu’elle ne soit pas le seul but de cet Ecrit, je l’ai 
eue principalement en vue. J’ai pense aussi qu’il ne suffisait pas de 
prouver, d’une maniere absolue, la verite de la proposition, mais 
qu’on devait le faire independamment de la connaissance que nous 
avons des conditions de I’equilibre dans les differentes especes de 
corps, puisqu’il s’agit de considerer ces conditions comme des con¬ 
sequences de la proposition generale. Cet objet se trouve rempli par 
les demonstrations que nous allons rapporter; il nous semble qu’elles 
ne laissent rien a desirer sous le double rapport de l’etendue et de 
l’exactitude. Nous supposerons connu le principe du levier, tel qu’il 
est demontre dans les Livres d’Archimede, ou, ce qui revient au meme, 
le theoreme de Stevin sur la composition des forces, et quelques pro¬ 
positions qu’il est aise de deduire des precedentes. 

I. 

2. Si un corps est deplace par une cause quelconque suivant une 
certaine loi, chacune des quantites qui varient avec s.a position, comme 
la distance d’un de ses points a un point ou a un plan fixe, est une fonc- 
tion determinee du temps, et peut etre consideree comme l’ordonnee 
d’une courbe plane dont le temps est l’abscisse; la tangente de Tangle 
que fait cette courbe a Torigine avec la ligne des abscisses, ou la pre¬ 
miere raison de Taccroissement de l’ordonnee a l’abscisse, exprime la 
vitesse avec laquelle cette quantite commence k croitre, ou, pour nous 
servir d’une denomination re<jue, la fluxion de cette quantite. 

Le corps etant soumis a Taction de plusieurs forces, si Ton prend 
sur la direction de chacune un point fixe dont la force tende a rappro- 
cher le point du systfeme ou elle est appliquee, le produit de cette force 
par la fluxion de la distance entre les deux points est le moment de la 
force : le corps peut etre deplace d’une infinite de manieres, et a cha¬ 
cune repond une valeur du moment. Si Ton prend le moment de chaque 
force pour un meme deplacement, la somme de tous ces moments con- 
temporains sera appelee le moment total, ou le moment des forces, pour 
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ee deplacement. Nous distinguerons d’abord les deplacements compa- 
trbles.avec l’espece et I’etat du systeme, de ceux qu’on ne peut 'lui faire 
eprouver sans alterer les conditions auxquelles il est assujetli, et nous 
supposerons ces conditions exprimees, autant qu’il est possible, par 
des equations. 

Maintenant le principe des vitesses virtuelles consiste en ce que les 
forces qui sollicitent un corps, de quelque nature qu’il puisse etre, 
etant supposees se faire equilibre, le moment total des forces est nul 
pour chacun des deplacements qui satisfont a'ux equations de condi¬ 
tion. 

Jean Bernoulli considfere au lieu des fluxions les accroissements 
naissants. 11 faut alors regarder chacun des points du systeme comme 
decrivant un petit espace rectiligne d’un mouvement uniforme pen¬ 
dant un instant infiniment petit. Ce petit espace projete perpendicu- 
lairement sur la direction de la force est la vitesse virtuclle; et si on 
la multiplie par la force, le produit represente le moment. J’adopterai 
cette heureuse abreviation, et tous les procedes usites du Calcul diffe- 
rentiel. 

Nous examinerons, en premier lieu, l’equilibre des forces qui solli¬ 
citent un point, et nous chercherons quelle est la valeur du moment 
total lorsque ce point est infiniment peu derange de sa situation. De la 
nous passerons a la recherche des conditions de l’equilibre, lorsque les 
forces agissent sur une ligne droite inflexible ou sur deux surfaces qui 
se resistent mutuellement; on peut toujours faire dependre de ces ele¬ 
ments l’equilibre d’un systeme materiel quelconque. 

3. En generalisant le theoreme de Stevin, on reconnait que les forces 
qui se font equilibre sur un point sont representees en quantite et en 
direction par les cotes d’un polygone situes ou non dans le meme 
plan; et cela prouve que, si Ton projette les droites proportionnelles 
aux forces, sur une ligne qui passe par le point qu’elles sollicitent, la 
somme des projections est nulle. Maintenant, si Ton appelle p, p\ 
p r , ... les forces en equilibre; u, u', u", ... les angles formes par les 
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directions de ces forces et une ligne droite quelconque qui passe par le 
point ou elles sont appliquees, et dr l’espace parcouru sur la ligne lors 
du deplacement de ce point, la somme des projections sera 

p cos u -i- p' cos u' 4 - p” cos u" 4 -..., 
et la somme des moments 

p dr cos u 4- p' dr cos tt'-t- p n dr cos u" 4- _ 

Cette derniere quantite sera done nulle, de quelque maniere que le 
point soit derange de sa position actuelle. 

Cette proposition peut etre prouvee de differentes manieres : par 
exemple, elle se deduit facilement des proprietes du centre de gra- 
vite. Si, k partir du point mobile, on porte sur les directions des forces 
des lignes qui les represented, le point commun est, comme on le 
demontre dans les elements, le centre de gravite des extremites des 
lignes; d’un autre cote, le centre de gravite de plusieurs points a, 
comme il est aise de le voir, cette propriety que la somme des carres 
des distances du centre aux points est un moindre : done, en nom- 
mant ces distances e, e', e", e'” t ..., on aura 

e de -he' de' 4- e" de" 4- e'" de” 4 -... — o. 

4. Supposons maintenant que deux forces egales et contraires, ap¬ 
pliquees aux extremites d’une ligne droite inflexible, agissent dans sa 
direction, et cherchons la valeur du moment total pour un derange¬ 
ment quelconque de la ligne. Si I’on regarde d’abord comme entie- 
rement libres les deux points que les forces sollicitent, et que 1’on 
prenne chacun des deux points pour le centre fixe de la force qui sol- 
licite l’autre, il sera aise de voir que, leur distance etant une fonction 
de leurs coordonnees, la vitesse virtuelle du premier sera egale a la 
difTerentielle de la distance, prise en faisant varier seulernent les coor¬ 
donnees de ce point; il en sera de meme du second : en sorte que le 
moment total, qui est ici proportionnel a la somme des vitesses vir- 
tuelles, le sera aussi a la somme des differentielles partielles qui repre- 
II. 6r 
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sentent ces vitesses, c’est-a-dire a la differentielle complete de la dis¬ 
tance entre les deux points (voir la Mecanique analytique, I re Partie, 
2 e Sect., art. 4). Ainsi, dans le cas oil la distance est constante, la 
valeur du moment total est nulle. 

On peut s’assurer autrement de la verite de cette proposition. Les 
deplacements qu’une ligne droite peut eprouver se composent de cinq 
mouvements simples: dans les trois premiers, la ligne, qui se confon- 
dait d’abord avec l’un des trois axes, demeure parallele a elle-meme, 
et s’avance suivant un de ces trois axes; dans les deux autres, la ligne 
tourne autour d’un de ses points dans un plan parallele, ou dans un 
plan perpendiculaire au plan rectangulaire oil elle se trouvait d’abord. 
Or, si la ligne n’eprouvait qu’un seul de ces derangements simples, quel 
qu’il fut, la somme des moments serait evidemment nulle : de la et des 
principes duCalcul differentiel, il suit que le moment total relatif a un 
mouvement compose quelconque estaussi nul. 

En general, il arrive toujours que les moments particls dus aux 
mouvements simples d’un systeme quelconque s’ajoutent pour com¬ 
poser le moment total, de la meme maniere que les differentielles par- 
tielles foment la differentielle complete (voir plus bas, art. 8). 

Il suit encore de l’expression du moment total que, si la distance 
des deux points est variable, et que les forces tendent a l’augmenter, 
la somme des moments sera negative si cette distance devient, en 
effet, plus grande, et positive si la distance diminue. Si les deux forces 
tendent a rapprocher les deux points, leur moment total sera negatif 
ou positif, selon que ces deux points s’approcheront ou s’eloigneront. 

5. Si les deux forces, au lieu d’etre opposees, agissent dans le meme 
sens, il est clair, d’apres ce qui vient d’etre dit, que le moment de la 
premifere sera egal au moment de la seconde pour un meme deplace¬ 
ment de la ligne supposee inflexible. Il en est done du moment d’une 
force comme de son effet; l’un et l’autre ne changent point lorsqu’on 
applique cette force a differents points de sa direction, consideree 
comme une ligne solide; au reste, cette consequence, dont on fera un 
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usage frequent, peut se deduire immediatement du calcul, comme il 
suit: 

Appelons x, y, s les coordonnees d’un point indetermine de la ligne, 
rapportee a trois plans rectangulaires, e la longueur de cette ligne 
depuis ce point jusqu’a celui oil elle rencontre le plan des xy. Nous 
designerons par 8 les variations dues au derangement de la ligne, et 
paroles differences finies des coordonnees de ses differents points. Si 
z varie seule de 8s, la vitesse virtuelle du premier point est moindre 

que 8s dans la raison de s a e, ou de ds a de. Cette vitesse est 
celle due a la seule variation 8x serait ^ 8x 


; et ov donnerait aussi la 


vitesse virtuelle 


•tj-Z-,. 

de 


Si les trois changements ont lieu a la fois. 


la vitesse virtuelle sera done 


dx , dy . ds . 

-y dx ■+■ -j- dy + -j- 8s. 
de de de 


Or on peut voir que la valeur de cette expression ne depend point de 
celles des coordonnees x, y, s, ou, ce qui est la raerae chose, que la 
difference prise selon d est nulle; car on trouve pour cette difference, 

en remarquant que ^ sont constantes par la nature de la ligne 

droite, 

gdte + pfy+pt,. 

quantite qui se reduit a zero. En effet, les points de la ligne deplacee 
ne changeant point do distance, la differentielle prise selon 8 de 
dx- 4- dy 2 dz 2 doit etre nulle. On a done l’equation 

dx §dx -f- dy ddy + dzddz = o, 

ou, divisant par de et transposant d et 8, 

^ d$x -+- dSy -+- d§z = o. 
de de J de 

C’est pourquoi les vitesses virtuelles de deux points quelconques de 
la ligne sont les memes, de quelque maniere qu’elle soit deplacee. Cette 
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proposition ne signifie pas que la premiere raison des deux espaces con- 
temporains, parcourus dans le sens de la ligne, est toujours 1 unite, 
mais que les expressions de ces deux espaces ne peuvent differer que 
dans les parties oil les dimensions des variations sont elevees. 

6. Si l’on considere deux forces qui se font equilibre etant appli- 
quees aux extremites d’un fil inextensible, il sera facile de connaitre 
leur moment total pour un deplacement compatible avec la nature du 
corps en equilibre. II suit de l’article precedent que le moment est 
nul toutes les fois que la distance est conservee, c’est-a-dire lorsque 
l’equation de condition est satisfaite. Pour tous les autres deplace¬ 
ments possibles, le moment est positif, et le systeme en equilibre ne 
peut etre trouble de maniere que le moment total soit negatif. 

7. Concevons maintenant que deux surfaces inflexibles se resistent 
mutuellement, etant pressees au point du contact par deux forces 
egales, contraires, et perpendiculaires au plan du contact: il s’agit de 
trouver la valeur du moment total pour un derangement quelconque 
du systeme en equilibre. Si l’on regarde chacune des normales comme 
une ligne inflexible, on pourra appliquer les forces a des points quel- 
conques de leur direction sans que la valeur du moment total du a 
un deplacement quelconque du systeme diflere de celle qu’on aurait 
obtenue d’abord pour ce meme deplacement. Or on peut remarquer 
que, si l’on designe en dedans des surfaces deux points des perpendi¬ 
culaires tres voisins du point de contact, ces deux points ne peuvent 
etre moins distants qu’ils ne le sont presentement dans la situation de 
l’equilibre; en sorte que la distance augmente, ou ne change point, 
toutes les fois que le systeme est derangq. Cette premiere distance est 
done la moindre de toutes celles qui ont lieu lorsqu’on fait varier la 
position respective des deux superficies qui ne cessent pas de se tou¬ 
cher; et, la loi de continuity etant observee, il est necessaire que la dif- 
ferentielle soitnulle. D’un autre cote, le moment total des deux forces 
est proportionnel a la variation de la distance des deux points qu’elles 
sollicitent; done ce moment total est nul, quel que soit le deplacement. 
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8. On peut parvenir directement a ce resultat par 1’enumeration des 
derangements simples que le systeme des deux surfaces peut eprouver. 
En effet, on peut choisir a volonte un point sur chacune des deux sur¬ 
faces, et, regardant l’une comme fixe, placer l’autre de maniere que 
les deux points designes se confondent dans le contact; puis, sans que 
ce contact cesse d’avoir lieu entre les memes points, faire tourner 
d’une quantite arbitraire la seconde surface sur la normale au point 
du contact, consideree comme un axe fixe. De plus, les deux super¬ 
ficies conservant entre elles la meme situation, on peut en deplaccr le 
systeme de la meme maniere qu’un corps solide. Ainsi, il entre onze 
quantites arbitraires dans le derangement des deux surfaces, savoir : 
deux pour chacun des deux points designes, une pour le mouvement 
autour de la normale, et six qui repondent, comme on le sait, au 
deplacement d’un systeme solide. II suit de la que la somrae des deux 
espaces decrits lors du derangement, et dans le sens de la normale, 
par les points qui se touchaient d’abord est une certaine fonction des 
onze indeterminees, lesquelles sont toutes supposees nulles dans la 
situation de l’equilibre. La variation de cette somme, qui est la somme 
des vitesses virtuelles, est done une fonction lineaire des variations 
arbitraires de ces indeterminees. II en resulte un moyen facile de recon- 
naitre la valeur du moment total du a un derangement quelconque : il 
suffira de faire varier separement une ou plusieurs des onze indeter¬ 
minees, et de distinguer, dans chacun des cas en particulier, la valour 
du moment total; car la somme de ces valeurs partielles sera la valeur 
complete du moment. Or il est aise de remarquer que, si Ton fait varier 
les deux premieres seulement, ou les deux suivantes, ou la cinquieme 
seule, ou les six dernieres, le moment total des deux forces est toujours 
nul: d’ou Ton doit conclure que la somme cherchee des moments des 
deux forces estnulle, de quelque maniere que les deux surfaces soient 
deplacees sans qu’elles cessent de se toucher. 

Il n’en est pas de meme si les deux surfaces se separaient entiere- 
ment lors du deplacement. Au reste, il suit de l’article precedent que 
le moment total, qui est toujours proportionnel a la variation de la 
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distance des deux points que les forces sollicitent, et qui est de meme 
signe, parce que les forces tendent a diminuer la distance, est neces- 
sairement nul ou positif, quel que soit le derangement qui survienne 
dans la situation des deux surfaces. Ainsi on ne peut pas les faire 
sortir de la position actuelle de l’equilibre de maniere que le moment 
ait une valeur negative. 

9. Les principes qui viennent d’etre exposes suffisent pour deter¬ 
miner directement, et, pour ainsi dire, a priori, la valeur du moment 
des forces qui se font equilibre sur un systeme quelconque, solide, 
flexible ou fluide. 

On peut remarquer d’abord qu’il suit de 1’article 3 que, si des forces 
sont appliquees a un point et qu’on leur substilue leur resultante, le 
moment de cette derniere force, du a un deplacement quelconque, est 
le meme que la somme des moments des composantes pour ce meme 
deplacement. D’un autre cote, le moment d’une force ne change point 
lorsqu’on l’applique a differents points de sa direction (art. 4). De 
plus, si plusieurs forces parall'eles sollicitent un plan, la somme de 
leurs moments sera egale au moment de leur resultante pour un deran¬ 
gement quelconque du plan. Nous ne nous arretons point a la demon¬ 
stration de cette derniere proposition, qui peut, d’ailleurs, etre regardee 
comme une consequence des deux precedentes. Les procedes de la 
composition et decomposition des forces, se reduisant a prolonger les 
directions des forces et a composer les forces paralleles ou celles qui 
agissent sur un point, il en resulte cette propriety generate des mo¬ 
ments, qu’on ne change pas le moment total des forces pour un depla¬ 
cement quelconque, en leur substituant leurs resultantes, ou les com- 
binant suivant les regies connues de la composition et decomposition 
des forces. Ainsi le moment des forces est constant, tant que I’efFet 
qu’elles tendent a produire n’est point change. 

10. Cette remarque s’applique naturellementarequilibre des corps 
durs : en effet, si l’on suppose que plusieurs forces appliquees a un 
corps solide se font equilibre, et qu’on se propose de connaitre la 
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valeur du moment de ces forces lorsque le corps eprouve un depla¬ 
cement quelconque, il suffira de determiner les resultantes des forces, 
et d’estimer le moment de ces resultantes pour le meme deplacement. 
Or, si Ton prolonge les directions des forces jusqu’a la rencontre d’un 
plan commun, qu’a ces points de rencontre on decompose chaque 
force en deux, dont l’une sera dans le plan et la seconde perpendicu- 
laire au plan, il sera d’abord necessaire, comme on peut s’en assurer, 
que les forces perpendiculaires se detruisent separement et se reduisent 
a deux resultantes egales, contraires, et appliquees au meme point. De 
meme, en prolongeant les directions des forces qui agissent dans le 
plan jusqu’a la rencontre d’une commune ligne, et decomposant cha- 
cune d’elles en deux, dont l’une est perpendieulaire a la ligne, et 
I’autre est dirigee suivant cette ligne, il faudra que ces forces perpen¬ 
diculaires a la ligne aient deux resultantes egales, contraires, et appli¬ 
quees au meme point. Enfin les forces qui agissent dans la direction 
de la ligne se reduisent aussi a deux qui se detruisent entierement; en 
sorte que, en tout equilibre d’un corps dur, il se trouve toujours un 
plan, une ligne et un point sollicites par deux forces egales et con¬ 
traires. Les six resultantes etant ainsi determinees, il est manifesto 
que leur moment total est toujours nul; d’ou Ton doit conclure que, de 
quelque maniere qu’on deplace un corps solide soumis a Taction de 
plusieurs forces qui se detruisent, la somme des moments de ces forces 
est toujours nulle. 

11. On peut prouver par les memes moyens la proposition reci- 
proque, qui consiste en ce que les forces qui sollicitent un corps 
solide se font necessairement equilibre si la somme de leurs moments 
est nulle pour tous les deplacements possibles. 

L’equilibre d’un corps solide libre se reduit toujours a l’opposition 
directe des forces egales. Si le corps n’est pas libre, ce sont les resis¬ 
tances qui detruisent les dernieres resultantes. Les equations de con¬ 
dition expriment alors que les points du systeme ou les forces resul¬ 
tantes agissent sont fixes k des points immobiles, ou ne peuvent etre 
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transports hors de certaines surfaces. C’est pourquoi, pour tous les 
derangements qui satisfont aux equations de condition, le moment 
des resultantes est nul; done le moment total des forces appliquees 
est nul pour ces memes deplacements. 

Comme il arrive souvent que les points du systeme s’appuient sett¬ 
lement sur les obstacles fixes, sans y etre attaches, il est evident qu’il 
y a des deplacements possibles qui ne satisfont pas aux equations de 
condition : on voit encore que, par ces deplacements, le moment des 
resultantes est necessairement positif, puisque la direction de ces forces 
doit etre perpendiculaire aux surfaces resistantes. Ainsi la somme des 
moments des forces appliquees est positive pour tous les deplacements 
de cette espece; mais il est impossible que 1’on derange un corps dur, 
en equilibre, de sorte que le moment total des forces appliquees soit 
negatif. Au reste, si Ton considere les resistances comme des forces, 
ce qui fournit, comme on le sait, le moyen d’estimer ces resistances, 
le corps peut etre regarde comme libre, et la somme des moments est 
nulle pour tous les deplacements possibles. 

12. Pour eonnaitre la valeur du moment total des forces qui sol- 
licitent un corps dur et se font equilibre, on pourrait distinguer les 
six mouvements simples dont un pareil corps est susceptible, et l’on 
reconnaitrait sur-le-champ que, dans chacun de ces mouvements en 
particulier, la somme des moments est nulle. 

Cette propriete des moments, qui consiste en ce que la valeur du 
moment des forces appliquees est la meme que celle du moment cor- 
respondant des resultantes, presente une analogie manifeste avec le 
principe des vitesses virtuelles; car, si l’equilibre d’un certain systeme 
peut etre reduit par les procedes de la composition des forces a l’op- 
position directe de resultantes egales, il s’ensuit que la somme des 
moments des forces appliquees est nulle. On ne peut operer cette 
reduction sans demontrer en meme temps la verite du principe des 
vitesses virtuelles. Il nous semble que cette simple remarque aurait 
epargne a Varignon les details dans lesquels il se crut oblige d’entrer 
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lorsqu’il voulut proaver la proposition de Bernoulli: car, ayant le pre¬ 
mier explique les differenles especes d’equilibre, avec beaucoup dc 
sagacite et d’exactitude, par les seuls principes de la composition des 
forces, il avait par cela meme etabli dans tous ces cas la verite de cette 
proposition. 

La consideration des forces sc lie done naturellement a cclle des 
moments. Ils se composent de la meme maniere et se transforment 
par les memes procedes. De la vient qu’ils sc deduisent en meme 
temps, dans le cas de 1’equilibre. 

13. II est facile d’appliquer a l’equilibre des corps flexiblcs les prin¬ 
cipes exposes ci-dessus. 

Concevons un systeme de corps solides unis par des fils inexten- 
sibles et sollicites par des forces quelconqucs, telles qu’il y ait equi- 
libre independamment de toute resistance exterieure; il est question 
de determiner la valeur du moment total pour un deplacement du sys¬ 
teme. On remarquera d’abord que les forces qui sollicitent chacun des 
corps pris en particulier se detruisent mutuellement; et ces forces ne 
sontpas seulement celles qui lui etaient appliquees, mais aussi celles 
qui proviennent des resistances ou tensions des fils places entre les 
points de ce corps et les points des corps voisins : la somme des mo¬ 
ments de ces forces qui agissent sur chacun des corps est done nulle 
en particulier. C’est pourquoi, en considerant a la fois toutes les forces 
qui agissent sur tous les corps, on peut dire que leur moment total est 
nul pour tous les deplacements imaginables, meme pour ceux que la 
presence des fils ne permet pas. Il faut maintenant choisir, parmi ces 
deplacements, ceux qui satisfont aux equations de condition, et cher- 
cher quelle est pour ces derniers la valeur du moment total des seules 
forces qui proviennent des tensions. On reconnait bientot que cette 
valeur est nulle. En effet, chacun des fils est tire a ses deux extremites 
par deux forces egales et contraires; et ces memes forces, prises en 
sens oppose, sont precisement celles que Ton pourrait substituer au 
fil sans que l’equilibre fut trouble. Or, la distance des points que ces 

II. 62 
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deux forces tendent a rapprocher. etant conservee, leur moment total 
est nul, et il en est de meme de toutes les forces de tension prises deux 
a deux. On doit conclure de la que la somme des moments des seules 
forces appliquees au systeme en equilibre est nulle pour tous les depla¬ 
cements qui satisfont aux equations de condition. 

Si la distance des extremites des fils n’est pas conservee lors du depla¬ 
cement, comme elle ne peut que devenir moindre, et que les forces que 
nous appelons forces de tension tendent en effet a la diminuer, il s’ensuit 
que la somme des moments de toutes ces dernieres forces est negative : 
c’est pourquoi la somme des moments des seules forces appliquees est 
necessairement positive pour les derangements de cette espece, et le 
systeme en equilibre ne peut jamais etre deplace de maniere que le 
moment des forces soit negatif. 

14. Supposons maintenant qu’un amas indefini de corps durs, de 
figure et de dimensions quelconques, soit sollicite par des forces aux- 
quelles ces corps resistent, en se servant mutuellement d’appui, tel— 
lement qu’il y ait equilibre; on propose de determiner la valeur du 
moment total pour un derangement du systeme. Pour y parvenir, on 
remarquera que chacun des corps est en equilibre en vdrtu des forces 
qui peuvent lui etre appliquees et de celles qui equivalent aux resis¬ 
tances des corps voisins; que ces dernieres forces de pression sont 
egales deux a deux et dirigees en sens contraire selon la perpendicu- 
laire au plan de contact; en sorte que deux forces conjuguees, etant 
prises en sens oppose, tiendraient seules en equilibre les superficies 
auxquelles elles sont appliquees. Il suit de cette derniere condition 
que, si le contact dont la pression resulte est conserve, quoique en des 
points differents, lors du deplacement du systeme, le moment total des 
deux forces est nul; mais que ce moment est negatif si ces deux corps 
se separent entierement. Maintenant, en considerant a la fois toutes 
les forces qui agissent sur tous les corps, il est certain que la somme 
de leurs moments doit etre nulle pour tous les derangements que Ton 
peut concevoir, meme pour ceux qui sont empeches par l’impenetrabi- 
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.lile mutuelle des solides. Or, pour les deplacements compatibles avec 
cctlc derniere condition, le moment de toutes les forces depression est 
nul ou negatif. Done, pour tous les derangements possibles, la somme 
des moments des seules forces appliquees est nulle ou positive : elle 
est nulle lorsque les equations qui expriment que le contact doit avoir 
lieu sont satisfaites, et positive toutes les fois que deux corps qui se 
touchaiont et sc pressaient sont entierement separes : il n’v a aucun 
derangement possible pour lequel la somme des moments soit negative. 

Si l’on regardait les fluides incompressibles comme des assemblages 
de molecules exlremement tenues independantes entre elles, et qui se 
resistent mutuellcment a la maniere des corps solides, on leurappli- 
querail immediatement le resultat que nous venons d’obtenir, puisqu il 
nc depend ni du nombre, ni de la figure des corps; mais cette supposi¬ 
tion, qui se presente si naturellement, ne nous semble pas devoir etre 
adrnise : tout nous avertit, au contraire, que la matiere fluide n’est 
point un amas de petits corps durs qui se touchent. Il est vrai que les 
forces' qui s’opposcnt au rapprochement de,s elements voisins pro- 
duisent le memo cflet que le contact; e’est pourquoi nous emploierons 
des moyens analogues pour rechercher les conditions de Fequilibre 
des fluides inchmpressibles. 

15. Il est d’abord certain que, si un pareil fluide, soumis a Taction 
de plusieurs forces, demeure en equilibre, il n’y a aucun des points 
mat6riels dont il est compose qui ne soit sollicite par des forces qui se 
detruisent. Cos forces ne sont pas seulement celles qui etaient appli¬ 
quees au systemc, mais, de plus, celles qui equivalent aux resistances 
quo le fluide oppose a la compression t chacune de ces- forces de resis¬ 
tance est le resultat de Faction separee de certains points de la masse 
sur celui que Fon cortsidfere. Cette action d un point sur un autre ne 
peut s’exercer que dans le sens de la ligne qui les joint. Chacun de ces 
deux points en souflre autant qu’il en produit; et ces deux forces, qui 
s’opposent a la compression du fluide et contribuent a en conserver le 
volume, tendent actuellement a augmenter la distance des deux points. 
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Si I’on eonsidere en meme temps Ies forces appliquees et celles qui pro- 
viennent des resistances, il est visible que la somme de leurs moments 
est nulle pour un deplacement quelconque, compatible ou non avec l’in- 
compressibilite du fluide. Or cette derniere qualite consiste en ce que 
les forces qui s’opposent a la diminution du volume ne peuvent pas 
etre vaincues; ou, ce qui est la meme chose, que les distances, que ces 
forces tendent actuellement a augmenter, ne peuvent pas etre rendues 
moindres : de sorte qu’on ne doit pas supposer que le fluide, etant 
incompressible, puisse etre deplace de maniere que ces distances 
diminuent. II en faut conclure que la somme des moments des seules 
forces de resistance ne peut etre positive pour aucun des deplacements 
possibles; done la somme des moments des seules forces appliquees 
n’est jamais negative, de quelque maniere que le systeme soit deplace : 
de la il s’ensuit, comme nous allons le prouver, que cette somme est 
toujours nulle pour les deplacements du fluide qui satisfont aux equa¬ 
tions de condition. 

On peut faire voir, en general, que, si les conditions auxquelles le 
systeme materiel est assujetti sont exprimees par des equations, et 
que pour aucun des derangements que le systeme peut eprouver la 
somme des moments des forces ne soit negative, il est necessaire 
qu’elle soit nulle lorsque les equations de condition sont satisfaites. 
En effet, l’expression analytique du moment total comprenant tou¬ 
jours les coordonnees des differents points du systeme et leurs diffe- 
rentielles lineaires, si l’on differentie les equations de relation entre 
ces coordonnees, on pourra, dans tous les cas, concevoir, quel que soit 
le nombre de ces equations, qu’on s’en sertpour eliminer le plus grand 
nombre possible de differentielles de la formule qui exprime le moment 
total. Il ne restera plus dans cette formule d’autres differentielles que 
celles. qu’on doit regarder comme absolument arbitraires. Soient du, 
du', du!', du'", ... ces differentielles restantes, dontles coefficients A, 
B, C, D, ... sont des fonctions des coordonnees. Puisque, selon l’hypo- 
these, la quantite 

A du 4- B du 1 -+- C du” -i- D du’" -+-... 
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16. Nous avons ete conduits naturellement a reconnaitre dans un 
systeme materiel quelconque des forces qui s’opposent, dans certains 
corps, au rapprochement des elements voisins, dans d’autres a leur 
eloignement, ou quelquefois a tout changement de la distance. Au 
resle, ces expressions ne doivent pas etre prises dans un sens absolu : 
les forces dont il s’agit ne sont jamais excitees que par quelque varia¬ 
tion dans la distance. La matiere des corps durs et des fluides incom- 
pressibles n’est pas privee d’elasticite. Les raisonnements precedents 
supposent seulement 1’existence de ces forces, qui n’est pas incertaine, 
mais il se mele a l’idee que nous nous en formons aujourd’hui quelque 
chose d’obscur. L’ignorance ou nous sommes de la constitution inte- 
rieure de la matiere ne permet guere de juger clairement de cette 
action reciproque des points physiques, qui conserve les distances et 
protege en quelque sorte, contre toute action etrangere, la forme par- 
ticuliere du compose. Nous avons deja evite ces considerations, en 
traitant de 1’equilibre des corps solides, et Ton peuty parvenir de la 
meme maniere dans les deux autres cas; mais il y a des moyens plus 
generaux de trouver les conditions de l’equilibre; nous allons en fairo 
usage, et nous etablirons le principe des vitesses virtuelles sans avoir 
egard a la nature particuliere du systeme que les forces sollicitent. 
Nous avons pense qu’on ne pouvait apporter trop de soins a presenter, 
avec clarte la demonstration d’un principe qui doit servir de base a la 
Mecanique. 

II. 

17. Nous avons trouve dans les articles precedents que la valeur du 
moment des forces qui se font equilibre se reduit toujours a zero, ou, 
plusgeneralement, qu’elle est nulle ou positive. Yoici d’autres moyens 
de se convaincre de la verite de cette proposition : 

Au lieu de transformer, comme nous Lavons fait jusqu’ici, les forces 
qui sollicitent le systeme, nous substituerons a ce systeme, sur lequel 
elles agissent, un corps plus simple, mais susceptible d’etre deplacS 
de la meme maniere, et par la nous ferons dependre les conditions de 
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Fequilibre du systeme des proprietes de Fequilibre du corps qui le 
remplace. 

Supposons que les puissances appliquees a un systeme materiel' 
solide ou fluide, assujetti a des conditions quelconques, aient un mo¬ 
ment total nul pour un certain deplacement, il sera facile de recon- 
naitre, corame nous allons le prouver rigoureusement, que les puis¬ 
sances ne peuvent point operer dans le systeme le derangement en 
question. Soient p, q, r, s, ... les points oil les forces P, Q, R, S, ... 
sont appliquees; considerons en particulier le derangement qui a lieu 
lorsque les points p, q, r, s, ..., venant a se mouvoir suivant des lignes 
que nous pouvons designer par p', q', r', s', ..., prennent les vitesses 
virtuelles initiales dp, dq, dr, ds, ... rapportees aux directions des 
forces. La valeur du moment est 

et on la suppose nulle; d’oii il s’agit de conclure que ce deplacement 
ne peut pas resulter de Faction des forces. Nous imaginerons un corps 
different du systfeme, qui passe aussi par les points de Fespace desi- 
gnes par les lettres p, q, r, s, ..., et qui puisse etre tellement derange 
que les points p, q, r, s, ..., etant mus sur les lignes p', q', r', s', ..., 
decrivent les espaces infiniment petits contemporains dp, dq, dr, 
ds, .... Il nous sera aise de demontrer le theoreme en transportant 
Faction des forces sur ce nouveau corps, qui est, comme on le voit, 
capable des memes vitesses virtuelles que le systeme, et que nous 
supposerons de plus ne pouvoir etre deplace que de cette maniere. 
Mais il faut auparavant examiner quel peut etre ce corps que nous 
substituons au systeme. 

18. On cherchera d’abord de quelle maniere il fautunir le point/) 
au point y pour qu’en faisant mouvoir ce premier point avec une cer- 
taine vitesse, selon la ligne donnee p’, le point q commence & se mou¬ 
voir suivant la ligne q' avec une vitesse donnee. Que Fon fasse passer 
par le point p un plan perpendiculaire k la ligne p’, et par le point q un 
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plan perpendiculaire a la ligne q'\ que par le point p on abaisse une 
perpendiculaire A sur la commune intersection des deux plans, et que 
par le point oil cette perpendiculaire rencontre la commune intersec¬ 
tion on eleve dans le plan qui passe par le point q une seconde per¬ 
pendiculaire A'; enfin, que par le point q on abaisse une troisieme 
perpendiculaire A" sur la seconde perpendiculaire h' : on pourra 
regarder les deux perpendiculaires A et h! comme formant un levier 
dont les deux rayons font un angle invariable mobile autour de la 
commune intersection, consideree comme un axe. La troisieme per¬ 
pendiculaire A" peut aussi representer un levier droit mobile autour 
d’un axe fixe, qui serait place dans le second plan, et perpendiculaire 
au levier en un point dont le lieu est arbitraire. Si done on fait mou- 
voir le point p suivant la ligne p', le levier angulaire communiquera le 
mouvement a l’extremite du second rayon; cette extremite fera mou- 
voir celle du levier droit, et le mouvement initial passera ainsi au 
point q, dans la direction donnee q'; la position du point d’appui du 
levier droit etant arbitraire, on la determincra de maniere que la con¬ 
dition de la raison proposee des deux vitesses soit remplie. Si Ton con- 
<joit un assemblage analogue de leviers entre le point q et le point r, 
entre le point retie points, etc., on aura un nouveau systeme capable 
des vitesses virtuelles dp, dq, dr, ds, ..., e’est-a-dire susceptible 
d’eprouver le deplacement particulier que l’on attribue au premier 
systeme, et qui ne pourra etre derange que de cette maniere. 

Au reste, il n’est ici question que du mouvement initial, et les 
leviers que nous venons de decrire sontpropres a le transmettre. Mais, 
si Ton supposait que les espaces parcourus suivant les lignes p', q', 
r’,... sont de grandeur finie, il faudrait faire quelque cliangement a la 
construction des leviers, en pla^ant a chacune de leurs extremites un 
Secteur qu’un fil envelopperait. 

19. Nous pouvons prouver maintenant que les forces qui sollicitent 
le systeme n’y occasionneront pas le deplacement qui repond aux 
vitesses virtuelles dp> dq, dr, — En effet, si ces memes forces solli- 
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cilaient aux points p, q, r, ... l’assemblage des leviers, qu’on ne sup¬ 
pose point (l’abord unis au systeme, il est certain qu’elles se feraient 
dquilibre. Ccla resulte assez clairement du principe du levier et de 
eelui do la composition dcs forces pour que nous ne nous arretions 
point a le demontrer : or on doit en conclure que ces memes forces, 
appliquees au sysfeme seul, ne feraient point eprouver le deplacement 
qui pent lui etre comtnun avec les leviers. Supposons le contraire, afm 
de juger si cctte hypothese peut subsister. Les points p, q, r, s, ... 
venant done a prendre les vitesses virtuelles dp, dq, dr, ..., si Ton 
conceit que le point p du premier systeme est uni au point p du 
second, il en resultera que l’assemblage des leviers sera entraine lors 
du displacement quo Ton suppose occasionne par les forces, et, par 
hypothese, les points q et q, r et r, ... des deux systemes ne se sepa- 
reront point. De la il s’ensuitevidemment que les memes mouvements 
auraient lieu si ces points q et q, r et r, ... n’etaient pas seulement 
coincidents, mais unis, ainsi que les points p et p; consequence qu’il 
serait superllu de demontrer. Ainsi nous sommes obliges de supposer 
(jue les forces P, Q, It, ... agissant sur les deux systemes reunis, aux 
points p, q, r, s, ..., produira'ient du mouvement: or cela est impos¬ 
sible; car nous avons vu que les forces appliquees aux seuls leviers se 
detruiraiont mutucllcmcnt. Si, dans cet etat, on fait coincider le pre¬ 
mier systeme avec le second et qu’on les unisse, il est manifeste que 
l’equilibre ne peut etre trouble. Done on est parti d’une supposition 
fausse, savoir que les puissances appliquees au premier systeme seule¬ 
ment y occasionncraicnt le deplacement auquel repondent les vitesses 

virtuelles dp, dq, dr, _On prouvera de la meme maniere que tout 

autre derangement, pour lequel le moment total des forces est nul, ne 
peut etre occasionne par ces forces; et de la on tire cette consequence 
particuliere, en quoi consiste le principe des vitesses virtuelles, que 
si, parmi tous les derangements possibles, il n’y en a aucun qui ne 
reponde a un moment nul, il doit y avoir equilibre. 

20. Il n’est pas meme necessaire, pour que les forces se detruisent, 

63 
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que la somme des moments soit toujours nulle : il suffit qu’elle ne soit 
pas negative, en sorte qu’il n’y ait aucun deplacement possible pour 
lequel cette somme ne soit nulle ou positive. En effet, si cette condi¬ 
tion est remplie, en conservant la construction qui sert de fondement 
a la demonstration precedente, on sera conduit aux memes conse¬ 
quences. On prouve aisement, par la simple theorie du levier, que ces 
forces, appliquees au second syst'eme seulement, ne peuvent y occa- 
sionner un derangement pour lequel le moment total est positif; et, 
comme on suppose que la presence des obstacles rend tout autre depla¬ 
cement impossible, il faut que les forces, agissant sur les leviers, les 
maintiennent en equilibre. Get etat ne cessera point si Ton applique 
le premier systeme surle second. Done ces forces ne peuvent produire, 
separement, dans le premier systeme, le deplacement en question; car 
cela aurait encore lieu si Ton appliquait le second systeme sur le pre¬ 
mier; et nous venons de voir que cet effet est impossible. 

21. Reciproquement, si des puissances tiennent un systeme mate¬ 
riel quelconque en equilibre, il ne peut y avoir aucun derangement 
possible pour lequel la somme des moments soit negative : ce qui se 
demontre ainsi. Si l’on admet que le systeme puisse passer dans une 
telle position que le moment des forces soit negatif, il faut en conclure 
qu’il n’y a point equilibre; car l’equilibre ne cesserait point si ce depla¬ 
cement devenait seul possible. Il estaise de se representer ce dernier 
effet en coneevant, entre tous les points p, q, r, s, ... du systeme, des 
assemblages de leviers pareils a ceux que nous avons deceits ci-dessus, 
et capables des vitesses virtuelles qui respondent au deplacement dont 
il s’agit. On n’a pas besoin de demontrer que l’equilibre ne seraitpas 
trouble par l’apposition de ces leviers: or il est impossible qu’il n’y ait 
pas du mouvement; car les forces se trouveraient alors appliquees a un 
assemblage de leviers qui ne manquerait pas d’etre deplace si la somme 
des moments des forces etait negative, ainsi qu’il resulte de la theorie 
du levier. Done il est necessaire, dans le cas de l’equilibre, que la 
somme des moments des forces ne soit jamais negative. 
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22. Toutes les fois que les deplacements que le corps peut eprouver 
sont determines par des equations de condition auxquelles ils doivent 
satisfaire, le moment total des forces qui se font equilibre ne peut pas 
etre positif, parce que, si cela avait lieu, le moment qui repond au 
deplacement contraire serait negatif (voir art. 15); et comme ce der¬ 
nier deplacement est egalement possible, puisqu’il satisfait aux equa¬ 
tions de condition, les forces ne pourraient point se detruire, comme 
il suit de l’article precedent. C’est pourquoi il est necessaire, dans ce. 
cas, que la somme des moments des forces soit nulle pour qu’il y ait 
equilibre, ce qui est le veritable sens du principe des vitesses vir- 
tuelles. Mais si les deplacements ne sont point assujettis a des equa¬ 
tions de condition, ce qui arrive souvent, l’equilibre peut subsister 
sans que le moment des forces soit nul, pourvu qu’il ne soit pas 
negatif. 

Il n’en est pas de meme lorsqu’on regarde les resistances occasion- 
nees par des obstacles comme des forces appliquees au systeme. La 
somme des moments des forces doit toujours etre egalee a zero; mais 
il faut, de plus, avoir egard au signe que le calcul donne pour les forces 
qui ticnnent lieu des resistances. 

23. Nous pouvons aussi deduire les conditions generates de I’equi- 
libre des corps de considerations qui different, a quelques egards, de 
celles que nous venons d’employer. 

Concevons qu’un systeme materiel solide ou fluide, ou generalement 
d’une nature quelconquc, ®t de plus assujetti, dans les mouvements 
qu’il pourrait prendre, a de certaines conditions, est sollicite par plu- 
sieurs puissances P, Q, R, S, ... appliquees aux points p, q, r, s, ...; 
supposons que 1’equation 

P dp Q dq -(- R dr 4-. .. ~ o 

soit satisfaite, quelles que soient les variations dp, dq, dr, ... compa¬ 
tibles avec les equations de condition; il est question de prouver que 
le corps demeurera en equilibre. La conclusion sera evidente lorsqu’on 
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aura demontre cette proposition plus generale que, si, pour un depla¬ 
cement particulier, l’equation est satisfaite, ce deplacement ne pourra 
etre occasionne par les forces, soit qu’il y ait equilibre ou non. II faut 
done imaginer que le corps est deplace de maniere que la somme des 
moments des forces qui le sollicitent a se mouvoir soit nulle, etfaire 
voir qu’il est impossible que les forces lui impriment ce mouvement. 
Nous ferons abstraction de Taction que les puissances exerceraient sur 
le corps immediatement apres qu’il aurait pris une situation differente 
de celle qu’il a; car, si la premiere impulsion des forces le maintient en 
equilibre, il ne sera pas neeessaire d’avoir egard aux impulsions sub- 
sequentes, lesquelles pourraient differer des premieres si le mouve- 
ment avaitlieu. Maintenant concevons que la force P exerce son action 
au moyen d’un fil qui, etant renvoye par un anneau fixe, se reflechit 
verticalement de bas en haut; son extremite superieure est attachee a 
celle d’un levier horizontal qui porte un poids a l’autrc extremite; la 
valeur du poids est telle qu’il convient pour representer la force. Le 
fil auquel ce poids est attache enveloppe un secteur fixe a 1’extremite 
du levier, et passe de suite dans un anneau de renvoi, au-dessous 
duquel le poids se trouve place. II en est de meme de toutes les autres 
puissances Q, R, S, .... Maintenant, lorsque le point P du systeme 
change de position, en prenantdans la direction de la force une vitesse 

initiale representee par dp, on, plus exactement, par le poids se 

meut aussi, et sa vitesse initiale depend de la construction, et particu- 
lierement de la raison des deux bras de levier. Mais la vitesse virtuelle 
du poids ne peut differer de celle du point p oil la force P est imme¬ 
diatement appliquee, sans que la quantitede ce poids differc aussi de 
celle de la force P que le poids remplace. II suit de la simple theorie 
du levier que le moment du poids est egal a celui de la force, ou 
a P dp. 

On peut, afin de rendre la preuve independante des notions des 
quantites infiniment petites, supposer que le poids p ne se meut point 
en ligne droite et uniformement; mais la figure du secteur que porte 
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Ic levier pent etre tellement adaptee au mouvement varie du point p, 
qu’il en resulte dans le poids un mouvement uniforme suivant une 
verticalc. Maintenant, comme la construction est arbitraire et que les 
puissances P, Q, R, S, ... seront toujours remplacees, quant a leur 
effct actual, par les poids correspondants pourvu que les quantites de 
ces poids soient convenables, rien n’empeehe de disposer de la raison 
des bras do levier en sorte que tous les poids aient la meme vitesse, 
en observant seulement que cette vitesse sera positive pour tous les 
poids qui s’elevent lors du deplacement, et negative pour les autres; 
de plus, on pout supposer que tous les poids qui s’elevent coincident 
au memo point de l’espace et que ceux qui s’abaissent se confondent 
aussi en un second point place a la meme hauteur que le premier. II 
est aise de voir que la somme des poids qui s’elevent doit etre egale a 
cello des poids qui s’abaissent, pour que l’equation 

P dp 4- Q dq -h. .. — o 

soil satisfaile. C’est pourquoi, si Ton joint par une droite inflexible les 
deux points oil tous les poids sont suspendus, et qu’on fixe au milieu 
un poids double, cette seule force tiendra lieu de toutes cedes qui 
agissent actuellcmcnt sur le systeme; etce qui le prouve claireinent, 
c’est que ces dorniercs forces, prises en sens contraire, feraient equi- 
librc a la premiere. On pourra supposer, au lieu de la ligne horizontal, 
une poulic d’un diametre egal a cette ligne, enveloppee par le prolon- 
gement des fils verticaux et chargee a son centre du poids qui rem- 
place la force. II no reste plus qu’a distinguer si le corps, sounds a la 
seule action du poids, peut eprouver le deplacement dont il s’agit. Or, 
si cela avait lieu, tout le systeme tournerait autour du milieu de 1 hori- 
zontalc ou du centre de la poulie, e’est-a-dire qu’un poids produirait 
seul un mouvement dc rotation autour du point auquel il est attache; 
cc dont on pourrait demontror l’impossibilite si on ne la devait pas 
regarder comme manifeste. 

On pout dune conclure, a»ec certitude, que le poids qui template 
les forces n’occasionnera point dans le systeme le deplacement pour 
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lequel la somme des moments est nulle; que Ies forces elles-memes 
ne peuvent pas produire ce deplacement en vertu de leurs premieres 
impulsions; enfin, que cette action des forces ne peut imprimer aucun 
mouvement si, pour chacun en particulier, la somme des moments est 
nulle. 

Les transformations du genre de celles dont nous venons de faire 
usage nous paraissent fournir le moyen le plus simple de manifester 
Pexistence du principe des moments. Si l’on se contentait de substi- 
tuer a chacune des forces un poids attache a un fil renvoye par une 
poulie fixe, on reconnaitrait que, pour chaque deplacement du systeme 
en equilibre, la quantite de mouvement des poids qui s’elevent est 
egale a celle des poids qui s’abaissent; et, quoique cette remarque ne 
puisse pas etre consideree comme une demonstration, neanmoins elle 
ramene le principe des vitesses virtuelles a celui de Descartes, ou au 
principe employe par Torricelli. II est naturel de penser que Jean Ber¬ 
noulli connaissait quelque construction analogue. On trouve les memes 
idees dans un Ouvrage de Carnot, imprime des 1783 , sous ce titre : 
Essai sur les machines en general. Ce Traite renferme des vues impor- 
tantes sur la Mecanique generale, et specialement surle principe des 
vitesses virtuelles. 

III. 

24. L’equilibre, tel que nous venons de le considerer, est un etat 
abstrait que la nature ne presente jamais : la destruction des forces 
n’est point instantanee; a proprement parler, elle ne peut s’operer 
entierement. Les corps en equilibre eprouvent des mouvements peu 
sensibles qui les portent alternativement en deqa et au dela d’un 6tat 
moyen : c’est ce dernier etat qui est represente par les formules des 
geomfetres. Nous nous proposons de deduire des principes expos6s 
ci-dessus les conditions de la stabilite de l’equilibre. 

Pour que l’equilibre physique ait lieu, il ne suffit pas que la somme 
des moments des forces soit nulle; car il resulte seulement de cette 
condition que le corps, etant place dans une certaine situation, la con- 
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servern I oil jours : mais la slabill to consiste en ce que le systeme, etant 
oxcitu par de legoros impulsions, ne s’ecartera pas sensiblement du 
liou qu’il oecupait d’almrd. Supposons done qu’il en soit ainsi d’un 
corps d'une nature queleonque, soumis a Taction de plusieurs forces P, 
Q. H, S, ... qui le maintiennent dans la position A de l’equilibre. On 
vnit d’abonl que, cet. equilibrc etant stable, il ne cessera point de l’etre 
si Ton suppose* que qm*lques-uns des deplacements infiniment petits 
que le systeme pourrait eprouver soient rendus impossibles par la pre¬ 
sence de certains obstacles, (lonccvons quo le corps puisse etre trans¬ 
port!* de A en B, les eoordonnees x, y, z, ... de ses differents points 
se cliangcant, btrs du deplac.emcnt, en x dx, y -+- dy, z -+- dz, ...; 
que, de plus, tout autre deplaeement devienne impossible, effet qu’il 
est aise di* se representor ( voir art. 21). Cette derniere circonstance ne 
pent pas nuire, mt plutbl (die ne peut quo contribuer k la stability de 
I’eipiilibre : e’est pourquoi il sera necessairc que le systkme, etant place 
en B, soil sidlicite il se mouvoir de B en A, ce que l’on reconnaitra par 
le signe du moment. La valour du moment est, en general, 

I 1 up I • Q Bf/ -h B or -1-..., 

c tiidiipiaut les variations dues au deplaeement : dans le cas oil le 
corps se trouve en B, olio devient 

p ,})> t i5Q >f \ ... -I- (f(P ■+■ Q d<] 4-...) 


. . . . ,/(!>*, yQ 

la pi-rmicrc panic, cat millc par hypothlae. Mamtenant il est 
n ,., c..:iir.. .[iM- Ic <lc|.la.Tlii«,t tic B cn A reponde a an moment mSgatrf. 

cvpri.. IVspi-oo ,1c « deplaeement, il faut, an lieu de 8, ter, re 

dx on a done, pour la valour du moment, 

ii(y dp -f- Q dq+ • • • )* 

if. ,,ui di.il ,M,c m-fralivo. On reconnait ainsi qne, dans le cas on 
Fequilibre est stable, Fexpression 

tl( I* tip -t- Q d<! + B dr 4-...) 
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doit etre positive, quels que soient les accroissements doc, dy, dz, ..., 
supposes d’ailleurs compatibles avec les conditions auxquelles le sys¬ 
teme est assujetti. 

25. Reciproquement, si rf(P dp -h Qdq ■+-.. .) est une quantite tou- 
jours positive, le systeme etant suppose place en A resistera a tout 
changement d’etat; car, de quelque maniere qu’on lc deplacc, il faudra 
detruire la force qui le ramenerait de sa nouvelle position dans la pre- 
cedente s’il n’en pouvait prendre aucune differente de cos deux-la. 
Ainsi, le corps etant en A, les forces ne pourront lui imprimer aucun 
mouvement, parce que la somme de leurs moments est nulle; et, de 
plus, ces forces resisteront dans tous les sens aux causes etrangeres 
qui tendraient a deplacer le systeme : or ces deux circonstances ne 
peuvent se rencontrer que dans l’equilibre stable; d’ou il suit que les 
conditions de cet equilibre sont : i° que la somme des moments soit 
nulle; 2 0 que la quantite differentielle d(Vdp 4 -...) soit toujours 
positive. 

26. Nous avons vu que I’equilibre peut avoir lieu sans que le 
moment total Pop-t-Qo<jr-)-Ror-i-... soit nul; il suffit qu’il soit 
toujours positif; dans ce cas, l’expression 

P3/> -t- Q §q +...-+- d(P8p -t- Q §g ..) 

ne se reduit plus a la seconde partie seulement, mais a la premiere. 
Si done au lieu de 8 on ecrit — d, on connaitra que la quantite 

— (Vdp 4 - Q dq +...) 

doit toujours etre negative; et, comme cela a lieu par hypothese, il s’en- 
suit que, dans ce cas, l’equilibre est toujours stable. Ainsi la condition 
unique de l’equilibre physique proprement dit consiste en ce que la 
somme des moments soit toujours positive; ou, si elle est nulle, ce qui 
doit arriver pour tous les deplacements determines par des equations 
de condition, il faut que son accroissement soit toujours positif. Quand 
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condition it'csj pus retnplie pour Ionics les situations voisinos, 
r,<|tuli!'i«‘ tt’a jioiiti lieu, ct il est impossible quo la nature tut odre 
jaioai*' tie .fiulilaliles, 

i". II nr rest e plus qii’ii indiquer les moyeus tie reeonnailre si nolle 
quantile dilleretiiii lie //* \'il/i O ,/ij ; est toujourspositive. Soienl 
ti, u , h . n ... b-s variables ciitieremeiil arbitraires tlont dependent 
Intis les liuitiveiueiits possibles ilu systeme; on pourra (lone., pttr (les 
elimination-, roiiveiiablos, trotiver, pour la soinme des moments 

I’ ii/i o </y .... 

tine e\ptessimt de retie lorine 

I .In t tin l <lu l tin . . .; 

l,| ,| ,| .... son! des foiirtinits des variables //, //’, //", it" . 

Ititb-H ufi.itil i ettr lot ttiitie et suppriioaiit les tenues <|tti c.oulionnent 
|,l , | , . , pat i'e qtte i itaeui! tie i'is eoettirieuts est Util ihtUS le eas 

de I'eqMtbbl f, tot ti olive 

ill illij til V / H #/! tilt * 

1111,111111*' *\m «"4 * 1 * ti l‘M ini* 

,t ,/„» h .in .1,1 . tin tin ■ .* ./« 1 h till ,III . • .»■»/«'> e. . 

,, f, , , ,i . . soul .les fom-tions ties valours quo les 

, oultlonn. • • nut dan la position de ieqt.illbre, et n*S valours SOUt 
If#11 rii1j»iii I*** rijtiiitioti* 

| n 1 *I ... 

Vtttst <i, /*,«•. .«!,/' . it . ... soul ties eoust autos eonmtos. 

Hi Li tjtilit11«• 

|* i) </y || it* t . »« f l ^ s4> * ^ * * * ’ 

e%t it tie ditlereutieile evaete t/V . il est simpletiiont question do reoou- 
iMtirr M % ft tin mttitmiiiu : tl para it metne «|h’'U1 »’» roeboreho los 



506 


STATIQUE. 


conditions de l’equilibre stable que dans ce cas, qu’on est fonde a 
regarder comme celui do la nature. L’analyse precedente nous fait voir 
que, dans une hypothese quelconque dc forces, on reconnaitra la sta¬ 
bility de l’equi fibre en verifiant si la quantite 

cl did “t— b cl cl dii* ... —t- ci' du 1 " -h—... 

est positive pour toutes les valeurs arbitraires que l’on peut attribuer 
a du ,, du', du", ..... Cette condition suppose des relations entre les 
coefficients a, b, c, a', b', c\ a", ...; et on les obtiendra de 
la meme maniere que s’il s’agissait de distinguer le cas du minimum. 

On connait une solution fort simple de cette derniere question; elle 
se reduit a decomposer la quantite proposee en plusieurs carres, ce qui 
manifeste sur-le-champ les relations cherchees. Si les coefficients a, b, 
c, .a', b', c',a", ... s’evanouissent a la fois, la quantite dilferen- 
tielle qui lui succedc doit avoir aussi des coefficients nuls pour qu’il y 
aitequilibre.Ilresteraalorsaverifiersilasommedes termesoii les dif- 
ferentielles ont quatre dimensions est necessairement positive. Mais il 
faut remarquer qu’ici la methode de la decomposition en carres n’est 
point suffisante : nous nous sommes assure que les relations qu’on en 
deduirait ne seraient pas reciproques. La solution generale du pro- 
bleme depend de la theorie des equations. 

Nous avons dessein de publier dans ce Recueil une suite de Memoires 
nontenant des recherches nouvelles sur la theorie des equations. On se 
propose de reprendre dans son entier le probleme de la resolution gene- 
rale des equations. Ainsi Ton aura occasion de traiter la question par- 
ticuliere dont il s’agit dans cet article. 

28. Nous n’avons point considere les petits mouvements que peut 
eprouver le systfeme dans le voisinage de l’equilibre. La solution gene- 
rale du probleme des petites oscillations fournit aussi les conditions 
de la stability de l’equilibre; et Ton peut en conclure, de la manibre 
la plus directe, que, lorsque l’accroissement du moment est toujours 
positif, non seulement le corps resiste a tout changement d’dtat, mais 
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■ore il ne doit s’eeartor quo fort peu de sa premiere situation. Cette 
istion a etc soumise a une analyse tres elegante par l’illustre auteur 
la Meeanique analylixfue. 

)n pent encore demonlrer, par les resultats de celte solution, une 
(position importante quo Daniel Hernoulli a conmie le premier et 
uivee dans plusieurs eas partie.uliers : e’est quo les petites oseilla- 
ns des corps se eornposentd’oscillations simples qui s’aecomplissent 
memo temps sans se nuirc {voir aussi le premier Volume de VExpo- 
on du System? du monde). Sans enlrer dans des details deja eonnus 
jui seraient du ressortde la Dynamique, je me contcnterai d’ajouter 
remarques suivantes, (jui me paraissent appartonir aidant ii la Pliy- 
uegeneralc qifa la (leomelrie. 

21). On sail que les equations qui rcpresenlont les petits mouve- 
ids du systeme sont du second ordre et lineaires : ecs equations 
it entre les indelerminees arbilraires dont dependent toules les 
mlonneos. Kn substituant de nouvelles indeterminees aux prece¬ 
des, on peut, gendraleinent parlant, obtenir des equations sepa rites 
la forme 

lir '■ Kf / u: 

ist facile do s’en assurer; etcela fournil le moyen d’integrer les pro¬ 
ves. On en eonclura que, si i’on fixe sur un axe eommun horizontal 
fere ids pendules simples, lours mouvements peuvent eorrespondro 
rfaitement aver, ceux du syslfeme. Le nombre et les longueurs de ees 
rid ules no dependent que de 1ft nature du systbme et des forces qui 
niment. Les eoordonnbes des diners points sont des functions lineaires 
$ arcs dderits par les pendulest la position initiate de ces pendules, 
les vitesses qui leur sont d’abord eommuniqubes, dependent de la 
ure initiale du systbmo et des impulsions primitives. Ces pendules 
nt d’abord places de manibre k reprbsentcr le premier btat du sys- 
m, puis abandonnbs h faction de la pesanteur, jointe it la vitesse 
tiale, dbtermineront k cheque instant la position actuelle du sys- 
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t'eme; et tous les mouvements dont le meme corps est susceptible 
seront pareillement represents par ceux du memo assemblage de 
pendules. 

Cette construction s’applique aux mouvements de tous les corps en 
general, et il n’y en a aucun dans lequcl il ne se trouve certaines inde- 
terminees entierement independantes entre clles, qui oscillent separe- 
ment. C’est ainsi que se composent toutes les petites agitations, en 
apparence tumultueuses et confuses, que nous pouvons observer a 
l’approche de l’equilibre. 

30. Il estaise de connaitre dans quel cas les corps sont disposes a 
reprendre leur figure initiale. Cette circonstance depend des rapports 
de longueurs entre les pendules, c’est-a-dire des dimensions du corps 
et des forces qui le sollicitent. 

i° Lorsque cette disposition existe, l’etat initial du corps n’y peut 
apporter de changement; et, quel que soit cet etat, le corps reprendra 
sa figure initiale, puis il la quittera pour la reprendre de nouveau : 
toutes ces vibrations successives seront de la meme duree. 

2 0 Les impulsions primitives que le corps pourrait avoir regues ne 
troublerontpas la disposition dontil s’agit; le corps reprendra toujours 
sa premiere situation, et les vitesses initiales seront exactement reta- 
blies. 

3° La duree de ces vibrations ne dependra ni de la premiere figure, 
ni des premieres impulsions, mais seulement de la nature du systeme; 
de sorte que, en quelque lieu qu’il se trouve d’abord place et de 
quelque maniere qu’on le frappe, il accomplira ses vibrations dans le 
meme temps qu’il aurait employe s’il eut ete mu differemment. C’est 
en cela que consiste I’isochronisme proprement dit, qualite singuliere 
que nous eprouvons dans les corps sonor’es, et que le Caicul nous 
apprend a distinguer, comme on le voit, dans toutc matiere suscep¬ 
tible d’osciller regulierement. Cette duree, commune a toutes les oscil¬ 
lations possibles, est, a proprement parler, le ton du corps, qui change 
avec la nature et les dimensions du systeme, ainsi qu’il est aise de le 
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remarquer dans le pendule simple. Les corps se distribuent done en 
deux classes : ceux qui ne peuvent jamais reprendre leur premiere 
figure, et ceux qui ne peuvent point la perdre, dans ce sens qu’ils s’y 
retrouvent toujours apres un temps determine. 

Les consequences de cettc theorie generate sont trop multiplies 
pour que leur enumeration puisse trouver place dans cet ecrit : nous 
avons du seulement indiquer ce qui peut contribuer a mieux faire con- 
naitre la nature des agitations presque insensiblcs qui precedent et 
accompagnent toute espece d’equilibre. 

\ 

IV. 

31. Pour rendre complete cetle theorie dc I’equilibre, il ne nous 
restc plus qu’a traiter des principes memes dont nous sommes parti, 
de celui du levier et dc celui de la composition des forces : l’un se 
reduit facilement a l’autrc; aussi nous nous occuperons du premier 
seulement. Archimede a explique l’equilibre des poids inegaux dans 
lo levier par celui des poids egaux dans la balance. Soit une ligne 
droite chargee, en cliaeune de ses parties egalcs, de poids egaux, et 
on cquilibre sur un point fixe place au milieu : si depuis l’extremitc 
on prend sur la longueur cntierc 2 a une longueur 2 h, on pourra, sans 
rompre l’equilibre, reunir au milieu de la ligne -ih les poids distribues 
sur cette longueur, et operer dc meme sur la ligne restante ia — 2 I 1 : 
alors les bras de levier seront a — h et h, et les poids seront propor- 
tionnels aAeta- h. 

II serait inutile de chorchcr rien de plus simple que ce raisonne- 
ment; seulement il semble necessairc dc prouver que l’equilibre n’est 
point trouble lorsqu’on reunit deux poids egaux au milieu de leur dis¬ 
tance; ce qui parait d’autant moins evident que le point d’appui peut 
se trouver place entre les deux poids. On a remarque depuis longtemps 
cette imperfection de la demonstration d’Archimede {voir les Ouvrages 
de d’Alembert), et plusieurs geomfetres ont tente d’y remddier. Le 
celebre Huygens a laisse un ecrit particulier sur cet objet. On pour- 
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rait croire qu’Archimede avait prouve lo lemme dont il s’agit, dans un 
Traite separe sur les centres de gravite r voici, en effet, un moyen fort 
simple de lever cette petite difficulte. 

32. II suffit de demontrer que deux forces egales ct paralleles font 
equilibre a une force double placee au milieu de la distance. En e.lTel, 
ce lemme etant une fois admis, supposons qu’un levier en equilibre 
soit charge, entre autres, de deuxpoids egaux P et P aux deux points a 
et b; si aux deux extremites et au milieu d’une ligne egale a la dis¬ 
tance ab on applique trois forces paralleles, dont deux soient egales 
et une double et contraire, il y aura equilibre. On peut maintenant. 
reunir cette ligne ab en equilibre au levier, qui s’y trouve aussi, et 
concevoir que les deux forces egales qui agissent en a et b sent egales 
et contraires aux poids P et P. Il est manifesto que l’equilibre ne peut 
etre trouble par cette application de la ligne sur le levier. Or, les forces P 
et P se trouvant detruites, il ne restera plus qu’un poids double au 
milieu de la distance. 

Il s’agit maintenant de prouver le lemme en question. Jo remarque 
d’abord que trois forces egales, qu’on peut comparer a trois poids, 
appliquees a un point et dirigees suivant les trois rayons qui diviscnl 
le cercle en trois secteurs egaux, se font manifostement equilibre. 



Maintenant, par chacun des points A et B d’une horizontale AB, je 
mene deux lignes qui font avec la ligne AB, et des deux cotes, des 
angles equivalents au tiers d’un droit; j’applique k chacun des points A, 
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B, C, D trois forces qui se font equilibre separement, et sont toutes 
egales entre elles. De plus, je suppose le milieu de la ligne sollicite 
par deux forces doubles des precedentes et opposees entre elles. Si la 
figure est regardee comme un plan materiel, et la disposition des forces 
telle qu’on le voit ci-contre, il est clair que toutes ces forces se de- 
truisent, excepte cellos qui se doivent faire equilibre conformement 
au Iemme. On obtient ainsi la preuvc rigoureuse de cette proposition, 
qui peut d’ailleurs etre demontree de plusieurs manieres. 

33. Il est aise maintenant d’etablir, au moyen du soul calcul, le 
principc du levier, comme on peut le voir dans les nouveaux Memoires 
de Turin, tome II. En voici une demonstration entierement. exacte. Soit 
une force p appliquee a un levier droit en un point#, dontla distance 
au point d’appui est x; on se propose d’estimer lc moment de rotation 
de cette force, c’est-a-dirc le poids qui lui ferait equilibre etant place de 
l’autre cote du point d’appui, a une distance determinee, qu’on peut 
supposer egale a l’unite de mesure. Nous appellerons Q ce moment, 
dont la valeur depend, comme on voit, de p et x\ ainsi 

Q = 9{p,x), 

<p etant ict 1’inconnue. 

Nous remarquons d’abord que, si p devenait p -+- dp, x etant con¬ 
stant, il faudrait aussi augmenter la valeur dc Q. Il est manifeste que 
cet accroissement de Q n’est rien autre chose quo le moment de rota¬ 
tion de la force dp agissant it la distance x. Done 

^Qdp = y(dp,x), 

ou, parce que le second membre ne contient pasjo, 



ainsi Q = ap +• b, ou simplement ap, Q et p devant etre nuls en meme 
temps, quel que soit x. Ainsi, il est prouve que cp (p,x) est de la 
forme4 1 etant 1’inconnue. 
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Maintenant, si de part et d’autre du point x on prend la distance e, 
et qu’aux extremites on applique Ies forces ct ^p, lc moment de- 
rotation de ces deux forces, ou, ce qui est la meme chose, la somme 
des moments de rotation de chacune d’elles sera toujours Q : done 


p <b(x) — \p ty(x — e) -+- 4 p ^{x e) 

°u 

2 <\i{x) = — e) -t-*p(a?-l- e). 

Differentiant, en regardant e comme seule variable et representant 
c?[^(m)] par ']/(“) <*«» on trouve 


ou, faisant e — x, 


t|/(# + e) = ty'(x — e) 


Le second membre est une constante inconnue. On a done aussi 


et, integrant, 


<b'(x) = a 
^(a?) = ax -+- b. 

Comme ^(o) = o et = i, il s’ensuit que Q = px; ce qui fournit 
le.theoreme connu. 

y. 


34. Faisons maintenant le rapprochement des differentes proposi¬ 
tions demontrees dans cet ecrit, afin de rendre plus sensible leur 
dependance mutuelle. 

Les Grecs, qu’on peutregarder comme les inventeurs de la Statique, 
ont fait consister la theorie de l’equilibre dans le seul principe du 
levier. Descartes et Galilee ont entrevu des verites plus generales. 
Varignon, empruntant de Stevin le principe de la composition des 
forces, le choisit pour le fondement de la Mecanique; et les elements 
de cette science parurent etre fixes. En meme temps, Jean Bernoulli 
proposa le principe des vitesses virtuelles ou des moments : cette 
decouverte, dont il est peut-6tre redevable a la lecture des ecrits de 
Descartes, fut reproduite dans tout son jour, et meme rendue plus 
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generale dans la Mecanique analytique. Ce dernier Ouvrage, que Ton 
doit compter parmi les plus belles productions du siecle, offrit la Meca¬ 
nique sous une forme nouvcllc, et 1’on connut alors toute l’importance 
de la proposition de Bernoulli. 

Les demonstrations rapportees plus haul ne laissent aucun doute 
sur la verite de ce principe general; elles servent encore a en indiquer 
plus exactement la nature et le veritable sens, et nous conduisent a des 
theoremes nouveaux. 

Les proprietes de l’equilibre dependent done entierement de la con¬ 
sideration des moments; elles se deduisent, avec toute F exactitude 
que Ton peut desirer, du seul principe du levier. L’equilibre du levier 
depend de celui de la balance; et nous avons ramene ce dernier au cas 
de trois forces opposees qui se detruisent evidemment. 

Lorsqu’un corps est soumis a Taction de plusieurs forces qui ne se 
font point equilibre, il penche plus ou moins, si l’on pout parlor ainsi, 
vers les diverses situations qui avoisinentla sienne. Cette disposition a 
etre deplace d’une certaine maniere peut etre mesuree, et cette mesurc 
est le moment. 

Le moment est, au signe pres, le produit de la force par Feffct qu’elle 
obtient. 

Le corps tend vers une position donnec si la somme des moments 
qui respondent a ce deplacement est negative, et il prendrait cette posi¬ 
tion s’il ne pouvait se mouvoir autrement: au contraire, il est port6 a 
s’en eloigner si la somme des moments est positive. Ainsi le moment 
n’exprime pas seulement une combinaison d’idees abstraites, mais on 
peut se le representer comme l’exposant d’une circonstance physique, 
savoir de la tendance au deplacement. 

Parmi toutes les situations qui conviennent a un corps, celle de 
l’equilibre est unique; et, quand le corps y est place, toutes les autres, 
ou plus exactement toutes les situations immediatement prochaines, 
lui sont indifferentes, e’est-a-dire que le moment pour chacuno de ces 
situations est nul. Ce n’est point une imperfection de cette theorie de 
l’equilibre, comme on l’objectait a Descartes, d’avoir a conaiderer les 
II. 65 
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petits mouvements du systeme : c’est qu’il est necessairc do comparer 
la position actuelle avec toutes celles qui l’avoisinent. 

Lorsque le systeme est en mouvement, le moment, pris en ne con- 
siderant que le lieu actuel du corps et celui oil il se trouvcra l’instant 
suivant, a une infinite de valeurs successives. Tous ces degres s’aceu- 
mulent, pour ainsi dire, dans le mobile, et composent sa force vivc. 
Lorsqu’il n’a plus de force vive a acquerir, le corps est dans la situa¬ 
tion de i’equilibre relatif; je veux dire que, si on l’y plagait et qu’il ne 
put se mouvoir autrement qu’il le faisait d’abord, il y demcurerait. 

II n’est pas necessaire que le moment soit nul pour quo le corps 
reste en equilibre; il suffit que le moment ne soit negatif pour aucun 
deplacement possible, c’est-a-dire que, de toutes les situations qui con- 
viennent au mobile, il n’y en ait aucune vers laquelle il soit porte, soit 
qu’il n’ait aucune tendance vers elle, soit qu’il en ait une contraire. 
Tels sont les vrais elements de la Statique; le principc de la compo¬ 
sition des forces, la consideration des moments.de rotation, sont des 
resultats particuliers et insuffisants. La theoric generale des moments, 
telle que nous venons de l’oxposer, contient toute la science de l’equi- 
libre, et a l’avantage de se preter a {’application du Calcul differential 
(voir la Mecanique analytique). 

35. Ces proprietes des moments se manifestent de difierentes ma¬ 
nures; ce qui se presente d’abord consiste a chercher dans tous les 
cas la valeur du moment total. On peut le fairc en distinguant tous 
les mouvements simples dont se forme un mouvement quelconque d’un 
systeme. Le moment total est la somme des moments dus a chacun de 
ces mouvements partiels. 

Si 1 on suppose le systeme en equilibre, on trouvera que la valeur 
du moment est toujours nulle ou positive. 

Cela est, pour ainsi dire, evident pour 1c cas du point en equilibre. 
Il en est de meme de la ligne droite sollicitee a ses deux extremites 
par des forces qui se detruisent. Par la meme raison, dans l’equilibre 
d un fil tendu a ses deux extremites, le moment est nul ou il est positif. 
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Ce resultat a lieu aussi dans le cas ou deux corps se servant mutuelle- 
ment d’appui sont maintenus en equilibre. 

L’effet d’une force ne change point lorsqu’on l’applique a un point 
quelconque de sa direction, regardee comme une ligne inflexible; il en 
est de meme du moment do cette force. 

En general, le moment des composantes est, pour le meme deplace¬ 
ment, toujours egal a celui des resultantes, quoique les unes n’agissent 
pas aux memos points que les autres. On demontre done la verite du 
principe des moments toutes les fois qu’on reduit les forces qui se font 
equilibre a des resultantes egales et opposees. 

Cette reduction se presente d’elle-meme dans le cas des corps durs; 
et dans tout equilibre d’un pared corps, il se trouve un plan, une 
ligne et un point presses par deux forces egales et directement oppo¬ 
sees : le moment est done nul dans le cas de 1’equilibre. 

Si un systeme de corps unis par des fils et sollicites par des forces 
qui se detruisent est deplace de maniere que ces fils demeurent tendus, 
le moment est nul; il est positif si les extremites des fils se sont rap- 
prochees; il ne peut jamais etre negatif. 

Un assemblage de molecules solides en equilibre presente les memes 
conditions; le moment, ou la tendance au deplacemcnt, est nul lant que 
les molecules qui se pressaient ne cessent point dc se toucher. Pour 
toutes les autres situations, le moment est positif. 

L’equilibre des fluides incompressibles depend encore de la valeur 
du moment total. La masse sur laquelle agissent les forces qui se 
detruisent ne pourrait changer de situation qu’en augmentant ou 
conservant ou perdant son volume. Le premier cas n’a pas lieu, parce 
que le systeme a une tendance contraire, e’est-a-dire que les forces ont 
un moment positif pour toutes les situations dans lesquelles cela arri- 
verait; ni le second, parce qu’alors toutes les situations sont indiffe- 
rentes, le moment etant nul; ni le troisieme, par hypothese. 

36. On peut presenter d’une maniere generate la preuve des propo¬ 
sitions precedentes. 
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Lorsqu’une portion cle matiere solide, flexible ou fluide, douee ou 
non d’elasticite sensible, libre ou eprouvant la resistance de surfaces 
ou de points fixes, est sollicitee par des forces qui se detruisent, chacun 
de ses points, pris separement, est en equilibre au moyen des forces 
qui peuvent lui etre appliquees et de Taction qu’exercent immedia- 
tcment sur lui d’autres points materiels du systeme. Parmi ces autres 
points, qui agissent sur le premier, j’en distingue un seul, et je vois 
que le systeme des deux points en question, considere isolement, est 
en equilibre; c’est-a-dire que, si Ton remplaqait par de nouvclles forces 
exterieures cclles qui proviennent de Taction exercee sur chacun de ces 
deux points par les autres points voisins, il y aurait equilibre. Or il est 
certain que Taction reciproque des deux points equivaut a deux forces 
eontraires egales et dirigees dans le sens de la ligne qui joint les 
points. Done il est necessaire que les forces qui leur sont appliquees 
se reduisent de part et d’autre a deux forces egales eontraires et diri¬ 
gees dans le sens de la meme ligne. Si Taction mutuelle des deux 
points tend actuellement a les eloigner, il faut que les resultantes des 
forces exterieures tendent a les rapprocher; il faut de plus que la dis¬ 
tance des deux points ne puisse pas devenir moindre; je veux dire que 
le compose dont ils font partie doit 6tre tel qu’en le deplaqant de toute 
maniere, mais librement et en employant une force infiniment petite, 
les deux points en question ne puissentpas se rapprocher au premier 
instant du deplacement, ou, pour parler plus exactement, que la dif- 
ferentielle premiere de la distance des deux points ne soit jamais nega¬ 
tive : car, si co rapprochement etait possible, il aurait lieu en vertu 
des resultantes des forces exterieures, et le systeme des deux points 
ne serait pas en equilibre. L’existence de cette action reciproque des 
deux points, qui s’oppose actuellement a leur rapprochement, prouve 
done que le deplacement du compose pendant lequel ils se rapproche- 
raient n’est pas compatible avec l’etat de ce compose, et ne peut se 
fa ire qu’en luttant contre des forces qui lui sont inherentes. 

Si les resultantes des forces appliquees aux deux points tendent a 
les eloigner, il faudra, pour les memes raisons, que la variation lineaire 
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general, et soit qu’il y ait equilibre ou non, le systeme ne peut etre 
porte par les forces dans une position pour laquelle la somme des 
moments n’est pas negative. 

On peut obtenir autrement le meme resultat, et demontrer ainsi le 
principe des vitesses virtuelles, sans recourir a la notion des quan¬ 
tity infiniment petites. II s’agit seulement de substituer a toutes les 
forces une seule resultante qui, agissant sur un corps intermediate, 
produise dans le systeme le meme effet que ces forces. II devient mani¬ 
festo alors que la resultante ne peut mouvoir le systeme, soit parcc que 
le point ou elle agit est immobile, soit parce qu’elle est nulle; car les 
deux cas peuvent avoir lieu separement, suivant les constructions qu’on 
emploie. 

Toutes ces consequences sont independantes de la nature du sys¬ 
teme; les Guides en particular sont assujettis a la memo loi. Le prin¬ 
cipe des moments etant exactement demontre, rien ne doit empecher 
d’en faire ^application a l’Hydrostatique, sans avoir recours a aucun 
fait particulier fourni par l’experience. On peut aussi demontrer direc- 
tement, par les memes raisonnements que ci-dessus, la propriete de 
1’egalite de pression en tous sens. Ainsi nous dcvons considercr les 
corps Guides comme des amas de molecules entierement- soumises 
aux lois generates de la matiere; et il n’y a plus, sous ce rapport, 
d’intervalle entre la mecanique des Guides et celle des autres cspeces 
de corps. J’ai rapporte ces dernieres demonstrations pour jetcr un 
nouveau jour sur la theorie des moments, peasant que 1’importance 
du sujet justiGerait tous ces details. Je ne doute pas qu’on no puisse 
envisager l’equilibre sous d’autres points de vue. On a publie recem- 
ment en Italie un Ouvrage etendu sur le principe des vitesses virtuelles : 
je n’en ai eu connaissance qu’apres avoir compose ce Memoiro, qui a 
ete livre a l’impression au commencement de l’an VI. 

38. La position de I’equilibre n’est pas seulement celle que le corps 
conserverait si on la lui donnait: elle est plutot celle dont on ne pour- 
rait le faire sortir, de quelque manibre que ce fut, sans dbtruire une 
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partie des forces qui l’animent. Ainsi le corps penche vers l’equilibre 
de tous les lieux voisins, ou, ce qui est la meme chose, le moment 
naissant est toujours positif. De la, la maniere de distinguer l’equi- 
libre vrai de l’equilibre faux. 

Si, dans la position de l’equilibre, le moment n’est pas nul, mais 
positif, la condition de la stability est toujours remplie. La stabilite de 
I’equilibre depend du signe du moment; et cette qualite de 1’equilibre 
est susceptible d’etre mesuree sous le double rapport de sa valeur et 
de son etenduc. 

La nature ne peut jamais offrir l’equilibre exact; seulement les corps 
nous paraissent dans cet etat, et leurs excursions echappent a tous nos 
sens, ou a quelques-uns d’entre eux. Lorsque le systeme est place dans 
le voisinage de l’equilibre, il oscille a l’entour de cette position et s’en 
ecartepeu; mais il ne peut jamais y demeurer, et le lieu dans lequel 
un corps pourrait restcr en repos est celui qu’il est le plus porte a 
’ quitter lorsqu’il y passe. 

La nature des petits mouvemcnts que les corps eprouvent dans la 
region de l’equilibre nous est connue, et elle est bien digne de 
remarque. La situation du corps depend a chaque instant des valeurs 
de certaines indeterminees. Ghacune d’elles oscille librcmcnt et varie 
comme l’arc clecrit par un pendule simple. Toutes ces vibrations s’ac- 
complisscnt ensemble sans se troublcr, cn sorte que le mouvement du 
systeme est parfaitemcnt analogue a celui de plusieurs pendules atta¬ 
ches a divers points d’un axe horizontal. On peut, d’apres cela, trouver 
a chaque instant la figure et la position du systeme; mais il est essen- 
tiel do ne point perdre de vue la nature de la methode qui nous fournit 
ces resultals. Comme on rejette les dimensions superieures des va¬ 
riables, ou que l’on prend l’une pour l’autre deux quantites inegales, 
mais dont la derniere raison est l’unite, il s’ensuit que les c-ircon- 
stances du mouvement determine par ces procedes n’ont jamais lieu, 
quelque voisin que le corps soit de l’equilibre : elles conviennent a ce 
mouvement regulier dont les agitations du corps approcheront d’autant 
plus que les impulsions primitives seront plus petites. Ainsi la figure 
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representee par les resultats du calcul n a qu une existence abstraitc 
et ne peut jamais etre celle du corps qui oseille. Cette remarque donnc 
la solution des difficultes qu’on a proposees sur la figure des cordes 
vibrantes. 

Tous les corps, de quelque nature qu’ils puissent etre, sont sujets a 
osciller ainsi, et nous jugeons qu’ils sont en equilibre des quo lours 
oscillations deviennentinsensibles: mais les uns quittent et reprennent 
sans cesse leur position initiale, en divisant le temps en mcsures 
egales; les autres changent continuellement de situation. Les pre¬ 
miers, quo i que susceptibles de vibrations infinimcnt varices, n en 
peuvent eprouver que de symetriques; et non sculement la duree nst 
la meme pour les vibrations qui se succedent, mais elle est aussi la 
meme pour celles que le corps aurait eprouvecs si on lui cut donne 
toute autre figure initiale. On a remarque d’abord cette propriety dans 
le pendule simple; mais l’isochronisme des petitcs oscillations no con- 
vientpas plus au cercle qu’a toute autre courbe. Cette commune duree, 
ou le ton du systeme, ne depend ni du premier etat ni des premieres 
vitesses. Ainsi, un corps de cette espbce, qui, a la verity, ne peut 
demeurer dans la position singuliere de l’equilibre, occupe successi- 
vementdes lieux environnants; il n’y a aucun de ces lieux dans lequel 
il ne revienne a de certains instants, separes tous par un intervalle con¬ 
stant que des impulsions quelconques ne peuvent pas changer. G’cst la 
raison pour laquelle les corps sonores rendent un son egalcment grave 
ou egalement aigu, de quelque maniere qu’ils soicnt frappes. Les excep¬ 
tions ne sont dues qu’a l’intensite des sons subordonnes. Les corps sus¬ 
ceptibles d’oseillations regulieres, ou qui conservent leur ton, sont 
done propres a diviser la duree en parties egales et procurent ainsi 
la mesure naturelle du temps. Lorsque plusieurs sont mis en contact 
et qu’il existe entre eux certains rapports de figure et de dimension, 
il suffit d’en ebranler un seul pour exciter et entretenir les mouve- 
ments des autres. Loin que, dans leurs vibrations particulibres, ils se 
heurtent et se contrarient, il arrive bientot que le systeme de tous ces 
corps se meut symetriquement et en temps egaux. C’est ainsi que, au 
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def'aut de nos sens, le ealcul soul nous avertirait de la coexistence des 
vibrations simples et, si l’on peut parler ainsi, de la composition har- 
inonique lies oscillations. 

Les resultats que nous venous cl’cxposer se rencontrenl dans toute 
espece de matiercs. La nature reproduit ces phenomenes sous les 
formes les plus variees : on les observe particulierement dans les fre- 
tnissements des corps sonores; et e’est une branche du Calcul integral 
qui fournit les principcs fondamentaux de l’barmonie. 
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Recherches statistiques sur la ville de Par it et le departement de la Seine; 1826 . 


I. 


L’etude des proprietes du climat, celle de 
richesse agricole ou commerciale, exigent le 


la population cl de la 
plus souvenl quo Ton 


(*) Nous lisons dans YEloge de Fourier par Arago ( CEuores ■ completes' de Francois' 
Arago, t. I, p. 36 o) qu’d la secondo Restauration lo pr6fot de la Seine, M. do (Chabrol, 
ayant appris quo Fourier, son ancien professeur k l’ficole Poly technique, so trouvait sans 
place el presquo sans ressourcos, lui confia la direction supdrieuro du Bureau do la Sla- 
tistique de la Seine. 

« Fourier, nous dit Arago, rdpondit dignement a la confiance de M. de Chabrol. Les 
Mdmoires dont il enrichit les intdressants Volumes publids par la Prdfecluro do la Seine 
serviront desormais de guide k tous ceux qui ont le bon esprit de voir dans la Statistiquc 
autre chose qu’un amas indigeste de chiffres et de travaux. » 

Le Recueil auquel Arago fait allusion a did publid sous le titre suivant: Recherche ,v 
statistiques sur la Ville de Paris et le departement de la Seine . II se compose de quatre 
Volumes publids successivement en 1821, 1823, 1826 et 1829. Chacun d’eux contienl k la 
fois des Mdmoires et des Tableaux statistiques. Les Mdmoires, non signds, sont certaine- 
ment de Fourier. Nous avons, sur ce point, les tdmoignages des contemporains, et, d’ail- 
leurs, il suffit de lire les Notions ge'ndrales sur la population, insdrdes dans le Volume de 
1821, et le M 6 moire sur la population de la Ville de Paris depuis la fin du xvif siecle, 
qui fait partie du Volume de 1828, pour y reconnaltre la main et le style mcme de Fou¬ 
rier. 

Par un sentiment que tout le monde comprendra, l’illustre gdomdtre a tenu k s’efTaccr 
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determine la valeur numerique moyenne d’une certaine quantite. On 
observe, ou Ton extrait des registres publics, un grand nombre de va- 
leurs differentes de cette quantite; on ajoute tous les nombres qui l’cx- 
priment, et Ton divise la somme par le nombre des valeurs qui ont etc 
mesurees : le resultat est la valeur moyenne. Par exemple, si l’on 
entreprend de determiner la duree de la vie humaine a une cpoquc el 
dans un pays donnes, on marque pour un tres grand nombre d’hommes, 
dans les conditions les plus diverses, Page qu’avait atteint chacun des 
decedes; la somme de ces ages, divisee par le nombre des deces, est la 
duree moyenne de la vie. II n’y a personne qui ne connaisse cc procede 
simple par lequel on determine un nombre moyen, et il n’y a pour 
ainsi dire aucune question de Statistique qui ne donne lieu a l’appli- 

devant M. de Chabrol, comme le montre le passage suivant que nous cmpruntons 4 17 /m- 
toire de VAcademie, ecrite par Fourier lui-m6me, pour Vanne'e 1822 (Tome V dos Me¬ 
moir e$ de VAcade'mie des Sciences , p. 3 1 4 )• 

« L’Acad^mie se souvient du beau travail dont M. le comte de Chabrol a rduni les ma- 
teriaux nombreux et authentiques, qu’il a publids, en 1821, sous lo tit re do Recherches 
statistiques sur la Ville de Paris et le departement de la Seine , et qui conlient 62 Ta¬ 
bleaux. Elle apprend avec intent que cemagistrat continue ces pr&ueuses rechcrches, les 
seules jusqu’h present dans leur genre, et que la suite en doit paraitro incessarnmenl. 

» Graces soient rendues aux administrateurs qui font servir l’influence et l’auloritd de 
lours importantes fonetions, ainsi que les secours de tout genre dont ils peuvont disposer, 
a resoudre des questions d’un egal inl6r£t pour le Gouvernement et pour los particulars, 
pour les Sciences exactes et pour les sp6culations de l’j£conomie politique. Proclamor les 
litres que de pareils travaux leur donnent k la reconnaissance, e’est acquitter envors cux 
une dette publique de la maniere la plus convenable. » 

Nous nous contenterons de reproduce ici deux Merits d’un int6r6t tout k fait gdndral, pu- 
biles dans les Volumes de 1826 et 1829. On y trouve exposes, avec touto la notletd desi¬ 
rable, les resultats acquis a la Science dans l’etude de Tune des questions les plus irnpor- 
tantes du Calcul des Probability, de eelle qui doit int^resser au plus haul degrd los 
physiciens et les personnes qui s’oeeupent de Statistique. Certains passages d’aillours, tols 
que celui qui concerne la pyramid© de Cheops, montrent que Fourier 6tait d6jct on posses¬ 
sion des resultats qu’il expose et des regies qu’il 6nonce, 4 l’^poque ofi il faisait parti© do 
1 expedition d’figypte. Au sujet de ces Memoires de Fourier, on pourra consul ter 1 © Calcul 
des Probabilite's de M. J. Bertrand. 

Nous signaierons aussi, dans le m6me ordre de recherches, deux autres travaux de Fourier. 
L’un est un Memoire sur la the'orie anatytique des assurances, publie, en 1819, au Tomo N 
des Annales de Chimie; 1 autre est le Rapport sur les tontines prdsentd k 1 ’Academic des 
Sciences dans la stance du 9 avril 1822. La Commission 6tait composde de Lacroix, Pois- 
gon et Founer > rapporteur. Ce Rapport, qui comprend dix-huit pages, est ins6r6 dans le 
Tome Y des M&moires de l Academie des Sciences (page 26 de Y Hlstoire de l *AcadAmie ) . 

G . D. 
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cation de cette regie commune. C’est pour cela qu’il est tres utile 
d’examiner avec attention les consequences qu’elle fournit, et le dcgre 
d’approximation auquel on parvient. 

II est d’abord evident que la valeur moyenne est connue avec d’au- 
tant plus de precision que l’on fait concourir a eette recherche un 
plus grand nombre d’observations, et Ton voit aussi qu’il est neces- 
saire de ne point se borner a certaines professions ou conditions, mais 
de les admettre toutes indistinetement, afin que, par la multitude 
et la promiscuite des elements, les variations accidentelles se com- 
pensent, et que Ton forme ainsi un resultat moyen et general. Nous 
avons indique dans un autre Memoire comment cette compensation 
s’etablit; elle est fondee sur le principe suivant, qui est un des pre¬ 
miers theoremes de l’Analyse des probability, savoir : que, dans un 
nombre immense d’observations, la multiplicite des chances fait dis- 
paraitre ce qui est accidentel et fortuit, et qu’il ne reste que 1’effet 
certain des causes constantes; en sorte qu’il n’y a point de hasard pour 
les faits naturels consideres en tres grand nombre. On n’a point ici 
pour objet de demontrer ce principe, qui se presente de lui-meme a 
l’esprit; mais on se propose d’en faire connaitre les consequences 
mathematiques, et d’en deduire des regies usuelles qui s’appliquent 
facilement aux reclierches stalistiques, 

II. 

On reconnait d’abord que, pour un meme genre d’observations, le 
resultat moyen est connu d’autant plus exactement que le nombre 
des valeurs qui forment la somme totale est plus grand. II est evident* 
que, si Ton emploie, dans le calcul de la duree moyenne de la vie, 
quatre mille valeurs particulieres, cette duree sera determinee avec 
plus de precision que si Ton emploie seulement deux mille valeurs ou 
trois mille. Mais quelle est la mesure de ces differents degres de pre¬ 
cision, et quelle relation y a-t-il entre le nombre qui l’exprime et le 
nombre des valeurs qui ont servi a calculer le resultat moyen? 
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Avant de resoudrc cette question, nous ferons remarqucr quo Ton 
peutacguerir une conuaissance assez exacte de la precision du resullat 
sans recouriraux theories mathematiques. II suflit, par exemple, dodi- 
viser en deux parties l’enscmble des valeurs observees, dont le nombre 
est suppose tres grand, et de prendre pour chacune de cos parties la 
valeur du resultat moyen; car, si ces deux valeurs different exlrememcnt 
peu 1’une de I’autre, on est fonde a regarder chacune d’elles coimne (res 
precise. Rien n’est plus propre que ce genre d’epreuves a meltre en 
evidence l’exactitude des resultats statistiques, et il est presqtic inu¬ 
tile de presenter au lecteur des consequences qui ne sont pas verifiers 
par ces comparaisons des valeurs moyennes. 

Pour appliquer avec fruit cette premiere remarque, il faut remonter 
au principe dont elle est deduite, et concevoir bien distinctement que 
la repetition et la variete des observations suffisent pour decouvrir les 
rapports constants des effets dont la cause est ignorec. Cette con¬ 
clusion, dont nous allons citer un exemple numerique tres simple, 
s’applique aux objets les plus divers; et il n’y a point, dans la matiero 
que nous traitons, de notion plus generale et plus importantc. 

III. 

Si l’on suppose qu’une urne contient un nombre inconnu de boules 
blanches et un nombre different de boules noires, on pourra deter¬ 
miner par 1’experience le rapport inconnu de ces deux nombres. 11 
faut pour cela repeter un tres grand nombre d’epreuves, dont cha¬ 
cune consiste a extraire une boule de l’urne proposee, et a 1’y replacer 
apres avoir marque sa couleur. On comptera combien il est arrive de 
fois qu’une boule blanche est sortie, et combien il est arrive de fois 
qu’uqe boule noire est sortie. Le rapport de ces deux nombres, qui 
sont designes par m et n, pourra d’abord differer beaucoup du rap¬ 
port des nombres inconnus M et N; mais le quotient variable — ap- 
prochera continuellement du quotient fixe Ainsi, en supposant que 
le nombre des epteuves qui ont ete faites est tres grand, et designant 
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par m et n les nombres respectifs des boules blanches ou noires sor¬ 
ties de l’urne, le rapport ^ differera extremement peu du rapport : 

la difference ™ peut etre ou positive ou negative, et cela est for- 

tuit; mais lavaleur effective dc cette difference sera une fraction de- 
cimale extremement petite, et cela arrive necessairement. 

Supposonsmaintenantque, apres avoir acheve ce nombre d’epreuves, 
que nous indiquons par r, on renouvelle une operation du meine 
genre, et que le nombre des epreuves qui forment cette seconde opera- 

m' 

tion soit r, ou un au tre nombre tres grand /. Le rapport des nombres 
respectifs des boules blanches ou noires, sorties pendant cette sccoiide 
operation, differe aussi extremement. peu du rapport fixe ainsi les 

quotients ^ sont l’un et Pautre tres voisins du quotient — Les 

quantites dont ^ et^- different entre elles, et different de^j> dinii- 

nuent indefiniment et sans limite a rnesure quo les nombres r et / 
augmentent; e’est-a-dire que les nombres ret/ des epreuves pourraienl 
etre rendus assez grands pour qu’il n’y cut aucune difference appre¬ 
ciable entre les rapports deduits de l’une ct de Pautre operation. 

La veritb de ces consequences s’offre d’elle-meme; la raison seule 
les suggere; mais PAnalyse mathematique des inodernes les a plei- 
nement confirmees. Elle determine jusqu’oii il faut porter le nombre 
des epreuves pour quo l’on puisse, dans la pratique, etre assure qu’unc 
seconde operation analogue donnerait sensiblement le memo resultat. 
L’Analysc dont il s’agit rnesure exactement la probability de ce re¬ 
sultat; e’est-a-dire qu’elle exprime en nombres combien il est pro¬ 
bable que la valeur moyenne calculee est comprise entre des limites 
donnees; elle prouve aussi qu’il y a une limite des plus grandes erreurs 
possibles. Ces considerations s’etendent a tous les genres de recherches, 
et Pon voit que la perseverance ou la multiplicity des observations 
supplee en quelque sorte a la connaissance des causes, et qu’elle suflil 
II. 67 
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pour decouvrir les lois auxquelles les effets naturcls sont assujettis. 
Les sciences philosophiques doivent ce progres a Jacques Bernoulli 
et aux grands geometres qui lui ont succede. 


IY. 

On pourrait appliquer ces principes a la recherche do la duree dcs 
generations humaines, question qui interesse a la fois 1’histoirc natu- 
relle de l’liomme et la chronologie, et qui n’a point encore etc reduite 
au calcul. II faut d’abord remarquer que la duree des generations 
n’est point celle de la vie moyenne. Ces deux intervalles, que plu- 
sieurs ecrivains politiques n’ont pas distingues, dependent de condi¬ 
tions tres differentes; ils ne sont point composes des memes elements, 
et ne sont pas soumis de la meme maniere a I’influence des lois civiles. 
On voit, par exemple, que la loi qui regie Cage oil lc mariage pout etre 
contracte concourt directemcnt a determiner la duree des generations. 
On voit aussi qu’il est necessaire'de considerer separemenl la duree 
des generations pour les deux sexes, pour les premiers-nes, pour les 
successions royales. 

Pour determiner la duree commune.' des generations virilcs , c’est- 
a-dire la valeur moyenne de l’intervalle de temps qui s’ecoule dcpuis 
la naissance du pere jusqu’a la naissance d’un de ses fils, il faudrait so 
procurer la connaissance d’un grand nombrc de valours particulieres 
expriinant cet intervalle, comme 3ooo ou 4 ooo. On saurait done, pour 
ehacun de ces cas particuliers, quel age le pere avail atteinl lorsque le 
tils est ne. On formerait la somme de tous ces ages, et on la diviserait 
par 4000 ; le quotient serait la valeur moyenne cherchee. 

11 est evident qu’il ne faudrait pas restreindre I’enumeration aux 
seuls premiers-nes; car le resultat exprimerait alors la duree moyenne 
des generations des premiers-nes seulement, et cet intervalle est plus 
court que la duree commune, qui est l’objet de la question; il faudrait, 
au contraire, admettre indistinctement et sans aucun clioix dans l’enu- 
meration les premiers, les seconds, les troisiemes fils, etc., et ne point 
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se borner a dcs conditions ou professions speciales, afin quo, par 
la variete et la multiplicity des observations, on representat sensi- 
blement l’etat de la societe commune. Cela pose, le resultat moyen 
exprimerait la valeur approchec de I’intervalle dont il s’agit. Mais il 
resterait a determiner le degre d’approximation. On ignorerait encore 
si la valeur trouvee est tres voisine de celle que Ton chercbe, ou de 
combien elle peut en differer. La determination de ces limites esl 
importante dans toute recherche; lorsqu’elles ne sont point connues, 
on ne peut se former qu’une idee tres vague de la precision du resultat. 
Nous donnerons, dans les articles suivants, une regie facile pour me- 
surer cette precision. 

V. 

Un des moyens les plus simples de verifier les nombres que four- 
nissent des observations multiplies consiste, comme nous I’avons dit, 
a diviser fortuitement la serie de ces observations en diverses parties, 
et a comparer les valeurs que Ton deduil separement de chacune de 
ces parties. L’cmploi de ces regies suppose evidemment que la com¬ 
position de l’urne ne change point pendant toute la duree des expe¬ 
riences. On pourrait sans doute appliquer ces regies an cas oil des 
changements surviendraient dans la nature des causes, et 1’on pent 
memo connailre ainsi i’cffet de ces changements. Mais il est neces- 
saire, dans ce cas, de consider.cr separement les intervalles dans les- 
quels la cause demeure constante, et de multiplier les observations 
relatives a chacun de ces intervalles. Les sources les plus communes 
de l’erreur et de l’incertitude des consequences que plusieurs ecrivains 
deduisent des recherches stafistiques sont : i° l’inexactitude des ob¬ 
servations primitives, recueillies par des moyens tres divers et non 
comparables; 2 0 le trop petit nombre des observations, ce qui ne per- 
met point de les diviser en series et de former separement le resultat 
de chaque serie; 3° I’alteration, ou progressive ou irreguliere, que les 
causes ont subie pendant la duree des observations. 
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YI. 

Jusqu’ici nous n’avons point considere les consequences mathe- 
niatiques, mais seulement celles que presente un premier examen. II 
faut maintcnant approfondir la question, et montrer comment elle peut 
etre resolue par les theories aualytiques. Si le nombre des valeurs 
observees est tres grand, et si, apres les avoir ajoutees ensemble, on 
divise la somme par leur nombre, le quotient est une valour moyenne 
tres approchee; il est certain que le degre d’approximation est d’au- 
tant plus grand que Ton a employe un plus grand nombre de valeurs 
particulieres. On voit, de plus, que, si ces valeurs particulieres sont 
tres peu differentes les unes des autres, on est fonde a regarder le 
resultat comme plus exactement connu que si elles etaient tres ine- 
gales. Ainsi le degre d’approximation ne depend pas seulement du 
nombre des quantites que I’on a reunies : il depend encore du plus ou 
moins de diversite de ces quantites; il s’agit de se former une idee 
exacte de ce degre d’approximation, et de montrer que la precision 
du resultat est unequantite mesurable que 1’on peut toujours exprimer 
en nombres. Nous enoncerons d’abord la regie qui doit etre suivie 
pour trouver cette mesure numerique de la precision. 

Designons par a, b, c, d ,..., n les valeurs particulieres dont on a 
deduit le resultat moyen, et par A ce resultat; m exprime le nombre 
des valeurs, et on le suppose tres grand. La valeur moyenne A est 
egale a la somme a + 6 + c+ ...+n, divisee par le nombre m. On 
prendra le earre de chacune des valeurs particulieres; puis, ajoutant 
ensemble tous ces carres, a- + b- 4 - c 2 -4- d- + ... -+- ti*, on divisera 
leur somme par le nombre m, ce qui donnera un quotient B, qui repre¬ 
sente la valeur moyenne des carres. On retranebera de B le carre A 2 de 
la valeur moyenne, et Ton divisera le double du reste par le nombre m. 
Extrayant la racine parree du quotient, on trouvera urie quantite que 
nous designons par g, et qui sert a mesurer le degre de l’approximation. 
Plus la valeur de g est petite, plus la moyenne calculee A est voisine 
de la valeur exacte que Ton cherche. 
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Les resultats precedents sont exprimes comme il suit: 

A — — (ct —h -f- c d ... -f- n ), 
m ' 

B = -i- (H- b % H- C 2 -b dr -h . . . -j- 7l ~), 
ill ' 

»=\/s (B “ A!) - 

Pour citer un exemple de l’application de cctte regie, nous suppo- 
serons que l’on a trouve 4 ooo valeurs particulieres, savoir : 

iooo cgales a 2, 

2000 )) 5 , 

S 000 )) 12 . 

En general, les quantites observees sont toutes inegales, et clles ne 
se reduisent point, comme les precedentes, a un petit nombre de va¬ 
leurs differentes; mais nous n’avons ici en vuequed’indiquer lamarche 
du calcul. 

La somme des valeurs observees est 1000.2 4- 2000.5 4- 1000. 12 
oil 24000, et cctte somme, divisee par /jooo, qui est Ie nombre des 
quantites, donne 6 pour la valcur moyenne. La somme des carres des 
valeurs est rooo .4 4- 2000.25 4- tooo . i 44 ou 198000. Divisant cctte 
somme par /jooo, on a 49 i pour la moyenne des carres. On en retranche 
le carre 36 de la valeur moyenne; il reste | 7 -. On divise 27 par 4 ooo, 
ensuite on extrait la racine carrec du quotient ou : cette ra- 
cine est \J 1 °8°; en effectuant l’operation, on a 0,08216 ou a tres 
peu pres 82 milliemes. C’est cette fraction qui fait connaitre le degre 
d’approximation du resultat moycn. 

VII. 

Pour expliquer Ie vrai sens de cette proposition, il est necessaire de 
rappeler le principe qui sert de fondement au calcul des quantites 
moyennes. Supposons done quo 1 ’on ait ajoute ensemble un grand 
nombre de valeurs observees, et que l’on ait divise la somme par le 
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nombre m, ce qui donne la quantite A pour la valeur moyenne; nous 
avons deja remarque que l’on trouverait presque exactement cette 
raeme valeur A, cn employant un tres grand nombre d’autres obser¬ 
vations. En general, si 1’on excepte des cas particuliers et abstraits 
que nous n’avons point a considerer, la valeur moyenne ainsi deduite 
d’un nombre immense d’observations ne change point; elle a unc 
grandeur determinee H, et Ton peut dire que le resultat moyen d’un 
nombre infini d’observations est une quantite fixe, oil il n’entre plus 
rien do contingent, et qui a un rapport certain avec la nature des faits 
observes. C’est cette quantite fixe H que nous avons en vue comme le 
veritable objet. de la recherche. On lui compare'chacune des valeurs 
particulieres, et Eon appelle erreur ou e’cart la difference entre cette 
valeur particuliere et la valeur fixe H, qui serait le resultat moyen d’un 
nombre infini d’observations. 

Le nombre que nous avons designe par m, qui est celui des valeurs 
observees, ne peut etre infini, mais il est tres grand; en sorte que la 
valeur moyenne A, donnee par ce nombre m d’observations, n’est point 
la grandeur fixe H qui resulterait d’un nombre infini. Elle en differe 
en plus ou en moins d’une quantite H — A, qui est tres petite. Cette 
difference H — A, que nous designons par D, est, a proprementparler, 
l’erreur de la valeur moyenne A. Cela pose, il est extremement pro¬ 
bable que l’crreur D sera fort petite si le nombre m est tres grand; et 
toutefois il n’est pas entierement impossible que cette erreur D soit 
assez grande. Elle est susceptible d’une infinite de valeurs differentes, 
qui peuvent toutes avoir lieu, mais qui sont tres inegalement pos¬ 
sibles. Or nous determinerons quelle probabilite il y a que l’erreur D de 
la valeur moyenne A ne surpassera pas une limite donnee E, abstrac¬ 
tion faite du signe, e’est-a-dire sera comprise entre -+-E et — E. 

VIII. 

-A 

On sait que la probabilite d’un evenement s’estime par la compa- 
raison du nombre des chances qui amenent cet evenement au nombre 
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total des chances egalement possibles. Ainsi, lorsqu’on a place dans une 
urne des bonles de differentes sortes, on nombre total M, savoir : un 
nombre m d’une premiere sorte, un nombre n d’une seconde sorte, 
un nombre p d’une troisicme, etc., la probabilite de la sortie d’une boule 

de la premiere espece est celle de la sortie d’unc boule de la seconde 

espece est ^ etainsi de suite, Mdesignantle nombre totabn+«+/)+_ 

C’est sous cette forme unique quo se presentc la solution de toutes les 
questions de l’Analyse des probability. Quelque compose quo soit un 
evenement, lorsqu’il est exactement defini, on peut en mesurer la pro¬ 
babilite, parce que Ton parvicnt a prouvcr qu’elle equivaut a celle de 
retirer une boule d’une espece determinee, en puisant dans une urne 
qui contient seulement un nombre m do boules de cette espece sur un 
nombre total M de boules de differentes especes. La fraction ^ est la 
mesurc de la probabilite cherchee. Tout l’art de la recherche consiste 
ii deduire des conditions enoncees la valeur de cette fraction ~ Mais 
il arrive souvent que cette deduction mathematique est un problemt' 
difficile, dont la solution exige une connaissancc approfondic de la 
science du calcul. 

IX. 

Cette notion de la probabilite s’appliquc aux erreurs de mesure aux- 
quelles on est expose dans l’usage des instruments. 

En effet, quelque precis que soit un instrument donn6, par cxemple 
celui dont on se sert pour mesurer un angle, on ne trouve point par 
une premiere operation la valeur exacte de cet angle, mais seulement 
une valeur approchee. L’erreur est vraisemblablementtres petite; tou- 
tefois il n’est pas impossible qu’elle soit assez grande; il est seulement 
tres probable que I’erreur positive ou negative n’excede pas une cer- 
taine limite, comme trois minutes de degre; et cela a lieu meme pour 
des instruments assez imparfaits. Une erreur moindre, comme celle 
d’une minute en plus ou en moins, est beaucoup plus probable. L’in- 
strument pourrait etre tel que la valeur moyenne de l’erreur a laqucllo 
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on est expose a chaque operation fut une minute. Dans ce cas, il est 
aussi probable que Ton se trompera de plus d’une minute qu’il est 
probable qu’on se trompera de moins d’une minute. Alors la fraction i 
exprime quelle probabilite il y a que la grandeur exacte de Tangle est 
comprise entre la valeur que donne Tinstrument, augmentee d’une mi¬ 
nute, et cette meme valeur, diminuee d’une minute. Cette crreur d’une 
minute, dont la probabilite est 5 , est en quelque sorte moyenne et 
commune; c’est-a-dire que, dans l’usage infiniment repete de Tinstru¬ 
ment dont il s’agit, il arrivera autant de fois qu’on se trompera de 
moins d’une minute qu’il arrivera de fois qu’on se trompera de plus 
d’une minute. 

On voit quo, si Tinstrument etait plus parfait, Terreur moyenne, 
dont la probabilite est 4, serait moindre qu’une minute. On pourrait 
donner a un instrument de ce genre un tel degre de precision que 
Terreur commune, dont la probabilite esti, fut seulement la cinquieme 
partie d’une minute. Nous disons que ce second instrument serait cinq 
fois plus precis que le premier. En general, la valeur de Terreur com¬ 
mune ou moyenne qui serait designee par H est telle que, dans un 
nombre immense d’operations, il y a autant d’erreurs positives ou ne¬ 
gatives qui surpassent H qu’il y en a de moindres que H. Le rapport de 
ces deux nombres d’erreurs, les unes plus grandes que II, les autres 
moindres, approche continuellement de Tunite a mesure que le nombre 
des observations augmente. Nous definissons ainsi Terreur moyenne. 


X. 

Il est facile d’etendre a la recherche des valeurs moyennes la defi¬ 
nition mathematique du degre d’approximation. 

Considerons que, la valeur moyenne A donnee par un nombre m 
d’observations pouvant differer de la quantite fixe H qui serait don¬ 
nee par un nombre infini d’observations, la difference ou erreur H — A 
est vraisemblablement tres petite si le nombre m est tres grand. L’er- 
reur eventuelle H — A est susceptible d’une infinite de valeurs inega- 
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lenient possibles. Ces crreurs ont des limites vraisemblables; c’est- 
a-dire qu’il est extremement probable que l’erreur commise en plus 
ou en moins n’excedera pas une certaine quantite. II existe d’autres 
limites plus voisincs, pour lesquelles la probability de l’erreur est 
seulement i; en sorte qu’il peut arriver indifferemment, ou que l’erreur 
excede ces limites, ou qu’clle y soit comprise. 

En general, determiner le resultat moycn d’un grand nombre de 
valeurs particulieres, c’est mesurer une quantite avec un instrument 
dont on peut augmenter la precision, autant qu’on le veut, en aug- 
inentant de plus en plus le nombre des valeurs observees. 

Tl est facile de comparer, selon la regie enoncee dans l’article VI, 
la precision d’un resultat A, donne par un grand nombre m d’observa- 
tions, avec celle d’un resultat A' que f’on aurait deduit d’aulres obser¬ 
vations dont le nombre est m !. En effet, suivant cette regie, le carre A- 
de la valour moyenne A doit etre retranche de la quantite 

— (a 2 -+- b ' 1 ■+- c 2 *+- d l -+-.. . -H n ‘), 
m 

qui est la moyenne des carres; et, apres avoir divise le double du 
reste par le nombre m, on oxtrait la racine carree du quotient: nous 
designons cette racine par g. 

On calculera de la meme maniere la quantite g ', qui repoml au 
second resultat A' deduit des observations en nombre m!. Cola pose, 
on demontre rigoureusement, par les principes du calcul, que le degre 
d’approximation depend entierement de la quantite designee par g. 
II est d’autant plus grand que cette quantite g est plus,petite. Les 
precisions respcctivcs des deux resultats A et A' sonten raison inverse 
des nombres g et g '. II faut remarquer que cette comparaison ne sup¬ 
pose meme pas que les observations sont de la meme nature; car elle 
aun objet purement numerique, et les recherches les plus diverses 
peuvent etre envisagees sous ee point de vue commun. 
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XI. 

Pout* completer cette discussion, il faut determiner quelle proba¬ 
bility il y a que la quantite cherchee H est comprise entre des limites 
proposees A -+- D et A — D. A est le resultat moyen que I’on a trouve, 
H est la valeur fixe que donnerait un nombre infini d’observations, 
et D est une quantite proposee que 1 ’on ajoute a la valeur A ou que 
Ton en retranche. La Table suivante fait connaitre la probability P 
d’une erreur positive ou negative plus grande que D, et cette quan tite I) 
est le produit de g par un facteur propose 5 : 

d. 

0,47708 
1,33591 
1,98495 
2,461 3 o 
2,86783 

Chacun des nombres de la colonne P fait connaitre quelle proba¬ 
bility il y a que la valeur exacte H, qui est l’objet de la recherche, est 
comprise entre les limites A + g) et A — gh. A est le resultat moyen 
d’un grand nombre m de valeurs particulieres a, b,c, d, ..., n; 3 est 
un facteur donne; g est la racine carree du quotient que Ton trouve 
en divisant par m le double de la difference de la valeur moyenne des 
carres a s , b' 1 , c-, d-, ..., n- au carre A 3 du resultat moyen. On voit 
par cette Table que la probability d’une erreur plus grande que le pro¬ 
duit de g par 0,47708, e’est-a-dire plus grande qu’environ la moitie 
de g, est j. Il y a 1 contre 1 ou 1 sur 2 a parier que l’erreur commise 
ne surpassera pas le produit de g par 0,47708, et il v a autant a parier 
que l’erreur surpassera ce produit. 

La probability d’une erreur plus grande que le produit de g par 
1,38591 est beaucoup plus petite que la precedente; elle n’est que ^. 
Il y a 19 sur 20 a parier que l’erreur du resultat moyen ne surpassera 
pas ce second produit. 

La probability d’une erreur plus grande que la precedente devient 


p. 

1 

JL 
2 0 
1 

2 00 
1 

20 0 0 

_1_ 

2 0 0 0 0 
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extremement petite, a mesure quo le facteur S augmente. Elle n’estplus 
que ^ lorsque 5 approche de 2. La probability tombe ensuite en des- 
sous do Enfin, il y a beaucoup plus de vingt mille a parier contre 1 
que l’erreur du resultat moyen sera au-dessous du triple de la valeur 
trouvee pour g. Ainsi, dans l’excmple cite, article VI, oil Ton a 6 pour 
le resultat moyen, on peut regarder comme certain que cette valeur 6 
n’est pas en defaut d’une quantite triple de la fraction 0,082, que la 
regie a donnee pour la valeur de g. 

La grandeur cherchee H est done comprise entre 6 — 0,246 et 
6 + 0,246. 

XII. 

Pour faciliter l’application de la regie qui sert a calculer la valeur 
de g, nous remarquerons que Ton peut retrancher de chacune ties 
valeurs particulieres observees a , b, c, d,..., n une quantite com¬ 
mune u, et operer comme si les valeurs particulieres elaient 

a — u , b — a , c — i /, n — u. 

On trouvera toujours pour g la meme quantite que si l’on n’eiit rien 
retranclie des valeurs a, b,c, d ,..., n. Par exemple, si, dans le calcul qui 
s’appliquc aux valeurs suivantes, savoir, 1000 egales a 2, 2000 egales 
a 5 et 1000 egales a 12, on cut retranclie de chacune d’elles une quan¬ 
tite commune 2, on aurait eu 1000.0 -4- 2000.3 -+- 1000.1 o ou 16000 
pour la somme des valeurs, et 4 pour la valeur moyenne A, dont le 
carre est 16. Les carres des valeurs particulibres sont 1000 fois o ( 
2000 Ibis 9, et xooo fois 100; la valeur moyenne de ces carres est 29 i. 
Done la difference entre la valour moyenne des carres et le carre du 
resultat moyen serait, comme precedemment, i 3 5. Cela aurait lieu 
de la meme maniere, quelle que fut la quantite retranchee u. 

De plus, on pourra considerer comme egales entre elles des valeurs 
particulieres qui differeraient tres peu; et en attribuant ainsi une gran¬ 
deur commune h un certain nombre de ces valeurs, on rendra le calcul 
beaucoup plus facile. 
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En effet, on a principalement en vue, dans ces recherches sur la 
valeur des resullats moyens, de reconnaitre si ces resultats sont tres 
approelies, et de se former unc idee juste du degre d’approximation. 
II s’agit moins de calculer la valeur cntierement exacte de la proba¬ 
bility des erreurs que de prouver quc la grandeur cherchee est entre 
de ccrtaincs limites tres voisines, et de comparer le degre de proba¬ 
bility de cette derniere conclusion a la probability qui nous determine 
dans les actes les plus importants de la vie. II n’est done point neces- 
sairc, en appliquant la regie precedente, d’avoir egard a la difference 
tres petite de deux valeurs observees. On peut, sans erreur sensible, 
les supposer egales; et d’ailleurs, si 1’interet de la question 1’exige, 
on dirigera le calcul en sorte que les consequences s’appliquent a for¬ 
tiori aux valeurs precises qui ont ete observees. Les considerations de 
ce genre meritent toute notre attention, parce qu’elles s’etendent a la 
plupart des questions de l’Analyse des probabilites, et qu’elles en faci- 
litent beaucoup les applications. Nous en avons deja fait usage dans la 
theorie des assurances. 

XIII. 

Nous ne pouvons point rapporter ici la demonstration analytique de 
la regie enoncee dans l’article VI, ce qui exigerait l’emploi des for- 
mules mathematiques. On peut regretter qu’unc regie usuelle, d’une 
application aussi generale, n’adrnette point une demonstration plus 
simple; mais cela tient a la nature meme de la question. 

Cette meme regie peut etre presentee sous une autre forme qu’il est 
utile d’indiquer, parce qu’elle montre ses rapports avee les regies 
connues. Pour determiner la quantity designee par g, on peut prendre 
la difference entre cliaque valeur particuliere et le resultat moyen A, 
elever au carre cette difference, puis ajouter ensemble tous les carres; 
on extrait la racine carree du double de la somme que Ton vient de 
former, et Ton divise cette racine par le nombre des valeurs : le quo¬ 
tient est la quantity g. 

a, b, c, d, n designant les valeurs particulieres, dont le nombre 
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est m, et Ala valeur moyenne ^ (a-+- b 4 - c d - 4 -... -t- n), les diffe¬ 
rences entre les valours a, b, c, d,..n et leur moyenne A sont a — A, 
b — A, c — A, d — A, ..., n — A. 

On a done cette expression 

8 — ~ V 2 [( a — A) 2 -l- {b — A) 2 -b (c — A) s -h ... -t- (n — A") 2 J. 

Par exemple, si les valeurs obscrvecs etaient au nombre de 7000, 
savoir : 

iooo egales a i 3 , 

3ooo » i5, 

2000 » 16, 

1000 » 17, 

on trouverait, 10 f pour resul tat moycn. Les differences entre ce resultat 
et chaque valeur particuliere sont: 

1000 fois 

3 000.. .. 

2000.. .. 

1000.. .. 

On a ponr la somme des carres de ces differences. La racine 

carree du double de cettc somme, etant divisee par 7000, donne, pour 
la valeur de g, 0,019617; on trouverait cette memo valeur de g par la 
regie de Particle VI. 

XIV. 

Dans l’exemplo cite precedcmment, article VJ, on a trouve 0,08216 
pour la valeur de g, et dans celui-ci nous avons trouve g' = 0,01962; 
ainsi le second resultat est beaucoup plus approche que le premier. 

En appliquant a ce second exemple la table rapportee article XI, on 
connaitrait quelle probabilite il y a que l’erreur positive ou negative 
du resultat moycn n’excede pas de certaines limites qui sont les pro- 
duits de g' par les facteurs 0,47708, x,38691, — 

II s’ensuit qu’il est aussi probable que Perreur du resultat moyen 6, 
dans le premier exemple, n’excede pas le produit de g par 0,47708 
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qu’il est probable que l’erreur du resultat moyen i 3 dans lo second 
exemple, n’excede pas le produit de g par le meme faetcur 0,47708. 
L’une et l’autre probabilite est|. La probabilite d’une erreur plus 
grande que le produit deg-par i, 385 gr dans le premier cas, et celle 
d’une erreur plus grande que le produit deg-par r, 385 (ji dans le se¬ 
cond, sont aussi egales entre elles; Ieur valeur commune est . 

En general, la probabilite d’une erreur plus grande qu’une limite 
quelconque A dans le premier cas, et celle d’une erreur plus grande 
qu’une autre limite A' dans le second cas, sont egales entre elles si le 
rapport de A a A' est celui de g a g'. 

Ainsi, lorsqu’on veut comparer la precision d’un resultat moyen, 
qu’une certaine recherche a forme, a celle du resultat moyen donne 
par une autre recherche, il suffit de calculer les nombrcs g et g', et de 
les comparer. Si I’un est double de l’autre par exemple, le second 
resultat est deux fois plus precis que le premier. En efFel, une limite 
quelconque A etant proposee, il est aussi probable que 1 ’erreur du pre¬ 
mier resultat surpassera A qu’il est probable que 1’erreur du second 
surpassera ~ A. Les erreurs egalement possibles sont dans le rapport 
constant de 2 a 1. 

Dans les deux exemples que nous avons cites, le rapport de g a g 1 
etant celui de 0,08216 a 0,01961, les precisions rcspectives sont dans 
le rapport inverse, de 1961 a 8216. Le second resultat est [tins de 
quatre fois plus precis que le premier, parce que, a probabilite egalo, 
les erreurs auxquelles on est expose sont quatre fois plus grandes dans 
le premier cas que dans le second. 

XV. 

L’enonce de la regie, tel que nous l’avons donne dans 1 ’article VI, 
fait connaitre immediatement que la precision du resultat moyen aug- 
mente comme la racine carree du nombre des observations. En effet, 
si 1 on considere un grand nombre d’observations, on pe.ut regarder 
la valeur du resultat moyen comme invariable et no dependant point 
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clu nombre des valeurs, mais seulementde leur grandeur propre. II en 
est de memo dc la moyenne des carres de ces valeurs : ainsi la diffe¬ 
rence entre la valeur moyenne des carres et le carre A 2 du resultat 
moyen est sensiblement independante du nombre des observations. 
Or on divisc la racine carree du double de cette difference par la raeine 
carree du nombre m, pour trouver la valeur normale g, et le triple 
de g est la limite des plus grandes erreurs. On voit done que cette 
plus grande erreur possible decroit a mesurc quo le nombre m aug- 
mente, et qu’elle decroit en raison inverse de la racine carree du 
nombre m. 

Quant a l’erreur dont la probability est i, nous savons qu’elle est 
toujours proportionnclle a la quantite g; et il en est de memo d’une 
erreur quelconque dont la probability est donnee. Done, pour une 
meme recherche, la precision du resultat moyen change a mesure que. 
le nombre des valeurs observers augmente. Elle devient double si le 
nombre des valeurs devient quatre fois plus grand, triple si ce nombre 
devient nouf fois plus grand, ainsi dc suite. Cette consequence est 
simple et remarquable; elle doit etre connue de tous ccux qui sc 
livrent a des recherches statistiques; elle montre combien il faut mul¬ 
tiplier les observations pour que les resultats acquierent un degre 
donne d’cxactitude. 

XYI. 

Ce Memoire presente l’application des theories connues a I’une des 
questions fondamentales de la Statistiquc. Pour montrer l’ensemble 
des propositions qu’il contient, nous indiquerons dans 1’alinea sui- 
vant le sommairc de chaque article. 

Quant a la conclusion generate, on peut l’exprimer ainsi : lorsqu’on 
a trouve un resultat moyen A en reunissant un grand nombre m de 
valeurs partieulieres et divisant la somme de ces valeurs par leur 
nombre m, il reste a evaluer le degre d’approximation. Il faut, pour 
cela, elever au carre cbacune des valeurs partieulieres, former la va¬ 
leur moyenne de ces carres en divisant leur somme par leur nombre, 
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qui est m; on retranche de cette valeur moyenne des carres le carre A 2 
du resultat moyen; on divise le double de la difference par le nombre m , 
et Ton extrait la racine carree du quotient; on trouvc ainsi une quan- 
tite g qui sert a mesurcr le degre d’approximation : la precision du 
resultat est en raison inverse de ce nombre g. L’erreur du resultat sera 
positive ou negative; mais on doit regarder comme certain dans la pra¬ 
tique que la valeur absolue de cette erreur est moindre que le triple 
de g. On trouverait aussi cette me me quantite g en divisant par m la 
racine carree du double de la somme des carres des differences entre 
le resultat moyen et chacune des valours particulieres. 

Sommaires des Articles. 

i. L’objet du Memoire est de donner uue regie usuelle el gene rale pour 
estimer la precision des resultats moyens. 

II. Le degre ^approximation pourrait etre indique par la comparaison des 
deux valeurs moyennes que fournissent deux series d’obscrvations. 

10 . L’experience fondee sur des observations nombreuses et Ires variees 
peut fa ire connailre exactement les lois des phenomenes dont la cause esl 
ignoree. 

IV. Remarque sur le calcul de la duree des generations humaines. 

V. Conditions necessaires a rexactitude des reclicrches de ce genre. 

VI. Enonce de la regie qui donne la mesure du degre d’approximalion. 

VIF. Definition mathematique de I’erreur du resultat moyen. 

VIII. Forme commune h tontes les solutions que l’on deduil de TAtialyse 
des probabililes. 

IX. Erreurs de mesures dans Tusagc des instruments : definition de Ferreur 
moyenne. 

X. Les memes notions s’appliquent aux erreurs des resullats moyens. 

XI. On peut determiner quelle probabilite .il y a que l’erreur du resultat 
moyen est comprise entre des limiles propos^es; Table relative a ce calcul. 

XII. On facilite l’application de la regie de l’article VI : i° en retranebant 
une quantite commune de chacune des valeurs particulieres; en r6unissant 
comme sensiblement egales des valeurs qui different Ires pen. Remarque 
generate sur Fusage du Calcul des probabilii6s. 
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XIII. On peat aussi trouver la mesure du degre d’approximation on di- 
visant par le nombre des valours la racine carreo du double de la somme des 
oarres des differences entre le resultat moyen et chaque valeur particuliere. 
Le quotient est la quantity designee par g dans Particle VI. 

XIV. Le quotient de 1’unite divisee par le nombre g est la mesure exacle 
de la precision cl’un rdsultat moyen. 

XV. Cette precision augmente proporiionnellement a la racine carreo du 
nombre des valeurs observees. 

XVL Resume et conclusion. 
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Recherches statistiques stir la 'ville de Paris et le de'partement de la Seine; 1829. 


I. 

Exposd de la question. Elle a pour objet de ddcouvrir suivant quelle loi Ferreur 
d’un rdsultat depend des erreurs partielles des mesures. 

On a publie, dans le III® Tome de cette collection, une regie qui 
sert a estimer la precision des resultats moyens dcduits d’un grand 
nombre d’observations; on se propose de completer ici l’usage de 
cette regie, en y ajoutant un procede du merae genre pour les resultats 
du calcul qui se forment de quantites de diff6rente nature en nombre 
quelconque. 

Dans les applications des Sciences mathematiques, les quantites 
inconnues qu’il s’agit de determiner ne sont pas des nombres dont la 
valeur est entierement fixe; ces valeurs sont seulement tres appro- 
chees. Les erreurs qu’il est impossible d’eviter sont comprises entre 
certaines limites : la connaissance de ces limites est ties importante; 
et 1’on peut dire que toute application du calcul est vague et incer- 
taine si l’on ne parvient pas a estimer 1’etendue de l’erreur dont le 
resultat peut etre affecte. 
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On a vu, dans le Memoire cite M, Tome III cle cette collection, 
annee 1826 (page ix), qu’il est facile d’estimer la precision des re- 
sultats moyens : nous donnons maintenant une secondc regie dont 
l’application n’est pas moins simple et qui convient a des rechcrches 
beaucoup plus etendues. 

Nous supposerons done que plusieurs quantites a, b, c, ... sont 
donnees, et que 1’on determine par le calcul une grandeur inconnue x 
qui depend des valeurs donnees a, b,c, ...; le nombre de ces donnees 
varie selon l’espece de la question. 

On peut considerer seulement deux grandeurs connues a, b. La 
quantite cherchee x se trouverait en elfectuant sur ces deux gran¬ 
deurs a et b une certaine operation. Cela aurait lieu, par exemple, 
si Ton avait a determiner une hauteur verticale nm dont Texti'emite 

Fig. 1. 


71 



V m 


superieure n est inaccessible. On trace sur le plan horizontal une 
droite pm qui joint un point p de ce plan et l’extremite inferieurc m 
de la hauteur cherchee mn. On mesure : i°la longueur pm de cette 
base horizontal; 2 0 Tangle npm compris entre la base pm et la ligne 
inclinee pn. Si Ton designe par a Tangle mesure npm ct par b la lon¬ 
gueur de la base/wz mesuree sur le plan horizontal, la hauteur verti¬ 
cale mn peut etre facilemen't calculee. Cette hauteur verticale mn est 
une certaine fonction des deux quantites connues a et b. Ce mot de 
fonciion, dont les geometres font un frequent usage, exprime que, les 
deux quantites a et b etant 'donnees, on doit effectuer sur a et b une 
certaine operation dont le dernier resultat determine en nombre la 
hauteur inconnue mn. 
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Le nombre des quantites donnees pourrait etre plus grand; ainsi 
l’inconnue pourrait etre une certaine fonction de trois donnees dif- 
ferentes a , b, c. On aurait a effectuer sur ces trois donnees une cer¬ 
taine operation dont la nature est supposee connuc, et qui depend de 
1 ’espece de la fonction. Le resultat de la derniere operation eflectuee 
sur les trois donnees a, b, c determinerait en nombre l’inconnue x. 

Par exemple, si l’on a mesure sur le terrain la longueur a d’une 
base pm, et si Ton veut connaitre la distance mn du point m de cetto 


Fig. a. 


n 



base a un point eloigne n que Ton ne peut pas atteindre, inais quo 
1 ’on voit de chacune des deux exlremites m et p de la base, on sait 
qu’il suffit de mesurer : i° Tangle prnn compris entre la longueur 
inconnuc mn et la base mp; a° Tangle npm. En effet, si Ton connait 
en nombres la longueur mp de la base et les deux angles mesures, 
savoir pmn et mpn, on determine facilement, par une operation tri- 
gonometrique, la distance inconnuem«; elle est une certaine fonction 
des trois quantites mesurees, savoir de la base pm, qtie nous designons 
par a, et des deux angles mpn et pmn, quo nous designons respecti- 
vement par b et c. II entre done trois quantites connues a, b, c dans* 
Texpression de Tinconnue x. 

II peut arriver que la nature de la fonction soit beaucoup plus 
simple; par exemplc, si l’on sc proposait de determiner le volume 1 
d’un prisme rectangulaire dont on mesurerait la hauteur a, la lon¬ 
gueur b et la largeur c, il suffirait de former le produit de§ trois 
dimensions a, b, c, et ce produit exprimerait en nombre le volume du 
prisme. 
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Les exemples precedents suffisent pour donner une juste idee des 
questions qui sont l’objet de notre recherche. 

On suppose, en general, que des quantites connues, en nombre 
quelconque, a, b, c,d, ... ont ete mesurees, et qu’il s’agit dc deter¬ 
miner la valeur d’une inconnue x, qui est une certaine fonction des 
donnees «, b, c, d, .... La nature de la fonction est supposce connue, 
c’est-a-dire que Ton sait comment on doit operer sur toutes les don¬ 
ates a, b, c, d, ... pour que le resullat de la derniere operation effec- 
tuee soit la grandeur inconnue x. Cela pose, il s’agit dc counaitrc 
comment les erreurs, qu’il est impossible d’eviter dans la mesuredes 
donnees, peuvent influer sur 1’erreur qui en doit provenir lorsqu’on 
determine par le calcul la valeur de l’inconnue x. 

IL 

Exemples propres a faire connailre la nature do cetto question. 

Quelque soin que Ton apporte dans la mesure des quantites don¬ 
nees, il est evident que Ton sera toujours expose a des erreurs de 
mesures d’autantplus grandes que les instruments seront moins pre¬ 
cis. On a vu, dans le Memoire cite M, que, en multipliant les obser¬ 
vations et prenant la valeur moyenne des resultats, on pout diminuer 
indefmiment l’erreur de la mesure, et que, si le nombre de ces obser¬ 
vations estassez grand, on obtient un resultat moyen qui ne peutetre 
affecte que d’une tres petite erreur; et, cc qui est fort important, on 
.connait, par 1’application de la regie generale, l’erreur moyenne a 
laquelle on est expose et dont la probabilite est Nous avons defini 
cette erreur moyenne dans 1 ’articleXI du Memoire M; et il est neces- 
saire, avant de poursuivre la recherche actuelle, de sc rappeler tres 
distinctement cette definition et les consequences exposees dans les 
articles XI, XIY et XY de ce Memoire M. Nous supposerons done que, 
par Fapplication de ces principes et de la regie generale qui en derive, 
on connait, pour chacune des quantites donnees dont la grandeur 
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inconnue est une certaine fonction, i’erreur moyenne dont la proba¬ 
bility est 5. 

On determinera, par le meme calcul, les limites de la plus grande 
erreur possible. En effet, on a vu, article XI, Memoire M, que le triple 
de la valeur designee par g, article X (M), surpasse la plus grande 
erreur positive ou negative a laquelle on soit expose; car, sur plus de 
vingt mille chances, il n’y en a qu’une qui donne lieu a cette erreur. 
Or le calcul fait connaitre la valeur de g. Ainsi 3 g est la limite de la 
plus grande erreur; et, en multipliant g par le facteur 0,47708, on 
determine l’erreur moyenne. 

Lorsqu’on eherche une quantile inconnue dont la valeur est une 
certaine fonction d’une base horizontale et de deux angles, on peut 
supposer que chacun de ces deux angles a ete mesure par la repetition 
d’un assez grand nombre d’observations, et qu’il en est de meme de 
la longueur de la base; en sorte que Ton connait, pour chacune de 
ces trois grandeurs donnees a, b, c, l’erreur moyenne, dont la proba¬ 
bility est { selon la definition de l’articlc IX (M). Par exemple, on 
estimerait a une minute l’erreur moyenne de chacun des angles a 
et b, c’est-a-dire qu’il serait aussi probable que 1’erreur commise en 
mesurant chacun de ces angles surpasserait une minute qu’il serait 
probable que cette erreur serait au-dessous d’une minute. Quant a la 
longueur de la base, l’erreur moyenne pourrait etre, par exemple, un 
centimetre; en sorte qu’on n’aurait pas plus de motifs de croire que 
I’erreur commise dans cette mesure serait plus grande qu’un centi¬ 
metre qu’on n’aurait de motif de croire que cette erreur serait moindre 
qu’un centimetre. Or, abstraction faite du signe, l’erreur a laquelle 
on serait expose en prenant pour la grandeur inconnue x la fonction 
des trois quantites a, b, c depend des trois erreurs partielles que Ton 
aurait pu commettre en mesurant ces trois donnees. L’erreur commise 
dan§ la mesure de chacun des angles influe d’une certaine maniere 
sur l’erreur du resultat calcule, ct l’erreur de la mesure de la base c 
influe aussi sur l’erreur du resultat total du calcul. La question que 
nous avons en vue consiste a examiner quelle pout etre l’influence 
II. 70 
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respective des trois erreurs partielles, en sorte que, connaissant l’er- 
reur moyenne que l’on peut attribuer a chacune dc ces mesures par¬ 
tielles, on en conclue l’erreur moyenne qui peut etre attribute a la 
valeur inconnue, fonction des trois quantiles donnees a, b, c. 

Le nombre des quantites donnees, dont I’inconnuc x est une cer- 
taine fonction, pourrait etre beaucoup plus grand quo trois. Par 
exemple, si l’on avait a mesurer la difference de niveau dc deux points 
eloignes, on diviserait la distance totale cn un certain nombre de par¬ 
ties, et, en appliquant l’instrument a chaque portion de cet intcrvalle, 
on en conclurait la difference de niveau des deux exlremites.. 

II en serait de meme si, ayant a mesurer la distance de deux points 
donnes, on appliquait la mesure a differentes portions de cet inter¬ 
vals; la somme des resultats ferait connaitre d’une maniere approchee 
la distance totale. 

C’est principalement a des operations de ce genre que Ton sc pro¬ 
pose d’appliquer la regie qui est l’objet actuel de notre recherche. 
En general, on suppose qu’une grandeur x est une certaine fonction 
F (a,b,c, d , ...) de plusieurs quantites donnees a, b, c, d, — Le 
caractere de cette fonction est connu. Par exemple, il suf’fit, pour 
trouver x, d’ajouter ensemble toutes les quantites mesurees; genera- 
lement, il fautoperer d’une certaine maniere sur toutes los quantites 
donnees a, b, c, d, e, ..., et le resultat de la derniero operation est la 
valeur de x. Or on suppose que, pour chacune des quantites donnees, 
on connaisse par experience 1’erreur moyenne qui peut etre commisc, 
ou les limites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise. 
On demande quelle est l’erreur moyenne qui correspond au resultat 
calcule, et quelles sont les limites entre lesquelles est certainement 
comprise l’erreur de ce resultat. 
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III. 

Expression differentielle de l’erreur du resultat calcul6. Cetto expression ne suffirait point 
pour resoudre la question que Y on doit se proposer. 

Avant d’enonccr la regie generate qu’il faut suivre pour determiner 
cette erreur moyenne du resultat du ealcul, il est necessaire de faire 
remarquer l’influence que peut avoir chaque erreur partielle sur I’er- 
reur du resultat. L’Analyse mathernatique resout facilement cette der- 
niere question par la methode differentielle; mais, eommc l’expression 
analytique n’est point assez generalement connue, nous y ajouterons 
plus has une regie pratique d’un usage tres facile, et qui, dans tous 
les cas possibles, conduit au meme resultat. Yoici, en premier lieu, 
l’expression analytique. 

Nous designons par da, db, dc, ... l’errcur de cliacune des mesures 
particllcs. La function F(a, b, c, ...) reprcsente cette fonction connue 
qui exprime la valeur de x. Cette fonction indique une suite d’opera- 
tions qu’il faut effectuer sur les quantites donnees a, b,c, ..., afln que 
le resultat de la derniere operation soit x. Cela pose, on differentiera, 
par rapport a chacune des variables a, b, c, ..., l’equation 

(1) x — F {^ct, b, c, •••), 

et 1’on trouvera 

(2) dx =. F 4 (a, b, c,...) da + F 2 (aj b, c, ...) db F 3 («, b, c, ...) dc +. ... 

Les coefficients F, (a, b, c, ...), F .,(a, b, c ,...), F 3 (a, b, c, ...),... 
sont des fonctions de ccs memes variables a, b, c, ..., et les valeurs 
numeriques de ces fonctions, quo nous designerons par F,, F 2 , F 3 , ..., 
peuvent etre calculees, parce qu’on y attribue aux variables a, b, 
c, ... les valeurs respectives qui proviennent des mesures. Quant aux 
facteurs da, db, dc, ..., places dans la formule (2) a la suite des 
coefficients differentiels F 0 F 2 , F 3 , ..., ils represented des quantites 
tres petites, savoir les erreurs que Ton a commises en mesurant les 
grandeurs donnees a, b, c, .... Par exemple, si I’une des grandeurs 
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mesureesa estune ligne droite prise pour base, l’erreur de la mesure 
pourrait etre d’un. centimetre. Si cette grandeur a etait un angle, l’cr- 
reur da de la mesure pourrait etre exprimec ainsi da = ou une 

minute, - designant, selon 1’usage, la longueur do. la demi-circon- 
ference du cercle dont le rayon est i. L’equation (2) pourrait dour 
faire connaitre 1’erreur de l’inconnue x si les erreurs respectives des 
grandeurs donnees da, db, dc, ... etaicnt connues. Blais c’est une 
question tres differente que nous avons a resoudre; car les erreurs 
effectives da, db, dc, ... ne sont pas connues. On sait sculement, par 
1 ’usage repete de l’instrument qui sert a la mesure, que ccs erreurs 
ne peuvent exceder certaines limites, et Ton regarde comme certain, 
dans la pratique, que la valeur exacte de la grandeur mesuree est com¬ 
prise entre les deux valeurs que Ton trouve en ajoutant au resultat 
mesure une quantite assez petite, que nous designons par Da, et en 
retranchant Da du resultat mesure. 

Or il faut trouver, pour l’erreur de la grandeur inconnuc x, une 
petite quantite Da? analogue a Da, c’est-a-dire telle qu’on soit pre- 
cisement aussi assure que la valeur trouvee pour x est comprise entre 
a? — Da? et a? + Da? qu’on est assure que la valeur de a qui a etc me¬ 
suree est comprise dans le resultat de la mesure augmentee de Da el 
ce meme resultat diminue de Da. 


1Y. 

finonce de la regie generale qui nSsout cette derniere quostion; calcul de la limile 

de Terreur. 

Ayant resolu cette derniere question par une analyse exacte, nous 
sommes parvenu a une regie generale exprimec par l’equation sui- 
vante : 

(3) Da: = ^(IVDaY + rF^D^+^F^ 

Les valeurs numeriques de F,, F 2 , F„ ... sont connues. Celles des 
petites quantites Da, D£>, Dc, ... sont donnees aussi, parce que l ap- 
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plication repetee de l’instrument a fait connaitre que les erreurs des 
grandeurs mesurees a, b, c, ... sont respectivement comprises entrc 

a — Da et a + Da, b — D6 et b -+- DZ>, c — Dc et c Dc, _Ainsi 

Ton determinera, par l’equation ( 3 ), la valeur de Do;, et l’on en con- 
clura que la valeur exacte de x ne dilFere de celle que donne J’equa- 
tion (i), savoir a? = F (a, b, c, ...), que d’une quantile positive on 
negative moindre que Da?. 

Nous avons remarque plus haut que les limites Da, D 4 , Dc, ... des 
plus grandes erreurs que Ton puisse attribuer aux valeurs mesu¬ 
rees a, b,c, ... sont indiquees par Fapplication repetee de l’instru- 
ment. En effet, si l’on calcule le nombre que nous designons par g 
dans les articles IX et suivants du Memoire M, on sera assure quo 
le triple de ce nombre g surpasse la plus grande erreur positive ou 
negative a laquelle on est expose en prenant pour a le resultat moyen 
donne par l’instrument. C’est cette valeur 3 ^ que Ton prendra pour 
Da; en appliquant un calcul semblable a la valeur mesuree b, on con- 
naitra Di. II en sera de meme des limites des erreurs qui conviennent. 
a toutes les quantites a, b, c, — On pcut done, en appliquant l’equa¬ 
tion ( 3 ), calculer ainsi la valeur de Da;. 

V. 

Application de la m6me regie an calcul de l’errour moyennc. 

Considerons maintenant la valeur moyennc telle qu’elle a etb dc- 
finie dans l’article IX du Memoire M, et designons par da cette 
erreur moyenne qui se rapporte a la grandeur mesuree a. On sait, 
que cette erreur moyenne depend aussi du nombre g; ainsi, ayant 
calcule la valeur de g qui provient de la formule rapportee dans l’ar- 
ticle X du Memoire M, on multipliera g par le facteur 0,47708, et 
l’on connaitra l’erreur moyenne da. On operera de la meme maniere 
pour b, c, ..., et Ton trouvera les erreurs moyennes d b, dc, ...; il ne 
reste plus qu’a substituer, dans la formule ( 3 ), ces valeurs da, d6, 
dc, ... au lieu de Da, D b, Dc,_L'e premier membre de l’equation 
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exprimera la valeur clierchee de da?; on connaitra done quelle est 
1 ’erreur moyenne que Ton peut attribuer a l’inconnue. 

VI. 

Remarques sur l’emploi de cette regie; enonce exact de la consequence qu’olle fournit. 

L’analyse precedente se reduit aux propositions que nous allons 
enoncer. L’equation (i), savoir a? = F(a, b, c, ...), donne, par hypo- 
these, la valeur de x en fonction de a, b, c, ..., grandeurs connues 
qui ont ete mesurees. Les valeurs qui proviennent de ces mesures sont 
a, b,c, ..., el elles sont affectecs do petites erreurs designees par da, 
db, dc, .... L’equation differentielle (2), savoir 

dx 1^3 da E2 db —i - E3 dc ~i~ • • • > 

ferait connaitre l’crreur dx du resultat si les erreurs partielles da, 
db, dc, ... etaient connues. L’equation ( 3 ), savoir 

( 3 ) Dx = v/(F t Da)*+ (F, J)6)*-t- (F, Dc) 4 -+-..., 

exprime que la valeur de x, deduite de l’equation (1) en mettant 
pour a, b, c, ... les resultals des mesures, est assujettie a une cer- 
taine erreur Dtr, et que la valeur exacte de x est comprise entre 
x — Dx et x +■ Dx, Da, D6, Dc, ... designant les limites des plus 
grandes erreurs que 1’on peut supposer dans les resultats des mesures 
de a, b, c, .... Enfin l’equation ( 4 ), savoir 

( 4 ) d.z = y/(F» da) 2 -!- (F s d 6 ) 2 -i- F s dc) 2 +..., 

exprime 1’erreur moyenne da? de l’inconnue x, lorsqu’on designe par 
da, Ab, dc, ... les erreurs moyennes des resultats des mesures. 

Ce sont ces equations ( 3 ) et ( 4 ) qui fournissent des consequences 
trbs utiles et tres generates dans les applications du calcul. II ne faut 
jamais perdre de vue la definition de l’erreur moyenne et considerer 
qu’une erreur moyenne partielle da est celle dont la probabilite est 
ainsi, en repetant la mesure un tres grand nombre de fois, il arriverait 
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deux cas differents, celui ou l’erreur serait moindre que da et celui 
ou l’erreur commise surpasserait da. Or, en comparant le nombre des 
evenements du premier cas a celui du second, le rapport de ces deux 
nombres approcherait d’autant plus de l’unite que le nombre des eve¬ 
nements serait plus grand, et l’unite est la limite de ce rapport. II en 
cst exactement de meme de l’erreur moyenne dx exprimec par I’equa- 
tion ( 4 )- L’erreur que Ton pourrait commettre en faisant x egal a 
F(a, b, c, ...) est precisement aussi possible que l’erreur da ou d 4 , 
ou dc,.... La probability de commettre une quelconque de ces erreurs 
est i. 

En considerant done un Ires grand nombre de cas, il arrivera autant^ 
de fois que l’erreur commise en prenant x egal a F(a, b, c, ...) sera 
au-dessous de da; qu’il arrivera de fois que cette erreur surpas¬ 
ses dec. 


VII. 

Application au cas ou l’inconnuc est 6gale & la sommo dos quantitds mesurees. 

Pour exposer completement les consequences que fournissent les 
equations (2), ( 3 ), ( 4 ), il convicndrait de multiplier les cxemples; 
ccux que nous allons rapporter presenteront du moins quelques appli¬ 
cations. 

Le cas le plus simple est celui ou l’inconnue est formee de la somme 
ou des differences des quantites mesurees. C’estce qui a lieu dans les 
nivellements, et en general lorsqu’on divise en plusieurs parties la 
quantite inconnuo etque, ayant mesure separement chacune des par¬ 
ties, on en conclut le resultat total. 

Supposons done que la fonction designee precedemment par 
F(a, b, c, d, e,f, ...) soit a+i + c + d + e + ..., l’equation (1) 
devient 

(1) ^ = a + ^ + c + ...; 

on conclut, par la differentiation, l’equation (2) ou 

(2) doc m det db H- dc H— • • * 5 
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done, D a, D b, Dc, ... designant les limites respectives des plus 
grandes erreurs que 1’on puisse commettre en mesurant a, b, c, ..., 
on a 

( 3 ) J)x = y/Da 2 4- D6 2 -+- Dc 2 

et, si l’on represente par da, d&, dc, ... les erreurs moyennes et sup- 
posees connues des quantites a, b, c, ..., on a 

(4) da: := y/da*-+- di 1 dc 1 

II faut done concevoir : i° que 1’application repetee des instruments 
a fait connaitre que, en mesurant les quantites a, b, c, ..., les plus 
“grandes erreurs que Ton puisse commettre sont comprises entre 
a — Da et a D a, b — DZ> et b - 1- D b, c — Dc et c— t- Dc, ..., et 1 ’on 
conclut de l’equation ( 3 ) que la plus grande erreur que Ton com- 
rnettra en prenant pour x la somme des longueurs partielles a, b, 
c, ... est comprise entre cette somme a b -+- c + ... augmentee de 
y/Da 2 H- D6 2 + Dc 2 h- ... et a + 6 -h c +... — y/Dfl 2 + D6 2 + D?+.... 
Get enonce donne lieu a la remarque suivante. 

yiii, 

Remarque sur Ie resullat que l’on trouverait en ne considerant que les plus grandes 
limites des erreurs partielles. 

Puisque la plus grande erreur que 1 ’on peut commettre en mesu¬ 
rant la quantite a est, par hypothese, moindre que la valeur absolue 
Da, on conclut que la valeur de a est certainement comprise entre 
a —Da et a-+-Da; et, puisqu’il en est de meme des limites ±D b, 
± Dc. ... et des erreurs des mesures pour b, c, d, ..., il s’ensuit que, 
si, dans l’expression x = a-+-b-hc + ..., on donne aux parties a, 
b, c, ... leurs plus grandes valeurs possibles, qui sont a-+-Da, 
b D6, c h- Dc, ..., on trouvera la plus grande valeur possible de la 
somme. On trouverait ensuite la moindre valeur possible de la somme 
en prenant pour a, b, c, ... leurs moindres valeurs possibles, qui se- 
raient a — Da, b — D6, c — Dc, ...; done la valeur de x serait cer- 
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tainement cornprisG entre la somme a 4- l> -f- c -+-... augmentee de 
Da 4- D/j 4- Da 4- ... et cette somme diminuee de Da 4- D& 4- De 4- ...; 
mais on n’aurait ainsi qu’une connaissance bien imparfaite des limites 
do 1’erreur que Ton peut comraettre cn prenant pour x la somme 
a 4- b ■+■ c -+-... dos grandeurs mesurees. En effet, ces limites extremes 


et 


ci —(— b -4" c —I” • .. — D a — D b — D c —... 
ct -4- b -4" c —h ... -4- D <2 -4~ DZ? - 4 - D c -f-... 


comprennent certaincmerit la valeur exactc de x; mais elles ne sont 
pas assez rapprocliees, et l’intervalle est excessif, ce qui a lieu surfout 
lorsque les quantites donnees a, b, c, ... sont en assez grand nombre. 
11 n’cn est pas de memo des limites que donne l’equation (3), savoir 

a —t- b -+- c ... -i- y/1)& 2 -+- D6 1 4- l)c 2 4-... 
et 

« + ft + c+... - y , Da , + D<i ! + Dc s -+-_ 

Cos dcrnieres limites correspondent precisement aux limites a — D«, 
b — D b, c — De, ..., a 4- Da, b 4- D b, c 4- Dr, ...; c’est-a-dire qu’il 
est precisement aussi probable que I’errcur dea?, en plus ou en moins, 
n’excede pas 4- \/Da- 4- D// 2 4- Dc- 4- ... qu’il est probable quo l’er- 
rcur de a, en plus ou en moins, n’excede pas Da. line erreur de a 
plus grande quo Da n’est pas rigoureusement impossible; mais, dans 
la pratique, on doit exclure cet evenement, parce que sa probability 
est plus petite qu’un vingt-millieme. 

Or la possibility de commcttre, en plus ou en moins, une erreur 
plus grande que v/D« 2 -+- D// 2 4- Do 2 4-... en prenant pour x la somme 
rt+i + c + ... est exactement la meme quo la possibility de com¬ 
mcttre sur la valeur de a une erreur plus grande que Da. La probabi¬ 
lity de l’un et 1’autrc bvenement est la nieme, et elle est plus petite 
qu’un vingt-millibme. 

La meme consequence s’applique aux erreurs D b, D c, — La proba¬ 
bility do commettre, dans les mesures respectives de a, b, c, des 
erreurs positives ou negatives qui surpassent Da, D&, Dc, ... est, par 

II. 


J 
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hypothese, la meme pour chacun de ces evenements. Cela derive do 
la maniere dont on a determine ces limites Da, DA, Dc, ...; car, a pres 
avoir trouve, par le calcul du resultat moyen, et separement pour a, 
b,c, ..., la valeur du nombre g, en faisant l’application de la regie 
de l’article IX, Memoire M, on a pris, pour chacun de ces cas, le 
triple du nombre g. Par consequent, la probability designee par P, 
clans la seconde colonne du Tableau de 1’article XI, sera la meme pour 
chacun de ces cas, puisque le facteur d est le meme, savoir 3. Or la 
probability P, commune aux erreurs. Da, DA, Dc, . .., est aussi com¬ 
mune a 1’erreur Dx exprimee par l’equation (3). On serait exac- 
tement aussi fonde a croirc que, en prenant pour x la somme 
a -f- A + c + ..., on commettrait une erreur positive ou negative plus 
grande que v/Da* + DA 2 -+- Dc- ■+ ... que l’on serait fonde a admeltre 
pour a, b, c, ... une erreur plus grande que Da, DA, Dc,- 

On trouve la meme conclusion si Ton considere les erreurs moyennes 
da, dA, dc, — En effet, pour trouver ces petites quantiles da, dA, 
dc, on a ealcule separement les valeurs du nombre g qui eon- 
viennentaux quantiles mesurees a, A, c, ..., et Ton a multiplic chacun 
de ces nombresg-par un meme facteur, savoir 0,47708 : c’esl en e«da 
que consiste Papplication de la regie qui donne I’erreur moyenne, 
articles IX, X, XI du Memoire M. Done la probability dc l’erreur 
moyenne da est la meme que celle de l’erreur moyenne dA ou de 
l’erreur moyenne dc. Cette probability commune est -t; oar les prin- 
cipes analytiques dont nous avons deduit l’equation (4) prouvent que 
la probability de commettre une erreur positive ou negative cgale a 
s/ da J + dA- -1- dc 2 -1-..., en prenant pour x la somme a -4- A c -+-..., 
est la meme que celle des erreurs partielles da, dA, dc, .... 

IX. 

Expression do l’erreur moyenne dans le cas gdndral. 

En general, lorsqn’on emploie l’equation (4) pour estimer l’erreur 
que 1 on peut commettre en prenant pour x la valeur donnee par le 
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calcul, savoir 


x = F(a,b, c,.. .), 


on trouve que l’expression 


da? — v/( Fi d «) 2 + (F s d &) 2 -+- (F 8 dc ) 2 


est celle de l’erreur moyenne da?; ainsi la probability de se tromper, 
en plus ou en moins, de cette quantite da? est exactement j. II y a 
autant a parier que l’erreur du resultat du calcul surpasse da? qu’il 
y a;i parier que cette erreur est au-dessous de da?. Si done on sup- 
posait que Ton applique un tres grand nombre de fois la formule 


(i) X = F(a, b, c, ...) 

en inesurant les donnees a, b, c, ... e t prenant chaque fois a? egal ii 
F (a, b, c, ...), on commettrait dans cbacun de ces calculs une cer- 
taine erreur sur la determination de x, et cette erreur pour sc pro- 
viendrait de celles que Ton aurait commises en mesurant a, b, c, .... 
D’un autre cote, on peut determiner, par l’application de la regie 
generale des resultats moyens, Memoire M, les erreurs moyennes da, 
di, da, ..., et en conclure la quantite 


da: — ^(F, da ) 2 -+- (F 2 d &) 2 •+• (F s dc ) 2 +... 

pour chacune des erreurs que Ton commet sur a? en prenant x egal 
ii F (a,b,c,...); et il peut arriver que cette erreur surpasse da?, ou 
soit moindre que da?. Cela pose, la consequence analytique exprime 
que Tun des cas est prccisement. aussi probable que l’autre: ils arri- 
veraient Fun et l’autre un meme nombre de fois sur un tres grand 
nombre d’applications du meme calcul. Le rapport de ces deux nom- 
bres de fois approche continuellement de l’unite, qui en est la limite. 


X. 

Mesure de la probability d’une erreur queleouque. 

Si, au lieu de multiplier Ie nombre g par le facteur 0,47708, on 
choisit un autre facteur commun, on trouvera une autre expression 
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de l’erreur da resultat. Cette erreur ne sera point Ax, et la probabilite 
ne sera point elle sera egale au nombre P (Memoire M, article XI) 
qui repond au lacteur que Ton aura choisi. On connaitra done, dans 
tous les cas, la probabilite de cette erreur differente de da?. 

XI. 

L’erreur que l’on deduirait de l’expression differentielle serait excessive. Exemple 
particulier qui montre la vdritd de cetto remarque. 

Nous avons dit que, en attribuant aux erreurs partielles Da, D6, 
Dc,... les plus grandes valeurs que Ton puisse admettre d’apres la na¬ 
ture connue de l’instrument qui sert a mesurer ces quantites, on trou- 
verait facilement les limites extremes de l’erreur que l’on peut com- 
mettre en prenant pour x la valeur 

,r = F(a, b,c,...), 

mais quo ces limites sont trop distantes et different beaucoup des 
resultats exposes dans le present Memoire. En effet, si Ton applique 
l’equation differentielle 

( 2 ) Dar = F,Da-+-F 1 D6 + F,Dc + ... 

et si l’on attribue a Da, D6, Dc, ... les plus grandes valeurs ou posi¬ 
tives ou negatives qu’il soit possible d’admettre pour les erreurs de 
mesure Da, D b, Dc, ..., il est certain que le second membre de l’equa- 
tion (2) donnera pour Dx deux limites, dont l’une, formee de quan¬ 
tites toutes positives, surpassera la plus grande erreur possible, et 
l’autre, formee de quantites toutes negatives, excedera aussi la plus , 
grande erreur negative. On serait done assure que toute erreur pos¬ 
sible de x est comprise entre ces limites. Par exemple, supposons que 
la fonction F(a, b, c, ...) soit celle-ci a- 4 - b 2 -+■ c 2 -+-..., on aura, 
pour l’equation (2), 

( 2 ) Dxzez 2aDa-\- 2bDb -b 2cDc -h_ 

Si actuellement on connait, par l’experience commune de l’instru- 
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ment qui sert a mesurer a, que jamais l’erreur commise en plus n’ex- 
cede D a et que jamais l’erreur commise en moins n’excede D a, et si 
l’on connait aussi pour les autres quantites b, c, ... les plus grandes 
erreurs D b, Dc, ... qu’il soit possible de commettre, on substituera, 
dans l’equation (2) : 

x° Les valeurs extremes de D a, D b, Dc, ... qui rendraient tous les 
termes positifs; 

2 0 Ces memes plus grandes valeurs dc Da, D b, Dc, ... qui ren¬ 
draient tous les termes negatifs. 

Prenant done pour Da; la sorame de tous les termes positifs, et en- 
suite la somme de tous les termes negatifs, on obtiendra deux limites 
entre lesquelles sera necessairement comprise la valeur eventuelle de 
Da?, et l’on connaitra, par ce moyen, les limites extremes des erreurs 
auxquelles on est expose en determinant a? par le calcul, e’est-a-dire 
en prenant a? egal a la somme des carres a 2 -1- b- c- +• — Ce sont 
les limites d’erreurs que l’on determinerait par l’equation (2); mais, 
en ne faisant ainsi aucun usage de l’Analyse des probabilites, on esti- 
merait mal la precision du resultat: il est plus exact que ne I’indique 
cette equatio-n (2). On doit rapprocher les limites, et conclure que le 
resultat du calcul est compris entre ces nouvelles limites. C’est cette 
conclusion que donne l’equation (3), savoir 

(3) Da? = ± ^(2 a Da) 2 -h (2 6D^) ! H- 2 cj)c) s -f- 

En la comparant a Fequation (2), savoir 

Da; — 2 a Y)a-\- 2 l>Db-h zcDc -h. ■ 

on voit que, au lieu de prendre la somme des termes supposes tous 
positifs, on prend la racine carree de la somme des carres de ces 
memes termes. Or ce dernier resultat a toujours une valeur absolue 
moindre que la somme des termes tous positifs. 



566 SECOND MEMOIRE SUR LES RESULTATS MOYENS 


XII. 

Cette derniere eonsdquence est gfo6rale. Construction qui la rend Ires sensible. 

Dans le cas general, l’equation differentielle (2) est 

doc — F 1 da -4— F 2 dh - 1 — Fg dc -4—.. . 

et l’equation ( 3 ) est 

(3) Dx \f(F t D#) - -t- (Fj D6)- -i~ (I 1 3 Dc)- - 4 -.... 

Cette derniere equation differe de la precedente (2) en ce que la 
sorame des termes F t Da, F 2 D 4 , ..., que Ton supposerait tous positifs, 
est remplacee par la racine carree de la somme des carres de meraes 
termes; or cette racinfe carree est toujours moindre que la somme des 
termes supposes tous positifs. Une construction simple rend cette der¬ 
niere consequence sensible; en effet, a l’extremite de la droite 01, 
dont la longueur est a, on eleve sur o 1 la perpendiculaire 12, dont la 


Fig. 3. 



longueur est b; puis, ayant tire la droite 02, on eleve perpendiculai- 
rement sur cette droite, au point 2, une ligne droite 2 3 , dont la lon¬ 
gueur est c. On mene la ligne o 3 , et sur cette ligne, au point 3 , on 
eleve la perpendiculaire 3 4, dont la longueur est d, ainsi de suite. 

Le carre o 2 est egal a la somme des carres a 2 h- b 2 ; le carre o 3 
est egal a a 2 -1- b 2 -+- c 2 ; le carre o 4 est egal a a 2 + b 2 -+• c- 4- d 2 , 
ainsi de suite, en continuant indefiniment la construction. Le peri- 
metre 01234 est la somme des termes a 4- b -1- c -1- d, et la derniere 
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diagonale 04 est egale a la racine carree de la somme des carres, ou 
\Jci i —|- b~ -+- c- -4- d~. 

Ainsi le second membre de Pequation ( 3 ), savoir 
V/(F t D«) s -t- (F,"D6) s -+- (F 3 Dc) 2 h- ..., 

a toujours une valeur absolue moindre que le second membre de 
1 ’equation (2), forme de termes tous positifs, savoir 

Fi Da-+- Fj 1)& -t- F,Dc 

car les valeurs de Da, D b, Dc, ... sont ici les memes, et Pune des 
quantites est le perimetre 01234. l’autre est la diagonale 04. Done 
Papplication de Pequation (2) ne donnerait pas une juste eonnais- 
sance de la precision des resultats du calcul; e’est Pequation ( 3 ) 
qa’il faut employer pour connaitre les limites du resultat calcule qui 
correspondent rigoureusement aux. limites des plus grandes erreurs 
dont les quantites mesurees puissent etre affcctees. Toutefois il n’est 
pas inutile de considerer ces limites extremes donnees par Pequa¬ 
tion (2); car on acquiert d’abord une connaissance approebee. des 
limites de Perreur possible du resultat; ensuite on obtient une expres¬ 
sion exacte en prenant la racine carree de la somme des carres des 
termes qui formaient le second membre de Pequation (2). 

XIII. 

La mtaie analyse s’applique a la question qui a pour objet d’estiraer la limite de l’erreur 
de la mesure d’uno longueur composde d’un grand nombre de parties; rdsultat gdn6ral 
de la solution. 

La question que nous allons citer pour exemple s’est presentee, en 
effet, dans la pratique des arts, et elle est tres propre a montrer 
i’usage des principes que l’on vient d’exposer. 

L’analyse qui nous a send a determiner Pexpression de Perreur 
moyenne resout aussi la question suivante, dont les consequences 
sont remarquables. Lorsqu’on mesure une quantite composee d’un 
grand nombre de parties en appliquant la mesure a chacune des par- 
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ties, l’erreur du resultat total depend des erreurs partielles suivant 
une certaine loi qu’il s’agit de decouvrir. Nous supposons que, en 
mesurant chaque partie, on puisse se tromper, soit en plus, soit en 
inoins, d’une certaine quantity que Ton regarde comme une limite 
connue par l’experience. On considere que, le nombre des parties 
etant considerable, on ne doit pas supposcr que toutes les erreurs 
partielles seront du meme signe; il cst, au contraire, extremement 
vraisemblable que, I’erreur negative etant supposee aussi facile que 
l’erreur positive, il s’etablira, dans un grand nombre d’erreurs par¬ 
tielles, une compensation qui tend a diminuer l’erreur totale. Il n’est 
pas rigoureusement impossible quo les erreurs partielles, meme en 
tres grand nombre, soient toutes positives ou toutes negatives; mais 
on ne doit point, dans la pratique, supposer qu’un tel evenement a 
lieu, parce que sa probability est trop petite. Elle est comparable a 
cede de plusieurs evenements que nous savons n’etre pas entierement 
impossibles, mais dont la probability est si faible que, dans l’usage 
ordinaire, aucun homme raisonnable ne les admet comme des motifs 
de ses determinations. Il s’agit maintenant d’estimer l’erreur totale 
que l’on est fonde acraindre lorsque, ayant mesure chacunc des par¬ 
ties, on en prend la somme pour exprimer la longueur entiere. On 
suppose que chaque erreur partielle a laquelle on est expose peut etrc 
egalement positive ou negative, et que Ton sait, par une experience 
repetee, que cette erreur est comprise entre de certaines limites. Il 
s’agit de determiner les limites correspondantes de l’erreur totale; ces 
limites cherchees doivent etre telles que Ton soit aussi fonde a croire 
que la longueur entiere est comprise entre dies que Ton est fonde a 
croire que l’erreur d’une seule mesure est comprise entre les deux 
limites indiquees par l’experience. 

L’Analyse mathematique resout completement cette question; en 
voici le resultat: si Ton designe par e la limite de l’erreur positive ou 
negative a laquelle on est expose en mesurant ur\e seule partie, il faut 
multiplier cette limite e par la racine carree du nombre n des parties, 
et le produit e \jn est precisementla limite de l’erreur positive ou nega- 
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live que Ton peut commettre dans la longueur entiere, composee d’un 
noinbre n de parties. 

Designant par a lc resultat total que Ton vient de trouver par l’ad- 
dition des n parties, on est preciseraent aussi fonde a croire que la lon¬ 
gueur cherchee est comprise entre aH-ey/n ct a — e\jn que Ton est 
fonde a croire que chaque resultat partiel est compris entre celui 
qu’on a trouve, plus e, et ce resultat diminue de e. On commettrait 
done une grande erreur si Ton multipliait par le nombre n la limite e 
d’une erreur partielle et si Ton. coneluait que la longueur cherchee 
est entre a -+- ne et a — ne. Ces deux limites sont beaucoup trop eloi- 
gnees, et Ton n’aurait ainsi qu’une connaissance trfes imparfaitede la 
precision du resultat. C’est par la racine carree du nombre n, et non 
par ce nombre, qu’il faut multiplier l’errcur possible de chaque opera¬ 
tion partielle. 

XIV. 

Exemplo de colte dernidro question. 

La question que Ton vient d’indiquer s’est offerte plusieurs lois 
clans les applications, et, par cxemple, lorsqu’on a voulu determiner 
la hauteur de la pyramide de Memphis de Cheops. La construction de 
ce singulier monument permettait de mesurer separement chaque 
assise, et les personnes qui se chargeaient de cctte operation connais- 
saient par experience la limite de l’erreur que Ton pouvait commettre, 
soil en plus, soit en moins, dans une mesure partielle. II s’agissait 
d’estimer d’avance le degre de precision que Ton obtiendrait par ce 
procede. La question ayant ete resolue par l’analyse des chances, on 
reconnut que, pour estimer l’erreur totale a laquelle on serait expose, 
il suffisait de multiplier la limite des erreurs partielles par i4> car le 
nombre des assises est 2o3. Lorsque l’operation fut achevee, on en 
put comparer le resultat avec celui des mesures trigonometriques du 
meme monument, et Ton trouva entre les deux hauteurs, ainsi d6ter- 
minees par des procedes tres differents, une conformite singuliere, 
dont on aurait pu etre surpris si la question analytique n’avait point 
II. 72 



370 SECOND MEMOIRE SUR LES RESULTATS MOYENS 
ete resolue auparavant. Les memes consequences s’appliquent aux 
grands nivellements, a la mesure des bases geodesiques et a diverses 
questions de ce genre. 

XV. 


Coefficients differentiels qui mesurent P influence de ehaque erreur parliolle sur P erreur 

du rdsultat. 

Nous poursuivrons maintenant l’exposition des regies generates qui 
servent a estimer la precision des resultats calcules. On a rapporte 
plus haut l’expression differentielle de l’erreur d’une fonction quel- 
conque F(a, b, c, ...), qui contient plusieurs quantiles mesurecs a, 
b, c, d, e, ...; cette expression 

cljc — Y l {a,b,c,...)da-\-Y i (a,b,c,...)db-{- F 3 (tf, b, c, ...) dc -4-. .. 

se forme en differentiant successivement la fonction proposer 
T(a, b, c, ...) par rapport aux variables a, b, c, .... On trouvo ainsi 
d’autres fonctions F, (a, b, c, ...), F 2 (a, b, c, ...), F 3 («, b, c, ...), ... 
dans lesquelles les valeurs attribuees a a, b, c, ... sont celles quo les 
mesures ont donnees. 

Les petites quantites da, db, dc, ... sont les erreurs inconnues que 
Ton a commises en determinant ces valeurs de a, b, c, .... II faut 
remarquer que ehaque coefficient, tel que F,(a, b, c, ...), fait eon- 
naitre en nombre comment l’erreur da, commise dans la mesure de la 
seule grandeur a, influe sur l’erreur doc-, car il y a une premiere partie 
de cette erreur, savoir Ie premier terme F,(<z, b, c, ...)da, qui se 
forme en multipliant l’erreurc?a par le coefficient connuF, (a, b,c ,...). 
Plus ce coefficient est grand, plus la seule erreur da concourt a 1 ’er- 
reur dx du resultat calcule. La consideration de ces coefficients est 
done importante; car chacun d’eux mesure l’effet provenant dc cha- 
cune des erreurs da t db, dc, ... pour former l’errefir dx\ et il est tres 
utile de connaitre separement l’influence de chacune des erreurs de 
mesure des quantites donnees, car on distingue ainsi quelles sont 
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celles de ces donnees qu’il est le plus necessaire de mesurer avec 
beaucoup de precision. 

XVI. 

Ili'glo pratique qui fait connaitre faciloment la premiere partie de 1’erreur du resultat 
et le coefficient differentiel propre k cette partie. 

L’emploi de l’analyse differentielle semble ici nous eloigner du but 
principal, qui est de rendre les applications feiciles et usuelles; mat’s 
on peut heurcusement suppleer a cet usage du Calcul differentiel. En 
<“(fet, la fonction F (a,b,c, ...) est connue par bypothese; on sait 
comment il faut operer sur les donnees a, b, c, ... pour determiner oc, 
dont la valour est F(«, b, c, .. .).. Cela pose, on donnera d’abord a a, 
b, c, ... les valeurs qui resultent immediatement des mesures, et Ton 
ealculera en nombre F(a, b, c, .. .) : on aura ainsi un premier resultat 
quo nous designerons par F; ensuilo on fera varier l’une des donnees, 
coirimo la premiere a, en augmentant la valeur que Ton vient d’attri- 
buer a a d’une tres petite quantite. Par exemple, si a est une lon¬ 
gueur, on ajoutcra a cette longueur un centimetre, et Fon rccom- 
menccra l’operation precedente sans rien changer d’abord aux autres 
([uantites b, c, d, ...; on conservera done exactement a ces autres 
quantiles les valeurs b, c, d, ... que les mesures ont donnees; la 
valeur de a sera seulc changee. Or cette nouvelle operation donnera 
un second resultat qui differera un peu du premier F. Nous le desi- 
gnons par F -f-D a F. On ecrit ici D„F pour indiquer que la difference 
du premier resultat au second est due a la seule variation de la quan¬ 
tite donneo a. 

Cette petite difference D a F n’est autre chose que la partie de doc 
qui provient de la petite difference D a que l’on vient d’ajouter a la 
valeur a, et cette difference est, comme on l’a suppose, par exemple 
d’un centimetre. Ainsi la difference D a F que Ton vient de trouverentre 
le premier resultat et le second est le premier terme F, (a, b, c, ...) D„ 
de la valeur de dx donnee par l’equation (2). Ce premier terme est le 
produit de l’accroissement de a, que Ton a suppose ici un centimetre. 
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par le premier coefficient F, (a, b,c, ...), qui mesure 1 ’influence par- 
tielle de la seule erreur de a. 

Par consequent, si l’on voulait connaitre le premier coefficient, il 
faudrait diviser la difference trouvee D a F par un centimetre. En effet, 
cette difference D a F du second resultat au premier exprime ce que 
chaque centimetre d’erreurdans la mesure de a produit d’erreur dans 
la determination de x. 

Au reste, il suffit a l’objet de notre recherche de trouver D«F; car 
c’est le premier terme de la valeur de dx donnee par l’equation (2). 


XVII. 

La mSrne regie fait connaitre toutes les parties de Ferrour du resultat et tous 
les coefficients differentiels qui s’y rapporlent. 

On trouvera de la meme maniere les autres parties de la valeur de 
dx. Ainsi, pour former la seconde partie F 2 (a, b, c, ...)db, on fera 
varier b d’une petite quantite D A , par exemple une minute ou une 
partie de rfiinute si b est un angle, et un centimetre ou une partie de 
centimetre s’il s’agit d’une longueur. On attribuera done a b la valeur 
b -+- D 4 , et l’on calculera la fonction F(«, b -+- D4, c, ...) en conservant 
aux autres quantites a, c, ... les valeurs que Ton avait employees pour 
calculer le premier resultatF(a, b, c, ...) : on trouvera ainsi, par une 
seconde operation, une valeur un peu differente de F(a, b,c, ...), et; 
designant par D^F 1’ecart tres petit dont la nouvelle valeur surpasse 
F(a, b,c, .. .), on connaitra la partie de dx que produit la variation D 4 
de la quantite b. Cet accroissement de dx est egal a F 2 («, b, c, .. .)D 4 , 
e’est-a-dire a l’erreur que produirait dans la valeur de x une erreur D* 
dans la mesure de b. Ainsi, divisant l’accroissement que Ton vient de 
trouver dans le second calcul par l’accroissement connu D 4 , on con- 
naitrait le coefficient F 2 («, b, c, ...) si l’on avait besoin de le deter¬ 
miner; mais il suffit de considerer le produit F(a, b,c, ...) D A , qui est 
la seconde partie de la valeur de dx. 

Un troisieme calcul fera connaitre de la meme maniere le troisieme 
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terme F 3 (a, b, c, .. .)D C . II faut faire varier la seule quantite c (Tune 
petite quantite D c , que l’on peut d’abord prendre arbitrairement, et 
calculer un troisieme resultat F (a, b,c-\- D c , ...); en comparant ee 
quo l’on trouve avec le premier resultat F (a, b, c, ...), on trouvera 
l’accroissement D C F, ce qui est la valeur de la troisieme partie 
F 3 (a, b, c ,...) D c de l’erreur dx. 

' On formera done ainsi successivcmcnt tous les termes qui composent 
dx clans l’equation (2). 

(2) doc .— F 1 da H— F2 db —1~ F3 clc .... 

XVIII. 

Eii pronant la racino carrde do la soname dos carrds des termes que l’on a ddduits de la 
regie precedence, on trouve : i° la limite dc la plu» grande erreur do Finconnuo; 
ta 0 l’erreur moyenno. 

Nous avons dit que, dans ces calculs, on fait varier successivement 
a, b, c, ... de petites quantites qui pouvaient d’abord etre regardees 
comme arbitraires. On choisira, par exemple, pour D a la plus grande 
erreur que Ton puisse supposer dans la mesurc de la quantite a, et 
Ton choisira pareillementpour D b, Dc, ... les limites des plus grandes 
erreurs que l’on puisse supposer dans la mesure des quantites b, 
c, .... Ces limites sont celles que l’on trouve par l’application de la 
regie generate donnec dans le Memoire M pour estimer exactement 
la precision des resultats moyens; ce sont ces limites que nous avons 
designees, article IV du present Memoire, par Da, D&, Dc, ..., et qui 
entrent dans l’equation ( 3 ). On pourrait aussi prendre, pour les petites 
quantites D a , D 4 , D c , ... dont on fait varier a, b, c, ..., les erreurs 
moyennes da, d 6 , dc, ..., que Ton a determinees aussi par la regie 
generale pour le calcul des resultats moyens. Cela pose, soit que l’on 
attribue a a, b, c, ... les plus grands ecarts possibles Da, D 6 , Dc, ... 
ou les ecarts moyens da, d b, dc, ..., apres avoir, par aufant d’ope- 
rations separees, trouve les termes F, Da+F 2 D&+F 3 Dc, ... ou 
F, da-i-F 2 dZ>-i-F 3 dc, ..., il ne re 3 te plus qu’a prendre le carre de 
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ehaque terme et la racine carree de la somme des carres. On formera 
ainsi les equations 

bx = v^FiDa) 4 ^ (F-,JL) 2 H- (F s l)c , ) i + .".. 
et 

^ = v/(F 1 da) 2 + (F 2 d6) 2 H- (F 3 dc) s -t-., 

dont l’une fait connaitre la plus grande erreur possible de la valeur 
F(a, b, c, ...) trouvee pour x, et l’autre l’erreur moyennc de cc memo 
resultat. 

XIX. 

Exemple simple de l’usage de cotte regie; errour sur la mesure da volume prisimlique. 

II serait utile d’eclairer ces calculs par des exemples multiplies. Ceux 
que nous allons rapporter suffiront pour montrer 1 ’usagc de la regie. 

On peut considerer d’abord un cas extremement simple, qui esl 
celui de la mesure du volume d’un prisme rectangulairc dont on a 
mesure les trois dimensions a, b, c. Designant par x 1 c volume cher- 
che, on a 

x—abc, dx — bc.da+ac.db-’r-ab.clc. 

Ces coefficients be, ac, ab mesurent respectivement rinllucnce des 
erreurs partielles da, db, dc, e’est-a-dire qu’ils font connaitre com¬ 
ment ehaque erreur partielle contribue a former I’crrcur totalc. On 
voit que l’erreur dans la mesure d’une seule dimension, telle quo a, 
ou b, ou c, concourt d’autant plus a l’erreur totalc dx que hvbase be, 
ou ac, ou ab, a laquelle cette dimension est perpcndiculaire a plus 
d’etendue. On trouve ensuite 

(3) bx — s/b^-c- D« 2 + arc- bb--+- a-b' 2 Dc 2 . 

XX. 

Definition de l’erreur relative, diffdrentielle logarithmique. 

On peut aussi donner a ce calcul une autre forme, comme il suit. On a 

logs? = log (X -+- log# -f- logc. 


x ~ abc 


ou 
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ct, ea differcntiant, 

, x dx da db dc 

( e ) — =- 1 — j — 1 - 

x a b c 

da 

Or chaque terme, tel que exprime l’erreur relative de a ou 1 ’erreur 
que Ton commet sur cliaque unite de longueur en mesurant la ligne a; 
il en est de meme de ~ et de ces termes representent l’errcur 
relative, ou par unite de mesure, sur les dimensions b et c. Enfin ^ 
exprime, selon la meme definition, l’erreur relative de x. L’equa- 
tion (e) fait done connaitre que, dans le cas dont il s’agit, I’erreur 
relative du volume x se forme de la somme des erreurs relatives dcs 
trois dimensions. Cette relation speciale provient de la forme tres 
simple de la fonction abc, et el le n’aurait pas lieu pour une fonction 
differente. 

De l’equation (e), que Ton peut ecrire ainsi 

dx — — da —y db — t— — dc y 
a b c 

on conclut, par les principes ci-dessus exposes, et on designant par Da% 
D a, D b, D<? les limites des plus grandes erreurs, 

i)j?= i/^Do*-h £ + ~ Dc% 

y a 1 b 1 c 1 

ce qui equivaut a 1 ’equation precedente ( 3 ), 

XXI. 

Dans la question actuelle, on suppose que la limite de la plus grande erreur relative cst, 
la meme pour chacune des trois dimensions; on en conclut la limite de la plus grande 
erreur relative du volume calcul6. 

Le quotient ^ exprime, comme nous l’avons dit, I’erreur relative 
que l’on commet en mesurant la quantite a. Par exemple, si, dans 
cette mesure, on se trompait d’un centimetre par metre, le quotient ~- 
serait^j. 
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Aiosi — designe la plus grande erreur relative a laquelle on soit 
expose en mesurant la quantite a. Or on n’a point ici de motif de 
croire quo -y- ou diflfere de cette meme fraction —; et, puisque les 

ti'ois quantites a, b, c, qui sont de la meme espece, sont mesurees par 

, . , . n D a Dc , . f 

le meme procede, on voit cjue les trois fractions —? — doivent, 

generalement parlant, etre supposees egales, si 1 on excepte les cas 
particuliers oil les procedes ou instruments de mesure ne seraient pas 
les memes. Ecrivant done 


on trouve 


ou 


ou enfin 


Da_ Db_ Be 

a b c 


Dx = 



Da 2 H- 


£_ 2 
b 2 a 2 


Da 2 4- 


x l 


c l 



bx = -Ha\[3, 
a 


Dx ___ 
x 


— 

a 


Or — est la limite cle l’errenr relative de x , e’est-a-dire de l’erreur 

X 

que Ton pourrait' commettre par chaque unite en mesurant l’incon- 
nue x; done la limite de l’erreur relative sur le volume se trouve en 
multipliant la racine carree de 3 par I’erreur relative sur une seulc 
dimension. Ce resultat ne pouvait etre fonde que sur la theorie ana- 
lytique exposee ci-dessus. 


XXII. 


Calcul (Tune hauteur verticale; expression de la limite de Ferreur. 


Voiei une autre question presque aussi simple, et dont les conse¬ 
quences sont encore plus remarquables. 

Si Ton mesure la base borizontale b et Tangle a dans le plan ver¬ 
tical, on trouve fttanga pour Texpression de la hauteur x que Ton 
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veut determiner. L’equation principale (i) est 

oc — b tanga; 

on peut la mettre sous cette forme 

\ogx = log b -+- logtanga. 

Si maintenant on prend la differentielle du second membre par rap¬ 
port a b et a a, on a 

. , dx d£> (la 

(2) — — -\ -.-* 

x b sin a cos a 

car la differentielle du logarithme de tanga est-—— Ainsi I’equa- 

tion (2) fait connaitre que l’erreur relative surla hauteur inconnue.tr 
sc forme de deux parties, savoir de l’erreur relative de la base me- 
suree b, et de l’errcur da de Tangle a divi'sec par le produit sina cosa. 
On a 

clx — % clb -t—:——- da ; 

b sm a cos a 


ainsi les coefficients de db et de da qui expriment les parties de l’cr- 
reur totalc correspondantes aux erreurs de mesure db et da sont ^ el 


X 


sin a cosot 


ou tanga et 


cos-*oc 


XXIII. 


L’erreur do la mesure d’un angle n’est point relative, mais elle est toujours exprim6e 

par un nombre abstrait. 


Si actuellement on forme l’equation ( 3 ), qui fait connaitre la limite 
des erreurs de x, on a 

/ 6* Doc 2 

J)x —i/ tang 1 a D& 1 H-r— 

\ b cos 1 a 

L’expression ^ est, a proprement parler, l’erreur de x comptee 
pour chaque unite de mesure, ou 1 ’erreur relative de x. Quant aux 
erreurs sur la mesure des angles, elles sont absolues et non relatives; 

II. 
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car la difference entre an angle donne et la valeur qn an instrument 
indique, c’est-a-dire 1 ’erreur de la mesure, est independante do cel. 
angle. On ne compare point l’erreur a la grandeur do 1 angle; ainsi 

cette erreur est un nombre; elle est, par exemplc, ogale a M 

l’erreur commise est d’une minute sexagesimalo. Co nombre, qui 
exprime l’erreur d’un angle mesure, est comparable a qui est 
aussi un nombre lorsque la grandeur mesuree a est une longueur. 

XXIV. 

Dans la question aetuelle, 1’erreur relative de la hauteur inconnue est fonnoo do deux parties. 

En appliquant cette remarque a l’equation (2) quo nous avons 
trouvee plus haut, savoir 

dx clb da 

x ~ b sinacosa’ 

on voit que 1 ’erreur relative de la hauteur inconnue x so forme do deux 

parties, savoir qui est l’erreur relative do la base b, ct 

0 1 sm x cossc 

ou le quotient du nombre dy. par le produit sinacosa, qui est ainsi 

un nombre. Si Ton supposait que Tangle a, dans le plan vertical, est 

exactement mesure, c’est-a-dire si l’erreur doc etait nulle, Terrour rela- 

tive — serait egale a — c’est-a-dire que la hauteur verticale x serait 

mesuree avec le meme degre de precision que la base horizonlale b; 

et cette consequence est, pour ainsi dire, evidente d’ello-memo. Si la 

base etait mesuree avec une exactitude parfaitc, en sorto quo l’cr- 

reur db dut etre supposee nulle, on aurait 

el-00 dx 

x sina cosoc 5 

et, le produit sina cosa etant egal a {sin 2a, on aurait 

dx __ 2 da. 
sin2 a 


x 
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Ainsi Terreur relative de la hauteur inconnue x serait egale au double 
de l’erreur lie Tangle, divise par le sinus du double de Tangle a. Mais, 
dans le cas general, oil Ton ne peut supposer nulle Terreur db ou Ter¬ 
reur rfa, il fautcalculer commc il suit la limite de la plus grande erreur 
relative de x et Terreur moyenne de cette inconnue. 


XXV. 

Expression de la limito de cette erreur relative et expression de l’erreur relative moyenne. 

En appliquant les principes ci-dessus exposes, et en designant par 
Dx la limite de Terreur de x, on a 

Bx _ //D/A 2 '/ l)a y 

x V \ b / \sina cos a 


ou, mettant pour sin a cos a la valeur isin2a, 

D£ _ /Tubs' 7ji)£y 

x V \ b ) \sin2a/ 

Telle est Texpression de la plus grande erreur relative quo Ton 
puisse commettre sur la hauteur vcrticale que Ton ne inesure pas 
immediatement, mais que Ton deduit de la mesure d’une base hori- 
zontale et d’un angle dans le plan vertical. Quant a Terreur moyenne, 
dont la probability est 5, il sulfit, pour en former Texpression, de 
changer le caracterc D qui affecte les quantites connues; on a done 

dx /7<lb\* Y 2 da y 

x \/ \ b ) \sir12ay 

Le caractere d indique ici Terreur moyenne de la mesure des quan¬ 
tites b et a; et Ton a rapporte, dans le premier Memoire M, la regie 
qui sert a determiner cette erreur moyenne. 
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XX Vf. 

Consequence remarquable de la derniere solution; on ddtcrmine, par les solutions dc 
ce genre, les conditions les plus favorables a la precision. Application k la question 
actuelle. 

Nous exposerons maintenant une des applications les plus utiles 
des principes qui nous ont servi a estimer la precision des resultats 
du calcul. Elle consiste a deduire de cette meme theorie la connais- 
sancc des conditions les plus favorables a la precision. Par exemple, 
dans la question precedente, oil Ton ne peut pas mesurer immediate- 
ment une hauteur verticale x, on la conclut de la mesure d’une base b 
et d’un angle a; il s’agit d’indiquer la disposition la plus favorable 
parmi toutes celles que 1 ’on peut choisir, c’est-a-dire de trouver sous 
quel angle ail convient d’observer 1 ’extremite de la hauteur verticale 
afin que le resultat de l’operation soit, toutes choses d’ailleurs egales, 
plus precis que si l’on eut choisi une disposition diflerentc. II n’y a 
personne qui ne sache qu’il est preferable de sc placer a une distance 
telle que Tangle a soit un demi-droit. L’usage a indique cette position 
comme preferable, et, dans une question aussi simple, il n’est pas 
difficile d’en apercevoir la raison; mais il s’agit de la deduire d’une 
metbode generate qui s’etende aux questions les plus composecs. Cette 
methode est fondee sur les notions precedentes, qui donnent la mesure 
exacte de la precision des resultats calcules. Cette precision devient 
une quantite proprement dite; elle est exprimee en nombre : il suffit 
done de reconnaitre les conditions de figures qui rendront cette ex¬ 
pression un maximum. Par exemple, on a trouve que, en formant dans 
lc plan vertical un angle a, la limite de la plus grande erreur que 

Ton puisse commettre dans la determination de la hauteur inconnuc, 

D oo 

et pour chaque unite de mesure, est egale a — 3 dont la valeur est 

00 



On voit, par cette expression, que la limite de Terreur relative 
varie avec Tangle a. Si Ton suppose que 1 ’instrument qui sert a me- 
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surer les angles soit donne, et que le procede qui sert a mesurer la 
base b soit aussi determine, on voit que, sans rien changer a ces deux 
modes dc mcsures, on pourrait faire varier beaucoup la precision du 
resultat, qui cst xci represente par L’erreur commise par chaquc 

unite de mesure dans la determination de la hauteur inconnue x de- 
viendra plus petite si, Db et Da demeurant les memes, le sinus de aa 
devient plus grand. Si 1 ’on donne a sinna sa plus grande valeur, qui 

est i, on aura pour ^ une valeur moindre que si, en conservant Db 
et Da, on donnait a sin2a une valeur quelconque differente de 1. 
Done, en faisant usage d’un instrument donne pour la mesure des 
angles et d’un procede donne pour la mesure de la base b, on ne peut 
rien clioisir de plus favorable a la precision du resultat que de faire 
Fangio a egal a un demi-droit; alors sin2asera 1; l’expression de ~ 
aura sa moindre valour possible, savoir 

R.r , /T5b\* 7~r~. 

Si l’angle a n’etait pas egal a un demi-droit, la valeur de — serait 
plus grande que celle qui cst oxprimee par 1 ’equation precedente. Le 
resultat de l’operation trigonometrique serait moins precis; et la theorie 
procedente*donne le moyen de comparer la precision relative que l’on 
obtient lorsquc Tangle a est un demi-droit a celle qui repond it une 
autre valeur de a : il suftit de prendre le rapport des deux valeurs 
de ---• On considere ici les erreurs relatives, ete’est la limite de cette 

X 

erreur relative que 1 ’on prend dans la question actuelle pour la mesure 
de la precision. 

Les memes consequences s’appliquent a l’erreur moyenne relative. 
La plus petite valour a lieu, toutes choses d’ailleurs egales, lorsque 
[’angle a est un demi-droit; et, designant cette erreur moyenne par le 
caractere d, on a 

dx 


x 
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Nous terminerons ce Memoire par le resume general dcs proposi¬ 
tions qu’il renferme. C’est 1 ’objet de l’article suivant. 


XXVII. 

Resume et remarques diverses. 

Plusieurs quantites a, b, c, ... sont regardees comme connues 
parce que la valeur de chacune d’ellcs est mesuree au moyen d’un 
instrument dont l’application peut etre repetee. Une quantite incon- 
nue x est exprimee par une certaine fonction des donnees a, b, c, ...; 
la nature de cctte fonction est connue; c’est-a-dire que 1 ’on sait de 
quelle maniere il font operer sur les donnees a, b, c, ... pour que le 
resultat de la derniere operation soit l’inconnuea;; chacune des don¬ 
nees a, b, c, ... est sujette a une certaine erreur de mesure, que Ton 
doit regarder comme inevitable, mais qui ne peut exccder certaines 
limites. II est evident que les erreurs de toutes ces mesuros influent 
sur l’erreur de l’inconnuea;. La question consiste a determiner exac- 
tement les limites entre lesquelles l’inconnue x est comprise, lorsque 

Ton connaitles limites de chacune des donnees a, b, c, _Tant que 

cc dernier probleme n’est point resolu, on ne se forme qu’une idee 
imparfaite de I’erreur du resultat x. 

Pour resoudre la question precedente, il faut premierement deter¬ 
miner, pour chacune des grandeurs a, b,c, ..., les limites entre les¬ 
quelles leur valour est comprise. On trouve ces limites en repetant 
plusieurs fois l’application de l’instrument et en faisant usage de la 
regie generate enoncee dans un Memoire precedent (M). Cette regie 
consiste a deduire les limites cherchees des dilferentes valeurs que 
Ton a obtenues en mesurant plusieurs fois une meme quantite, telle 
que a. On calcule d’abord la valeur moyenne de ces diverses quan¬ 
tites a { , a 2 , a 3 , ..., a m en divisant leur somme a, -+- a 2 -f- a 3 -+- .. .-f -a m 
par leur nombre m. On prend ensuite les carres de ces dilferentes va¬ 
leurs, et l’on divise la somme a* -t- a% -+- cr 3 -+-... + ar m de ces carres 
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par leur nombre m, ce qui donne la valeur moyenne des carres, savoir 

m( a i + a l a 3 ■+■ • • • "t" a m)' 


On compare cette valeur moyenne des carres au carre de la valeur 


moyenne, savoir (m, + &•> -t- o,^ -t-... h— 

la valeur moyenne des carres le carre de la valeur moyenne. 
Le reste est ainsi exprime 


, et Ton retranche de 


I (a 

m 


■ "+* a Jn) ■ 


\L 
L m 


c«t 


• a % - 


>]■ 


On divise le double de ce reste par le nombre m, et Ton extrait la 
racine carree du quotient; designant par g cette racine carree, on a 


-s/\ 


(a\ + a\ ■ 


a\- 


&ni ) 


• H- a„ 


m 


C’est ce nombre g qui fait connaitre la limite de I’erreur de la quantite 
mesuree a: il suffit de prendre le triple du nombre g; on doit re- 
garder eommc certain, dans la pratique, que la valeur exacte de a est 
comprise entre a — 3 g et a-h 3 g. L’erreur positive ou negative de la 
valeur a donnee par la mesure est moindre que ± 3 ^. 

Pour connaitre le sens exact de cette proposition, il faut considerer 
que, si Ton pouvait repeter un nombre infini de fois la mesure de la 
quantite a , et si l’on prenait la valeur moyenne de ce nombre infini de 
valeurs differentes qu’on aurait obtenues, cette moyenne serait une 
quantite entierement fixe; c’est-a-dire que, en mesurant do nouveau 
une infinite de fois cette meme grandeur, la moyenne que l’on obtien- 
drait par cette nouvellc operation ne differerait aucunement de celle 
que Ton aurait obtenue par l’operation precedente. La valeur moyenne 
d’une infinite de resultals donnes par la mesure d’uno meme grandeur 
est invariable; on la trouverait toujours la meme. 

Cette derniere proposition est demontree depuis longtemps; elle 
derive d’un principe fondamental de l'Analyse des probabilites. Nous 
designons par A ce resultat moyen et invariable d’un nombre infini de 
mesures d’une certaine grandeur a. 
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Si cette grandeur n’a pas ete mesuree un nombre infini de fois, 
mais seulement un nombre de fois fmi et designe par m, la valeur 
moyenne de ces m mesures differe, en general, de la quantite fixe A, 
et c’est la difference de cette valeur moyenne a a la grandeur fixe A 
que nous appelons Verreur de a; or cette erreur de a est comprise 
enlre a — 3 g et a + 3 g\ 

II est necessaire de remarquer que cette consequence s’applique 
aux erreurs fortuites dont la valeur a peut etre affectce, soit cn plus, 
soit en moins. Si l’instrument de mesure etait sujet a une erreur con- 
stante qui se reproduirait toujours, et autant de fois qu’on appliquerait 
l’instrument, il est manifeste que cette erreur uniforme subsisterait 
aussi dans la valeur moyenne, quelque grand que put etre le nombre 
des applications du meme instrument. Quant aux erreurs fortuites, 
elles disparaissent de plus en plus a mesure que le nombre des opera¬ 
tions devient plus grand. On peut toujours, en repetant indefiniment 
le nombre des mesures, faire disparaitre toutes les erreurs fortuites ; 
e’est-a-dire que la difference de la valeur moyenne a la grandeur 
fixe A devient de plus en plus petite lorsqu’on augmente le nombre 
des mesures, et cette erreur peut devenir moindre que toutc quantite 
donnee. 

On determine, par un calcul semblable, l’erreur moyenne de la 
grandeur mesuree a; pour cela, on ne multiplie point par 3 le nombre 
precedent g\ on multiplie ce nombre par le facteur 0,47708. Ce pro- 
cluit est 1’erreur moyenne de a, et la probability de cette erreur est^; 
e’est-a-dire qu’on est aussi fonde a croire que l’erreur de a surpasse le 
produit qu’on est fonde a croire que cette erreur de a est au-dessous 
du meme produit. 

Ainsi la limite de l’erreur positive ou negative dont la valeur a peut 
etre affectee est ± 3 g, et l’erreur de a qui a pour probability 4 est 
0,477083-: c’est cette derniere erreur que nous appelons moyenne. 
Quant au produit 3 g, il exprime la plus grande erreur que l’on puisse, 
dans la pratique, attribuer a la quantite mesuree a : cette'plus grande 
erreur n’est pas rigoureusement impossible, mais sa probability est 
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extremement petite; elle tombc au-dessous dc j—. Apres avoir ainsi 
determine la limite de l’erreur do a et l’erreur moyenne de ectte memo 
quantite a , il faut en deduire : i° la limite de l’inconnuc x\ i° I’erreur 
moyenne de cette memo inconnue a?, qui est une certaine fonction 

F(a, b, c, .. .) des grandeurs mesurees a, b, c, cl . Pour resoudre 

ces deux questions, on operera commc il suit sur la fonction donnee 
F (a, b, c, ...) : 

i° On designe par Da la limite de 1 ’erreur de Pune des donnees a, 
et par D b, Dc, ... les li mites des erreurs des autres donnees b, c, ...; 
ces petites quantites Da, D6, Dc, ... sont eonnues par I’application du 
proeede que Ton vient dc rapporter. Cel a pose, on substitue pour a, 

b, c, cl .dans la fonction F(a, b, c, ...), les valours qui resultent 

immediatement des mesures, ec qui donne un premier resultat F; 
ensuite on augmenlc uno seule des grandeurs, telle que a, de cette 
petite quantite Da qui exprime la limite de I’erreur de a, et Ton eal- 
cule la nouvelle valour F(a + Da, b, c, ...); e’est-a-dire (|ue I’on 
recommence le calcul precedent en laisant varier la seule grandeur a 
de l’accroissement Da, et conservant a toutes les autres donnees lours 
valeurs precedcntes. On trouve ainsi un second resultat F', qui ditiero 
tres peu de F. Nous clesignons par D fl F la difference F'— F, pour 
indiquer qu’elle provient de l’accroissement Da, attribue a la seule 
donnee a dans la fonction F(a, b, c, ...). On opere de la memo ma- 
niere pour une autre donnee b, et suecessivemcnt, pour toutes les 
autres c , d, e, ...; et l’on trouve les differences D a F, D 4 F, D C F, ... qui 

repondent aux variations D fl , D 4 , D,... 11 ne reste plus qu’a prendre 

les carres de ces differences, et la racine carree de la somme dc cos 
carres : l’expression 

est celle dc la limite Da; de 1’erreur de l’inconnue oc : on est assure 
que la valeur de x est comprise entre F (a, b, c, Dx et 

F(a, b, c, ...) 4- Da?. 

2° Si maintenant on designe par da l’erreur moyenne de l’une des 
II. 74 
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grandeurs connues a , et par d b, de, ... l’erreur moyenne de cliacune 
des autres donnees b, c, ..., ces erreurs moyennes seront donnees par 
I’application de la regie que Ton a rapportee plus haut, et qui consiste 
a multiplier g par le facteur 0,47708. On fera varier unc seule des 
grandeurs, telle que a, de la petite difference da, et Ton obtiendra un 
resultat qui, etant compare a F(a, b, c, ...), donne une difference que 
nous designons par d u F. Ayant determine ces differences pour cliacune 

des autres quantites b, c .on ajoute tous les carres et Ton prend la 

racine earree de la somme. V expression 

Ax — y/( d a F) 2 -+- (dftt) 2 -+■ (d e F) 2 -t- ... 

est celle de l’erreur moyenne de I’inconnuea;; la probability de cette 
erreur est il est precisement aussi possible que l’erreur commise 
en prenant# egal a F(a, b, c, ...) surpasse cette erreur moyenne Ax 
qu’il est possible que I’errcur commise soit au-dessous de cette meme 
erreur moyenne. 

On peut aussi trouver, par 1 ’Analyse differentielle, les petits accrois- 
sements que nous avons designes par D a F, D A F, D C F, ... ou d a F, 
d A F, ..., en differentiant la fonction donnee F(a, b,c, ...) par rapport 
aux quantites a, b, c, mais l’operation pratique qui vient d’etre 
indiquee supplee a ce calcul; et, si 1’on excepte des cas tres simples 
ou la differentiation exige peu de calcul, on trouvera que la regie 
usuelle qui vient d’etre donnee conduit beaucoup plus promptement 
a la connaissance des valeurs de D a F, D 4 F, ..., d a F, d A F. 

Au reste, pour la facilite do l’application, on doit faire les remarques 
suivantes. Dans la fonction donnee F(a, b, c, ...), il s’agit de faire 
varier une seule des grandeurs, par exemple a, d’une tres petite quan¬ 
tity Da, que Ton vient de determiner par la regie des resultats moyens. 
On fera d’abord varier a d’un petit accroissement exprime par un 
nombre simple, par exemple d’une minute ou d’une seconde si a est 
un angle, ou d’un centimetre ou d’un millimetre si a est une lon¬ 
gueur. On fera done, dans la valeur preeedente de 


x — F ( a, b,c, ...) 
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qui vient d’etre, calculee, la petite correction que doit produire cet 
accroissement d’une seconde ou d’un millimetre. II ae restera plus 
qu a multiplier cette correction par la valeur trouvee pour D a. En 

operant dc cette maniere pour toutes les autres variations D b, Dc. 

d b, dc, ..on obtiendra facilement les accroissements D„F, D 4 F, .... 
d«F, d 4 F, ... qui entrent sous le signe radical dans 1 ’expression de la 
limite Da? ou dc 1 ’erreur moyenne da?. Le calcul numerique que cette 
regie exige est beaucoup plus prompt que celui qui proviendrait des 
differentiations, presque toujours compliquees, des formules trigono- 
metriques. 

Les regies precedentes determinent done : i° l’expression de la 
limite dc l’crreur d’une inconnue a? qui est une fonction donnee 
F(fl, b, c, ...) dc grandeurs mesurees a, b, c, ...; 2° Ferreur moyenne 
de cette me me inconnue, e’est-a-dire Ferreur dont la probability est j. 
Ges deux resultats completent la connaissance que fournit le calcul, et 
1 ’on se forme ainsi une juste idee de Ferreur a laquelle on est expose 
dans cheque application. 

L’expression analytique de la limite de Ferreur de l’inconnue ou de 
Ferreur moyenne conduit a une autre consequence remarquable; elle 
fait connaitrc comment les grandeurs mesurees concourent a deter¬ 
miner soit la limite Du?, soit Ferreur moyenne da?, et, par consequent, 
elle sort a resoudre cette question : Quelles sonl les conditions de figure 
et, eh general, quelles sont les valours des donnees a, b, c, ... qui sonl 
les plus favorables a la precision du r&sullat du calcul? Ces valeurs sont 
cellos qui donneraient la moindre valeur possible a la limite Du? de 
Ferreur de l’inconnue et, par consequent, a Ferreur moyenne da?. 
Ainsi, dans les operations trigonometriques dont l’objetestdededuire, 
de certaines grandeurs qui peuvent etre mesurees, d’autres grandeurs 
que l’on ne pourrait point mesurer immediatement, il est important 
de connaitre quelles sont, parmi les conditions dont on peut disposer, 
celles qui rendraient le r6sultat plus precis. II est facile de les distin- 
guer lorsque Fexpression trigonometrique esttres simple, par exemple 
lorsqu’on veut conclure une hauteur verticale de la mesure d une base 
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horizontale; mais, clans des cas un peu plus composes, cette discussion 
necessity an plus long examen, ct la solution reguliere de la question 
doit etre fondee sur les theoremes enonces dans le present Memoire. 
Non seulemcnt on parvient ainsi a connaitre les conditions de figure 
qui doivent etre preferees, ou dont il faut se rapproclier le plus qu’il 
est possible; mais on distingue quelles sont les quantites qu’il importe 
le plus de mesurer avcc precision. On peut estimer, par cette theoric, 
le degre de precision, ct comparer numeriquement celle qui resulte 
de cerlaines conditions de figure avec celle quc 1’on obtiendrait si 
ces conditions etaient differentes. Nous avons, dans notre premier 
Memoire sur les resultats movens, donne une regie generale et facile 
pour estimer le degre d’exactitude de ces resultats. Nous etcndons 
maintcnant l’usage do cette regie a tous les cas oil 1’on deduit par 
le calcul une valeur inconnue des diverses quantiles qui peuvont etre 
mesurees immediatement, mais dont la determination est sujette a des 
erreurs inevitables. U en resulte que la valeur calculee est elle-memc 
sujette a une erreur corrcspondante. Nous determinons les liinites de 
cette erreur. L’emploi du calcul devient done comparable a celui d’un 
instrument dont on connait exactement la precision. Nous pensons 
que la publication de ces theoremes sur les erreurs des mesures ct sur 
la precision des resultats da calcul contribueront a perfectionner les 
applications des Sciences mathematiques. Ces considerations appar- 
tenaient naturellement a une Collection qui a pour objet d’obser^r e( 
de constater tons les principaux elements de la prosperite publique. 


So/mnaire des Articles . 

L Expose de la queslion. Eile a pour objet de dccouvrir suivanl quelle loi 
Terreur d’un resultal depend des erreurs partielles des mesures. 

H. Exemples propres a faire connaitre la nature de cette queslion. 

III. Expression differenlielle'de l’erreur du resultat calculd. Cette expres¬ 
sion ne sufflrait point pour resoudre la question que Fon doit se proposer. 

IV. tnonce de la regie gdnerale qui resout cette derniere queslion; calcul 
de la limite de 1’erreur. 
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ET SUE LES ERREURS DES MESURES. 

V. Application de la mfime rdglc au calcul de l’erreur moyenne. 

N I. Remarques sur 1 emploi de celle regie; enonce exact de la consequence 
qu’elle foumil. 

\ IS. Application au cas ou 1 inconnue est egale a la somrne des quantites 
mcsurees. 

VIII. Remarque sur le resultat quo I’on trouverait en ne considerant que 
les plus grandcs limites des orrcurs partielles. 

IX. Expression do Terrcur moyenne dans le cas general. 

X. Mesure de la probability (Tune erreur quelconque. . 

XI. L’erreur (jue 1’on doduirait de 1’expression dilferentielle serait exces¬ 
sive. Example particulior qui monlre la verity de cette remarque. 

XII. Cctto f derniore consequence est generate. Construction qui la rend 
Ires sensible. 

XIII. La memo analyse s’applique a la question qui a pour objet d’estimer 
la limite de l’erreur de la mesure d’une longueur eomposee d’un grand nombre 
de parLies; resultat general de la solution. 

XIV. Example de cette derniere question. 

XV. CoelTieienls ddferenliels qui mesurenl l’inlluence de chaque erreur 
part idle sur Terreur du resullal. 

XVI. Regie pratique qui fait connaitre facilement la premiere partie de 
i’erreur du resultat et le coefficient ditferentiel propre a cette partie. 

XVII. La inemo regie fait connaitre toules les parties de I’erreur du resultat 
el tons les eoeflicienls dilferciiliels qui s’y rapportent. 

i 

XVIII. En prenant la racine carrec de la somme des carres des termes que 
1’on a deduils de la regie pruned onto, on trouve : i° la limite de la plus grande 
erreur de riueontme; 3° l’crreur moyenne. 

XIX. Exemple simple do l Visage de cclte r&gle; erreur sur la mesure du 
.volume prismatique. 

XX. Definition de I’errcur relative, dilferentielle logarithmique. 

XXL Dans la question actuellc, on suppose que la limite de la plus grande 
erreur relative est la inline pour chacunc des trois dimensions; on en conclut 
la limite de la plus grande erreur relative du volume calcule. 

XXII. Calcul d’unc hauteur verlicale; expression de la limite de Fcrrcur. 

XXIII. L’erreur de la mesure d’un angle n’est point relative, mais elle est 
toujours exprimee par mi nombre abstrait. 
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XXIV. Dans la question actuelle, Terreur relative de la hauteur incormue 
est formee de deux parties. 

XXV. Expression de la limite de cette erreur relative et expression de J’er- 
reur relative moyenne. 

XXVI. Consequence remarquahle cle la derniere solution; on determine, 
par les solutions de ce genre, les conditions les plus favorables a la prdcision. 
Application a la question actuelle. 

XXVIL Resume et remarques diverses. 



SUPPLEMENT 

A LA 

PREMIERE SECTION. 




IEMOIRE I)’ANALYSE 


St:II LK 


IlIYEWEINT DE LA CHALEUR DANS LES FLMDES. 




MEMO IRE D’ANALYSE 


Sl'R LE 

MOUVEMENT l)E LA f.HALEUR DANS LES FLUIDES. 

(Lu a TAcadcmie royalc dos Sciences, lo .< septcmbre 1820 .) 


Memoir vs' de VAcademic royalc des Sciences da Vlnstitut do France , t. XIF, 
p. r )oy a 53o. Paris, Didot ; 1 833 ( 1 ). 


On osl parvenu a exprimer par des equations generales a differences 
partielles les conditions du mouvement des fluides. Cette decouverte, 
qui est un des plus beaux resultats de la Geometrie moderne, est due a 
d’Alembert ct a Euler. Lc premier a publie ses recherches dans TOu- 
vrage qui a pour titre : Essaisurla resistance des fluides. Euler a traite 
re memo sujel dans les Memoires de l’Academic, de Berlin, annee 1755. 
II y donne ces equations sous une forme simple et distincte qui em- 
brassc tous les cas possibles, et il les demontre avec cette clarte admi¬ 
rable qui est le caraclerc principal de tous ses ecrits. 

Les equations generales qui se rapportent au mouvement desliquides 
sont au nombre de quatre : Lrois d’entre elles expriment Taction des 
forces acceleratrices; la quatrieme est donnee par la condition de la 
continuity 

Pour connaitre le mouvement du liquide, il faut pouvoir determiner 
a cliaque instant la vitesse actuelle d’une molecule quelconque, la 

(_*) Fourier 6tant mort lo iG mai r83o, eo Mdmoire a etd imprime dapres le manuscrit 
qu’il avail communique 4 l’Acaddmie; l’oxtrait qui le suit a du etre lire des papiers laisses 
par l’illustre gdomdtre. 
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direction de son mouvement, et la pression qui s’exerce cn ce point de 
la masse fluide. Ainsi 1 ’on regarde, dans cette analyse, comme gran¬ 
deurs inconnues, trois quantites qui mesurent les vitesses partielles 
d’une me me molecule dans le sens des trois coordonnees orthogonales, 
et une quatrieme quantite qui mesure la pression-. Ces quatre incon¬ 
nues, et le temps ecoule, sont les seuls elements du calcul. Dans les 
fluides elastiques, tels que Fair, la densite est variable, et ellc a avec 
la pression un rapport tres simple que des experiences reiterees ont 
demontre. II y a done toujours un nombre d’equations precisement 
egal a celui des quantites inconnues. Les conditions physiques de la 
question se trouvent ainsi deposees dans le calcul et rigoureusement 
exprimees, ce qui etait l’objet special de cette recherche. 

Apres cet expose, nous retnarquerons que la temperature variable 
des molecules fluides est aussi une cause dynamique, que I’on no doit 
point omettre d’introduire dans le calcul. Elle influe toujours sur le 
mouvement dans les substances aeriformes; car il ne peut y avoir do 
changement de densite ou de pression sans qu’il en resultc des chan- 
gements de temperature; et cette meme cause concourt aussi a deter¬ 
miner les mouvements des liquides toutes les fois que la distribution 
de la chaleur n’est pas uniforme. Nous retrouvons cette action de la 
chaleur dans les grands phenomenes de la nature. Les mouvements 
generaux et periodiques des diverses parties de l’atmosphere, et les 
courants principaux de l’Ocean, sont occasionnes par l’inegalc distri¬ 
bution de la chaleur solaire, dont l’effet se combine avec ceux de la 
gravite et de la force centrifuge. Ces considerations, et plusieurs autres 
du meme genre, m’ont porte a rechercher avec beaucoup de soin l’ex- 
pression analytique des mouvements de la chaleur dans l’interieur des 
masses fluides. II est evident de soi-meme que la temperature de chaque 
molecule fluide est un element variable qui modifie tous les mouve¬ 
ments interieurs; mais il ne suflit point d’introduire dans le calcul de 
ces mouvements une quantite quidesigne la temperature; il fautajouter 
une equation speciale qui se rapporte aux variations de la chaleur en 
exprimant la distribution instantanee. L’objet precis de notre Memoire 
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est do decouvrir cettc nouvellc equation, afin tie la joindre a celles qui 
represented 1’efFet des forces acceleratrices, et de completer ainsi I’ex- 
prcssion analytique des mouvcmcnts des fluides. 

Nous avons considerc principalemcnt les fluides qui ont ete appeles 
incompressibles. Les memos principes s’appliqucnt aux fluides aeri- 
formes, quoique la forme des equations soit differente; mais nous 
pensons, en cc qui concernc cettc dcrnicre cspece de corps, que, pour 
achevcr entierementla recherche des equations generates, il faudrait 
sc fonder sur une serie d’observations que nous ne possedons point 
encore. 

Ala suite des quatre premieres equationshydrodynamiques, qui sont 
connues et demontrees depuis longlcmps, j’ai ecrit cclle qui exprime 
les variations de la temperature. Los geometres jugeront de ce nouveau 
resultat. 

a, (3,-y designed les trois vitesses orlhogonales d’une molecule dont 

les coordonnecs sont-r, y, s; 
e est la densite variable de cettc molecule; 

0 est la temperature; 
i le temps ecoule. 

Cette cinquiemo equation se forme, com me on peut le voir, d’une 
premiere partie qui exprime la distribution de la chalcur dans les 
masses solides : elle coincide en cette partie avec l’equation generale 
que j’ai donnee dans ines premiers Memoires en 1807, et elle contient 
de plus les termes qui dependent du deplacement des molecules. 

Dans la premiere partie de notre demonstration, nous avons rappele 
celle des equations qui expriment le mouvement de la chaleur dans 
l’interieur des solides et a leur surface. Si Ton examine ces questions 
avec to.ute. l’attention qu’ellcs exigent, on reconnaitra, comme nous 
I’avons dit plusieurs fois, que les principes mathematiques de la 
Theorie de la chalcur ne sont ni moins clairs ni .moins rigoureuse- 
ment demontres que ceux des theories dynamiques; qu’ilssontfeconds 
en applications utiles, etque les resultats sont exactement conformes 
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a ceux des experiences; enfin, que ces principes sont independanls cle 
toute hypothese physique sur la nature de la chaleur. 

C’est dans les ecrits de Newton que l’on trouvc les premieres vucs 
sur la theorie mathematique de la chaleur. Ensuite, l’Aeademic des 
Sciences de Paris n’a cesse de diriger sur cet objet 1’attcntion des geo- 
metres. Amontons avait fait la premiere experience propre a eclairer 
la question de la propagation de la chaleur. Cette question fut pro- 
posee comme sujet d’un prix pour l’annee 1788. La collection de nos 
Memoires contient, outre la piece couronnee, dont 1 ’auteur est Euler, 
deux autres pieces qui furent approuvees et publiees, comme remplics 
de iwes et de fails tre's bien exposes : ce sont les termes du Rapport. 
L’une est de M me Emilie du Chatelet, l’autre de Voltaire. Je ne citerai 
point ici les recherches ulterieures qui ont ete faitcs sur le me me 
sujet : j’ai voulu seulement rappeler que cette branche do la Phy¬ 
sique mathematique a toujours ete specialement cultivee cn France, 
et qu’elle doit a cette Academic ses progres les plus remarquables. 

II me reste a donner une idee generale du principe que j’ai suivi 
pour former l’equation du mouvement de la chaleur dans les flu ides. 

Si l’on suppose qu’un liquide pesant est contenu dans un vase oil la 
masse est actuellement en equilibre, et si l’on conqoit que les mole¬ 
cules viennent tout a coup a recevoir des temperatures inegates, l’equi- 
libre cessera de subsister. II s’etablira dans toutes les parties du liquide 
des mouvements infiniment varies, etles conditions de ces mouvemenls 
ont des rapports necessaires avec la distribution de la chaleur initiale. 
Si, independamment de l’inegalite des temperatures, qui suffirail pour 
occasionner ces deplacements, on suppose que la masse fluide est sou- 
mise a des impulsions exterieures qui ne se font point equilibre, les 
mouvemenls des molecules seront encore plus composes. Ils meleront 
de plus en plus les diffhrentes parties de la masse, et concourront ainsi 
a faire varier les temperatures; en sorte qu’il y a une influence reci- 
proque des effets dynamiques proprement dits etde ceux qui dependent 
de la distribution de la chaleur. 

II parait d’abord singulierement difficile d’assujettir a un calcul 
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exact toutes ces variations de temperature, et de les comprendre dans 
une equation generate. Mais un examen tres attentif de cette question 
montre qu’elle peut etre completement resolue. 

Pour parvenir a cette solution, il faut concevoir dans l’interieur de 
la masse un espace determine, par exemple le volume d’un prisme 
rectangulaire compris entre six plans dont la position est donnee. On 
examine tous les changements successifs que subit la quantite de cha- 
leur contenue dans l’espace prismatique. Cette quantite varie a chaque 
instant, et par deux causes tres distinctes. L’une est la propriete que 
les molecules du fluide ont de communiquer leur clialcur aux mole¬ 
cules assez voisines, lorsque les temperatures sont inegales. En vcrtu 
de cette propriete, dont les liquides ne sont pointdepourvus, comme 
on l’a quelquefois suppose, la clialcur tend il se distribuer d’unc ma- 
niere plus egale, et sc dispose insensiblement a 1’etat d’equilibre : elle 
penetre done ii travers les surfaces rcctangulaires qui terminent le 
prisme, et l’eUet instantane de cette propriete de la clialcur est celui 
qui aurait lieu si la masse etait solide. 

A cette premiere cause, commune a toute cspece de matiere, il s’en 
joint une autre qui est propre aux fluides. Les molecules ellcs-memes 
se deplacent, et elles apportent dans cet espace prismatique la clialeur 
qu’ellescontienncnt; ou, en sortantde cememe espace, elles emportent 
cette clialeur qui leur est propre. 

La question se reduit done a faire separement le calcul de la chaleur 
acquise par l’espace prismatique en vertu de la communication, et de 
la chaleur acquise par cet espace en vertu des mouvements des mole¬ 
cules. Nous connaissons l’expression analytique de la chaleur commu- 
niquee, et ce premier point de la question est pleinement eclairci. II 
reste done a tenir compte de la quantite de chaleur transportee : elle 
ne depend que des vitesses des moldcules et des directions qu’elles 
suivent dans leurs mouvements. 

On calcule done premierement combien il entre de chaleur par l’unc 
des faces du prisme, soit par voie de communication, soit a raison de 
l’ecoulement du fluide; secondement, combien il sort de chaleur par 
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la face opposee, a raison de 1 ’une et de l’autre cause. Appliquant on 
calcul a chacun des rectangles qui terminent le prisme, on connail 
combien il acquiert de chaleur pendant un temps donne; ct si l’on dis- 
tribue cette chaleur acquise entre toutes les molecules, on connalt. 
l’augmentation moyenne de la temperature pendant ce memo temps. 
En rapportant les expressions precedentes a la duree d’un instant, et 
a un prisme infinitesimal, on forme l’equation dont nous avons parle. 
Elle est a differences partielles, comme celles. du mouvement des 
fluides. Par la, on introduit dans l’analyse de ccs mouvements une 
nouvelle variable, la temperature, et une nouvclle equation qui sect 
a la determiner. 


Equations generales du mouvement el 

des fluides incompressibles 


G'CX' 




x, y, z, coordonnees d’un point de 1’espace occupe par une molecule ; 
t, temps ecoule; 

ci, p, y, vitesses partielles de la molecule pour augmenter les coordon¬ 
nees x, y, z: 

p, pression qui s’exerce contre la molecule; 
e, densite variable de la molecule; 

6, temperature variable de cette molecule. 


Les coefficients K, C, h mesurent la conductibilile propre de la 
masse, la chaleur specifique et la dilatabilite. 
ci, ( 3 , y, p, s, 9 sont des fonctions de x, y, z, t. 
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n designe par X, Y, Z les trois resultantes orthogonales des forces 
agissent sur une molecule quelconque dont les coordonnees sont 
■, z; e cst la densite qui repond a la temperature zero, assez eloi- 
i du changement d’etat. 

3s quatre premieres equations sontconnues et demontrees depuis 
temps. 

i cinquieme exprime le mouvement de la chaleur dans les fluidcs 
mpressibles. 


EXTRAIT 

DES NOTES MANUSCRITES CONSERVES PAR L’ADTEDlt. 


i se propose d’etendre la recherche des lois du mouvement de la 
'ura une question qui parait d’abord tres composee, savoir cello 
i distribution de la chaleur dans lesfluides. Nous no considere- 
ici que les fluidcs qui ont ete designes sous lc nom d ' inco/npres- 
. On concevra done une masse liquide dont toutes les molecules, 
dement ecliauflees, sont soumises a Taction de forces aecelera- 
3, et dans laquelle la situation et la temperature de cliaque mole- 
varient a chaque instant. II s’agil de determiner toutes les quan- 
qui font connaitre la vitesse actuelle des molecules, la direction 
ur mouvement et leur temperature. 

us designons par a la vitesse avec laquelle une molecule dont les 
lonnees sont x, y, z s’avance parallelement a l’axe des x; [3 est 
,essc de la meme molecule dans le sens suivant lequel les coor- 
ees y augmentent; et y est la vitesse parallele a Taxe des z. II 
de determiner a, [ 3 , y en fonction des coordonnees x, y, z et du 
s ecoule i. Nous designons par 0 la temperature que cette meme 
lule a acquise a la fin du temps i. II est evident que, si les trois 
II. 76 
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vitesses orthogonales a, [ 3 , y e * ^ temperature 0 etaient ainsi expri- 
mees en fonction des coordonnees x, y, s ct du temps l, il ne resterai t 
plus rien d’inconnu dans l’etat variable de la masse fluide, en sorte 
que Ton pourrait determiner cet etat pour chaque instant : p est la 
pression qui s’exerce a la fin du temps t sur la molecule fluide dont x, 
y, s sont les coordonnees; e est la densite actuelle de cettc molecule. 
Cela pose, nous admettons comme demontrees les quatre Equations 
suivantes : 
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Le terme X exprime en fonction de x, y, z ct t la resultante dos 
forces acceleratrices qui agissent parallelement a l’axe des x sur la 
molecule dont a;, y, z sont les coordonnees; Y est la resultante de ces 
forces parallele a l’axe des y, et Z est leur resultante agissant. dans le 
sens de I’axe des^. Ces forces tendent respectivement, quand elles sont 
positives, a augmenter les coordonnees x, y, z. 

II serait inutile de rappeler les demonstrations si connues de ces 
equations. Nous supposons que Ton se represente les elements de 
cette question tels qu’ils sont exposes dans les Ouvrages d’Euler (Me- 
moires de I’Academie de Berlin pour I’annee 1755). 

Concevons maintenant que, par un point m de la masse fluide, on 
trace un plan perpendiculaire a I’axe des s, et cherchons quelle quan¬ 
tity de chaleur passe, pendant un instant dt, de la partie de l’espace 
qui est au-dessous de ce plan dans la partie de l’espace qui lui est su- 
perieure. Soit co l’aire infiniment petite d’un disque dont le centre est 
en m, et qui est perpendiculaire a 1 ’axe des z. Si toutes les molecules 
etaient immobiles, et que les changements de temperature dussent 
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losulter seulcment de la communication de la chaleur, qui tend tou- 
jours a se distribuer uniformcment, il a ete demontre (<) que la quan- 
tito do chaleur qui s’eleverait au-dessus duplan a travers le disque oo 
pendant 1c temps mfmiment petit aurait pour expression -K ~^dt. 
(i ost la rncsure exacte de la chaleur communiquee, qui, abandonnant 
certaines molecules, passe dans celles qui leur sont contigues. Le coef- 
lieient K ost celui que nous avons defini. II se rapporte a la substance 
Uquide clle-meme, ct exprime la facilite avec laquelle la chaleur s’y 
propage comine dans un milieu solide. 

Independamment de cette chaleur qui passe d’une molecule a une 
autre, il laut considerer cello qui est transporter par les molecules 
elles-memos a travers le disque w. Nous avons designe par C la quan- 
liti; de chaleur qui, etant ajoutce a l’unite de volume du liquide, por- 
lerait la masse occupant ce volume de la temperature o a la tempera¬ 
ture j de (’ebullition de l’eau. D’apres cola, si, pendant l’instant di, il 
s ecoulail a travers le disque o>, de has on haut, une masse liquide d’un 
volume p. et d’une temperature exprimee par 0, cette masse apporterait 
dans 1 ’espace superieur au plan une quantite de chaleur egale a Cp. 0 . 
On regarde ici eomme une constantc la quantite de chaleur que la 
masse conlient lorsqu’elle cst a la temperature zero de la glace fon- 
dante, et l’on ne calcule que les differences, ou positives, ou negatives, 
qui sont ajoutecs a cette constante commune, ou qui en sont retran- 
cliees. Or le prisme fluide qui traverse le disque pendant 1 ’instant dt 
a pour base I’airc m, et cette section o, qui au commencement de l’in- 
stant dt co'incidail avec le disque, s’en est eloignee pendant la duree 
do eet instant, en sorte qu’a la fin de cette duree sa distance au disque, 
mesuree perpendiculaircment au plan de ce disque, est •ydt. La quan¬ 
tile de chaleur transports par l’effet de ce mouvement au-dessus du 
plan est done Cmy dt 0. 

Kile s’ajoute a la chaleur qui s’est communiquee dans le memo 
temps cn passant d’ane molecule a une autre, coniine cela aurait lieu 


( 1 ) Th6orie de la chaleur, Chap. I er , arl. 98. 
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dans un corps solide. Ainsi la quantite totale de chaleur qui, pendant 
le temps dt, s’eleve a travers le disque au-dessus dc son plan, soit en 
vertu du deplacement des molecules, soit en vertu de la communica¬ 
tion, a pour expression 

adl(—K^+Cy9y 

Si le mouvement du fluide etait suppose connu, c’est-a-dire si les 
quantites a, { 3 , y etaient donnees en fonction de x, y, z et t; et si, de 
plus, on connaissait la valeur dc G en fonction de ces memes variables, 
on determinerait done facilementla quantite de chaleur qui, pendant 
un temps donneT, s’ecoule a travers une portion determinee d’un plan 
perpendiculaire a l’axe des z; car, designant par zero et a , zero et b 
les limites de l’aire rectangulaire tracee sur ce plan, on ecrifait dxdy 
au lieu de l’aire infiniment petite to, et l’on prendrait la valour de l’in- 
tegrale definie 

y et 0 etant des fonctions supposees connues de x, y, z, i, K et C des 
nombres constants, et a, b, c, t , T des nombres donnes, on trouverait 
la valeur numerique de l’integrale, ou de la quantite de chaleur qui, 
dans le temps donne, et toute compensation faite des grandeurs posi¬ 
tives et negatives, a passe a travers le rectangle au-dessus du plan. 

La meme consequence s’applique a toutes les positions que Ton 
pourrait donner a l’aire infiniment petite co qui passe par le point m. 
Si cet element etait situe sur un plan perpendiculaire a l’axe des y, la 
quantite de chaleur qui, traversant l’element, passe pendant l’instant 
dt de l’espace anterieur au disque dans l’espace oppose serait 

et, si le plan de 1’element w etait perpendiculaire aux x, la quantite 
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<h‘. duilem* qui le traverse pendant la duree dt serait 


w dt 


OS 

•K^h-C cc 6 
Ox 


En general, on appliquorait cette consequence a toutes les positions 
<lu plan en. [1 sufhrait de remplaccr a et — paries quantites qui mesu- 
renl. la vitosse de la molecule m perpendiculairement au plan, et Ie 
(lux (le lit chaleur communiquee suivant cette direction. C’est ainsi 
quo Ton determinerait, dans une masse fluide dont le mouvement et 
la temperature variables seraient connus, le flux total de chaleur, soit 
transportee, soit communiquee, a travers un diaphragme dont la figure 
el la position seraient donnees. 

Oonsiderons maintenant une capacite prismatique comprise entre 
six plans rectangulaires infiniment voisins, dont trois passent par le 
point m. On ileterminera, au moycn de la proposition precedente, la 
quantite de chaleur qui entre pendant la duree dl dans cet espace 
prismalique a travers le rectangle dx dy, et l’on en retranchcra la cha¬ 
leur qui, pendant le memo temps, sort de cet espace a travers la face 
opposdo. On connaitra ainsi la chaleur que l’espace prismatique ac- 
quiert en vertu du transport, ou de la communication qui s’opere dans 
le sens des ordonnees s. On trouvera un resultat semblable par rapport 
a I’axe des y, et un troisiemc resultat pour l’axe des x. En ajoutant 
ees trois quantites, on connaitra combien l’espace infinitesimal que 
Ton considere acquiert de chaleur pendant un instant, soit par voie de 
communication de molecule a molecule, soit par le transport de ces 
molecules. Soit Acette quantite totalc de chaleur acquise par le volume 
rectangulaire dont les dimensions sont dx, dy, dz. On considerera 
qu’une quantite de chaleur egalc a C dxdydz eleverait une masse de 
liquide occupant cc volume de la temperature o a la temperature i. Par 
consequent, ^ dx’dy d? sera P a, J§ men tation de temperature due a la 
chaleur acquise A. 11 ne reste plus qu’a etablir le calcul: 

dydz^-K^ + Cadjdt 
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est la quantite de chaleur qui, pendant la duree dl, traverse I’aire 
dydz et entrc dans le prisme. Pour connaitre la clialeur qui sort a 
travers la face opposee, il suffit d’ajouter a 1’expression precedente 
sa differentielle prise par rapport a x seulement, et Ton a pour l’ex- 
pression de cette chaleur 

dydz{- ^ c dL 

Retranchant cette quantite de la precedente, on trouve 
dccdydzU^-C^dt 


pour 1’expression de la quantite de chaleur acquise par l’effet de la 
communication ou du deplacement qui s’opere dans le sens des x. 

On trouvera done aussi 


dx dy dz 




dt 


pour exprimer la chaleur que la molecule prismatique dont la tempe¬ 
rature etait 0 acquiert durant l’instant dl, en vertu de la communica¬ 
tion et du transport selon l’axe des y. Enfin 1 ’expression 


dx dy dz 




dt 


mesure la chaleur acquise par la meme molecule, en vertu de la com¬ 
munication et du transport selon le sens des z. 

On ajoutera done ces trois quantites de chaleur acquises; et divisant 
la somme par C dxdydz, on connaitra l’augmentation ^dt de la tem¬ 
perature pendant la duree dt de l’instant. On forme ainsi 1 ’equation 


( 3 ) 


<?JL d * d \ c( da6 

dt ^Ar 2 ~ 1- dy- dz' 2 ) \ dx 


d(36 dyd\ 
dy H_ dz )' 


C’est cette equation qui doit etre jointe aux quatre precedentes (i) et 
(2), afin que le mouvement et les temperatures variables de toutes les 
parties de la masse fluide soient generalement exprimes. 
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On a considere les variations de temperature dans un element pris- 
matique rectangulaire; et la matiere qui occupe ce volume infiniment 
petit subit pendant la duree dt des changements dans sa densite, sa 
vitesse et la direction de son mouvement. Si de la il restait quelques 
doutes sur 1’exactitude rigoureuse de la demonstration, on pourrait 
parvenir au meme resultat par une voie differente. 

En effet, si les quantites a, ( 3 , y et 0 etaient connues on fonction de 
x, y, z, t, on pourrait determiner la quantite de chaleur qui, pendant 
la duree du temps At, s’ajoute a celle que con ten ait deja un volume 
prismatique fini, compris entre des faces rectangulaires donnees. 11 
suffiraitde calculer, au moyen de la proposition demontree dans l’ar- 
licle precedent, combien, pendant le temps donne At, il entre de cha¬ 
leur a travers une des faces, et combien il en sort a travers la face 
opposee. En faisant un calcul semblable pour cbacune des six faces, on 
connaitrait la nouvelle quantite de chaleur que l’cspace prismatique 
acquiert pendant le temps donne. 

Or on pourrait aussi determiner par un autre calcul cette memo 
quantite de chaleur. Il faudrait pour cela chercher combien une partie 
infiniment petite de ce prisme regoit, pendant un instant dt, d’aug- 
mentation de temperature, et, multipliant cette augmentation par le 
coefficient C qui mesure la capacite specilique, on connaitrait combien 
1 ’element infiniment petit acquiert de chaleur pendant un instant. On 
integrerait ensuite par rapport aux variables x, y, z entre les limites 
donnees, par exemple depuis x = x, y=y, z = z jusqu’a x = x-hAx, 
y = y -+- Ay, ‘z — s-j-Az; et 1 ’on integrerait aussi, par rapport au 
temps t, depuis t = t jusqu’a t = t At. Le resultat de cette integra¬ 
tion serait la quantite de chaleur acquise par l’espace prismatique; et 
il serait precisement egal au resultat que Ton aurait trouve precedem- 
ment en ayant egard aux quantites de chaleur qui penetrent chaque 
face, soit pour entrer, soit pour sortir. 

On voit par la que, si les quantites a, ( 3 , y, 0 etaient trouvees en 
fonction de x, y, z, t, ces fonctions satisferaient a la condition que 
l’on vient d’enoncer. Il faut done exprimer cette identite des deux re- 
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sultats, et Ton formera ainsi une equation qui doit subsister entre les 
functions inconnues. 

La quantite de chaleur qui, pendant le temps A t, penetre dans le 
prisme a travers une premiere face perpendiculaire a l’axe des x est 

„t + b.t + ^h-As / ,)A \ 

J dtj dyj \ — K + Ca0J ds. 


On doit ecrire aprfes les integrations x +- Ax a la place de x, et retran- 
clier le second resultat du premier, puisque Ton a vu que le premier 
resultat mesure la chaleur entree par l’une des faces, et le second la 
chaleur sortie par la face opposee. En designant, pour abreger, par P 
la fonction placee sous les signes d’integration, on aura done 


+ „y-*-Ay p 

I dt / dy 

t Jy J z 


3 + A 5 


AP ds, 


pour exprimer la quantite de chaleur acquise par le prisme en vertu 
du transport dans le sens des x. Maintenant on doit remarquer que 
Ton peut ecrire 




au lieu de 


( dt I dx i dy I A . 

J J J J ox 

f dtJ dyds; 


et surtout que, si Ton prend l’integrale par rapport a x entre les limites 
x et a?-t-A#, on effectue par cela meme la differentiation finie indi- 
quee par le signe A. En effet, soit 9 ( x ) une fonction quelconque de x : 

on ecrira au lieu de <p(ik), J* ( ^ X ou J' 9 '(x)dx, et si l’on prend 

cette integrale depuisa? = a?jusqu’aa; = a;-i- Ax, on a<p(a?-f- Ax) — 9 (a?), 
e’est-a-dire A 9 (a?). II suit de la que la quantite 


/ /-+-Ai >,y-4-Ay As 

dtj dyj AP d. 


ou l’expression de la chaleur acquise par la communication et le mou- 
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vement dans le sens des x peut etre mise sous cette forme 


on 
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On aura un resultat scmblable si Ton calculc la difference de la cha- 
leur entree par une face perpendiculaire a l’axe des v a la chaleur 
sortie par la face opposee. Ce resultat est 




dz. 


[-’expression qui se rapporte au plan perpendiculaire a l’axe des s es( 


j dt j r dx ^dy J* 




dz. 


On omct d’ecrire les limites des integrates, qui sonl les memos dans 
ces trois expressions. Leur somme sera la quantite totalc de la chaleur 
acquise par le prisme pendant le temps At. 

D’un autre cote, la chaleur totale qui, dans l’etenduc du prisme, a 
determine les augmentations de temperature est exprimee, d’apres ce 
qui a ete dit plus haut, par J’integrale 

^ dt J dx j dr j' C^dz, 


et les limites des integrations sont les memes que cellos des integra¬ 
tions precedentes. On doit done egaler les deux resultats; et en diffe- 
rentiant par rapport a t, x, y, z, on aura la merae equation que cello 
qui a ete trouvee precedemment. 

Les coefficients C etK ont ete regardes comme constants, quoiqu’ils 
subissent en effet quelques variations a raison des changements de 
II. 77 
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densite. II serait necessaire d’y avoir egard si Ton considerait le mou- 
vement des milieux aeriformes, ou si les differences de temperature 
etaient extremement grandes. Mais dans les questions qui se rap- 
portent aux liquides, on doit faire abstraction de ccs variations presque 
insensibles des coefficients. Au reste, il serait tres facile d’introduire 
les variations dont il s’agit dans le calcul en suivant les principes quo 
nous venons d’exposer. 

Nous reprendrons maintenant les equations (i) et (2), et nous re- 
marquerons que la densite t a une relation necessaire et connue avee 
la temperature 0 . Designant pare la densite qui repond a une tempe¬ 
rature donnee b, on aura generalement 

£ = e[i + /((0 — £)]; 


car, les temperatures etant comprises dans des limites assez peu eloi- 
gnees, les accroissements de densite, a partir d’un certain terme, 
demeurent sensiblement proportionnels aux accroissements de tempe¬ 
rature. On pourrait aussi nc point regarder. ce rapport comme con¬ 
stant, et avoir egard a ces variations. Il suffirait de modifier l’expression 
precedente de la relation entre £ et 0 . Le coefficient h exprime, comme 
on le voit, la dilatabilite de la masse fluide : on le suppose connu par 
les observations. 

On pourra substituer la valeur precedente de e dans les equations (1) 
et (2), et ajouter a ces equations celle que nous avons demontree. Les 
cinq equations contiendront, comme grandeurs inconnues, les vitesses 
orthogonales a, 6 , y, la pression p et la temperature 0 . L’equation (2) 
deviendra 
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Il nous parait preferable de conserver les equations (x) et (2), qui se 
rapportent au mouvement du fluide et contiennent la densite s, en y 
ajoutant la cinquieme equation ( 3 ) qui determine les variations des 
temperatures. Il suffira de remarquer qu’il existe entre t et 0 une rela- 
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tion donnee par l’experience, et que l’on peut en general representer 
comrae il suit: 

s = e[r ~h /i(d — &)]. 

Les mouvemcnls et les temperatures variables des diverses parties 
d'un fluide incompressible sont done exprimes par les equations (i), 
(2) et ( 3 ). La derniere est cclle qui exprime les temperatures : clle 
montre que Ie changement instantane que cos temperatures subissent 
resulte de deux causes. L’une correspond a la premiere parlie du 
second membre. Elle consiste dans la communication de molecule a 
molecule. L’autre partie du second membre se rapporte a la sccondc 
cause, qui est le deplacement des molecules inegalemcnt echauf- 
fees. 

Independamment des conditions generales exprimees par ces equa¬ 
tions, chaque question particuliere presente des conditions specialcs 
qui se rapportent a l’etat dela surface. Cette remarque s’appliquc aussi 
aux temperatures; et les principes que nousavons poses serviront dans 
lous les cas ii former les equations propres ii la surface. On ne les con- 
sidere point ici, parce qu’on a seulement en vue d’exprimer les condi¬ 
tions les plus generales, communes et applicables a toutes les ques¬ 
tions, et qui determinent les mouvements des molecules on la 
distribution de la chaleur. 

On a suppose que Ie vase qui contienl le fluide est impermeable a 
la chaleur. La deperdition qui s’opere au contact des parois ou a la 
superficie exposee a I’air produit dans les temperatures des changc- 
ments qui seraient exprimes par les equations a la surface. 

II est necessaire de remarquer que l’on ne considere point dans ces 
recherches le cas de l’equilibre non stable, e’est-a-dire de celui qui 
satisfait aux conditions mathematiques de l’equilibre absolu, mais 
qu’une impulsion exterieure pourrait detruire aussitot. Les cliange- 
inents de temperature contribueraient a I’impossibilite physique d’un 
pareil etat, et la distribution de la chaleur qui aurait lieu dans le chan¬ 
gement d’etat est I’objet d’une question speciale que nous ne traitons 
point ici. 
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Le coefficient h, qui mesure la dilatabilite, a une valeur assez 
petite, que Ton peut ornettre dans plusieurs cas. Alors les quatre pre¬ 
mieres equations (1) ct (2) sont celles qui expriment le mouvement 
des fluides incompressibles. L’equation (2) devient 

dec do dy 
+ + = 


on sortc quo la einquieme equation ( 3 ) prend dans ce cas la forme 
suivante : 



K 
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On y retrouve encore les deux parties du second inetnbrc qui cor¬ 
respondent a deux effets distincts. 

Le coefficient K, qui mesurc la conductibilitc propre de la masse, 
n’a point une valeur enlierement nulle, inais cc coefficient est tres 
petit. On a fort peu d’expericnces a ce sujet. Celles que nous avons 
entreprises, il y a quclques annees, nous out montre que les liquides 
ne sont point depourvus de la proprietc de transmettre la cbaleur, el 
que les diverses substances presentent ccttc proprietc a des degrds 
assez differenls. Mais il nous a toujours paru que la valeur du coeffi¬ 
cient est fort petite, en sorte que les changoments de temperature sont 
presque entierement determines dans les liquides par des mouvements 
interieurs. L’efifet de la communication n’est point nul, on presque 
insensible, eomme le supposait le comtc de Rumford; mais il est 
certain qu’il n’influe que tres lentement sur la distribution de la cba¬ 
leur. 

Si dans requalion ( 3 ) on omet le coefficient tres petit K, les eban- 
gements de temperature sont exprimes par l’equation du premier 
ordre 

dO de „ 05 00 

— H" OC -l-o --h y — — O. 

dt dx dy ‘ dz 


Si la masse fluide demeurait en repos ou en equilibre, en sorte que 
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les vitesses a, 6, y eusscnt des valeurs nulles, il est evident que les 
changements de temperature ne resulteraicnt que de la conductibilite 
propre; et, dans ce cas, la cinquieme equation ( 3 ) coincide entiere- 
ment avec celle que nous avons dolinee autrefois pour explainer les 
mouvements de la clialeur dans l’interieur des masses solides. 

On pourrait egalement, en suivant les memes principes, former 1 ’li¬ 
quation generale qui exprime les temperatures variables dans les fluides 
elastiques en mouvement. Mais il serait necessaire d’y introduire des 
elements que des observations precises pourraient scules fournir. On 
connait exactement les relations qui subsistent entre la pression, la 
densite et la temperature; on peut regarder ces resultats comrac fon- 
des sur des observations constantes. Il faudrait connaitrc aussi, avec 
le meme degre de certitude, les rapports de la densite des substances 
aeriformes avec leur capacite specifique, et la propriety de recevoir la 
clialeur rayonnante. Cette branche de la Physique experimentalc n’est 
point encore asscz perfcctionnee pour que l’onpuisse en deduire exac¬ 
tement l’equation generale qui exprime les changements de tempera¬ 
ture. Il faut remarquer que, dans les fluides elastiques, les communi¬ 
cations immediates de la clialeur ne sont point bornees a des distances 
tres petites, comme dans l’interieur des masses solides ou liquid os. 
Les rayons de chaleur traversent les milieux aeriformes et sc portent 
directement jusqu’aux plus grandes distances. Il en resultc que l’e- 
quation diflerentielle prend une forme tres diflerente de celle que 
nous avons trouvee pour les substances solides. Elle est d’un ordre 
indefini; ou plutot elle se rapporte a cetle classe d’equations qui com- 
prennent a la fois des differences finies et des differentielles. Nous 
pensons que cette recherche ne pourrait etre aujourd’hui entierement 
achevee, et qu’elle necessite une serie complete d’obscrvations que 
nous ne possedons point encore. 

Il n’en est pas de meme des equations propres aux fluides incom- 
pressibles. Celle qui exprime les changements de temperature est 
aussi rigoureusement demontree que celles qui se rapportent au mou- 
vcment du fluide. C’est cette demonstration qui est I’objct de notre 
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Memoire. Elle ajoute a I’expressiou analytique ties mon venienls des 
fluides cede dos temperatures variables de leurs molecules, et eu 
inenie temps elle donue une nouvelle extension a la tbeorie mathema- 
tique de la propagation de la chaleur. 
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PRfiSENTfi A L’ACADfiMIE DES SCIENCES DANS LA STANCE DU 9 AVRIL 1821 (-*). 


1. Deux particuliers ont sollicite du Gouvernement l’autorisation 
d’etablir une nouvelle tontine dont ils deviendraient les administra- 
teurs perpetuels. Le Ministre de l’lnterieur, a qui le projel a ele pre¬ 
sente, a desire que l’Academie des Sciences choisitdans sonsein une 
Commission chargee d’examiner les articles qui reglent les interests 
respectifs des actionnaires. La Commission a pris connaissance de 
toutes les pieces relatives a cette affaire, ct elle propose le Rapport 
suivant. 

On ne rappellera point ici la premiere origine des projets tie ce genre, 
1’emploi qu’on en a fait dans les emprunts publics, les motifs qui ont 
oblige de recourir a des modes d’emprunt et de remboursement plus 
ingenieux et plus utiles, les resultats recents des tontines etablies par 
des particuliers, et les contestations judiciaires auxquelles elles ont 
donne lieu. Tous ces faits sont assez connus, et montrent dans tout son 


l 1 ) La Commission etait compost de MM. Lacroix, Poisson et Fourier, rapporteur. Le 
Rapport est publid dans YAnalyse des trewaux de l’Academic des Sciences pour Van- 
nee 1821. Cette analyse est la derni&re qui ait ete faite par Delambre, auquel Fourier a 
succdde eomme Secretaire perpetuel. Voir le Tome V, p. 26, des Memoires de VAcademic 
Roy ale des Sciences, anodes 1821 et 1822, date de 1826. Nous avons tenu A publier co. 
Rapport, dont Cousin parle dans son £loge de Fourier et qui a excite beaucoup d’interet 
a l’epoque oil il a paru. G. D. 

II. 7 8 
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jour la necessite d’un examen attentif, fonde sur les principes mathe- 
matiques propres a ce genre de questions. 

2. Les associations que l’on a appelees tontines, du nom de lour in- 
ventcur, ont pour objet de mettre en commun des fonds qui, apres le 
deces de chaque associe, sont partages entre tous les survivants. Les 
biens sounds a ces obligations reciproqu.es se trouvent ainsi soustraits 
a l’ordre commun de la Societe; ils ne passent pas aux heritiers dc 
droit; ils deviennent la propriete d’un petit nombre de societaires 
parvenus a un age tres avance. 

La forme la plus simple et la plus ordinaire de ces Societes consiste 
a reunir dans une memo classe les personnes d’un meme age; celui des 
actionnaires qui vit le dernier heritc des fonds qui avaient appartenu 
a la classe entiere. 

3. On peut varier ces combinaisons a I’infini et comprendre dans la 
meme classe des personnes dont Page dilfere de cinq ans ou de dix 
ans. On peut aussi etablir des rapports entre ces classes, en sorte qu’a 
l’extinction de l’une d’elles les revenus passent, en totalite ou en 
partie, aux classes survivantes, en assujettissant ces dcrnieres a une 
retenue proportionnellc. Les Societes de ce genre sont done suscep- 
tibles de formes tres composees; et, pour operer une compensation 
equitable de tant d’interets divers, il faudrait les regler selon les pro- 
babilites de la vie. 

(Les articles 4,5 et 6 se.rapportent uniquement aux projets pre- 
sentes.) 

7. Afin de comprendre sous un meme point de vue les questions 
semblables qui pourraient se presenter par la suite, et sur lesquelles 
l’Academie serait consultee, nous placerons ici un expose sommaire 
des principes communs a toutes ces questions; on en deduira les con¬ 
sequences propres a chaque cas particulier. 

Les tontines sont, a proprement parler, des paris sur la vie des 
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hommes; ce sont des jeux de hasard don( Tissue est eloignee. Pour 
s’en former une idee juste, il faut considerer attentivement la nature 
des raises, les conditions du jeu et ses resultats. 

Le montant de chaque raise, dans la tontine simple, est pris, en 
general, sur la fortune que les joueurs laisseraient apres leur mort. 
Les actionnaires ne compromettent point leur revenu actuel; ear ce 
revenu ne peut pas dirainuer, il ne peut qu’augmenter : la somme des 
raises, ou Tenjeu, provientdes capitauxqui seraient le partage legitime 
des beritiers. Ce sont ces derniers qui fournissent la matiere du pari. 

8. Le fondement principal des tontines est Texheredation. lilies 
exercent deux penchants funestes : Tun est la disposition a attendee 
du hasard ce qui devrait etre le fruit d’une Industrie profitable a tous, 
ou le resultat ordinaire des institutions; l’autre est Ic desir d’aug- 
menter ses jouissances personnelles en s’isolant du reste de la societe. 
L’inyention d’un tel jeu ne pouvait manquer de reussir; car il consiste 
dans une lotcrie dont tous les lots rapportent quelque profit, excepte 
un seul, savoir le lot de 1’actionnaire qui meurt le premier; et le prix 
du billet semble ne rien couter au joueur, parce qu’il est retranche du 
Lien qui resterait apres lui. Cette combinaison a done un attrait qui lui 
est propre; il suffit que Tusage en soit rendu facile et soit publiquc- 
raent autorise pour qu’il se repande de plus en plus dans les diverses 
classes de la societe. On peut, il est vrai, citer plusieurs cas oil des 
particulars en feraient une application utile et meme louable; mais 
ces exceptions ne sulBsent point pour justifier des etablissements dont 
la raison condamne Tobjet principal. 

9. Si tous les actionnaires ont le meme age et s’ils fournissent la 
meme mise, les conditions du jeu sont equitables, e’est-a-dire que le 
sort des joueurs est le meme, abstraction faite de toutes circonstances 
personnelles. Si les actionnaires sont distribues en plusieurs classes, 
selon les ages, et que la plus grande difference d’age puisse etre de 
cinq ans, il se trouve une inegalite tres sensible dans les conditions. 
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lorsqu’on suppose les noises egales et Ies interets egaux; si cette diffe¬ 
rence d’age peut etre de dix ans, l’inegalite est excessive. 

10. Si les actionnaires ont des ages inegaux ou si, etant distribues 
en classes, on etablit que les revenus d’une classe eteinte sont rever- 
sibles sur les classes survivantes, le jeu est beaucoup plus compose; 
mais on peut rendre les conditions equitables, soit en faisant varicr les 
mises, soit en reglant les interets selon la proportion des ages. Cette 
question appartient a l’analyse des probability, et il y a des cas oil la 
solution rigoureuse exigerait des calculs extremement longs, pour Jes- 
quels il n’existe point de Tables; mais ces cas ne sont point ceux qui 
se presentent communement. La question relative aux associations 
tres nombreuses admet une solution generate et d’une application fa¬ 
cile. Cette solution ne se trouve dans aucun Ouvrage rendu public; 
mais il est aise d’y suppleer. Pour satisfaire avec plus d’etendue aux 
intentions du Gouvernement et de l’Academie, nous avons du nous 
proposer et resoudre la question suivante. 

11. Supposons que l’on forme une association tres nombreuse, oom- 
prenant des personnes de tout age, et qui ait pour objet de transmetlre 
aux survivants les fonds mis en commun; que Ton regie, dans le projet 
de statuts : i° la composition de ces classes; e’est-a-dire l’age et le 
nombre de ceux qui les forment ou seulement le nombre total; 2 ° les 
valeurs rcspectives des mises; 3° le mode de reversibilite en favour 
des survivants ou des classes survivantes; 4° les frais de geslion; le 
mode de liquidation : il s’agit de reconnaitre si les interets annuels 
sont repartis equitablement entre les classes et les actionnaires, con- 
formement a une Table de mortality proposee,. et le taux de l’interet 
etant connu. 

12. Tel est 1 enonce de la question prise dans le sens le plus gene¬ 
ral; on la resout facilement au moyen de ce principe : Que la mise de 
chaque actionnaire, d un age donne, doit Sire proporlionnelle a la valeur 
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moyenne de toutes les somrnes eventuelles que peuvent recevoir les action- 
naires de cet age. La somme eventuelle est celle que Ton doit recevoir 
si un certain evenement a lieu; on estime cette somme en multipliant 
savaleur absolue par la probability de revenement, et 1’on rapporte le 
payement a une epoque fixe, suivant la regie de l’interet compose. En 
suivant ces principes, on est assure de regler equitablement les inte¬ 
rnets des actionnaires. 

* 

13. Cette somme moyenne ainsi calculee est, a proprement parler, 
la valeur legale de lamise. En cas de contestations portees aux cours 
de justice, ces cours se conformeraient exactement a cette regie, parce 
qu’elle fait droit a tous. 

Independammentdes consequences donton vient d’indiquer leprin- 
cipe, nous avons deduit de notre solution des resultats pratiques qui 
donnent dans plusieurs cas une approximation suffisante, et previen- 
nent du moins les erreurs principales. 

14. Si Ton se borne a une premiere approximation, ce quo Ton 
peut faire.dans un assez grand nombre de cas, a raison de l’incerti- 
tude sur le choix des Tables, sur la composition des classes et sur 
le taux de l’interet, on voitque les valeurs des mises sont assez exacte¬ 
ment proportionnelles a la duree moyenne de la vie, a partir d’un age 
donne. 

On pourrait suivre cette regie pour determiner les supplements de 
mise, lorsque les actionnaires compris dans une meme classe ont des 
ages differents. 

15. Nous allons maintenant ajouter une remarque fort importante 
coneernant la composition des Societes dont il s’agit. On conqoit que, 
des l’origine d’un pared etablissement,. oil le revenu d’une classe est 
reversible sur les autres, des particuliers ou des Compagnies pourraient 
acquerir toutes les actions destinees aux classes des ages les moins 
elevesetpar la se procurer, independamment du revenu evenluel de 
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leurs actions, la possession eloignee, mais certaine, d’un fonds im¬ 
mense appartenant a toutes les classes. A defaut de cette premiere 
speculation, qui n’est pas la plus a craindre, parce qu’il est assez facile 
de la prevoir, on pourrait acquerir un grand nombre d’actions d’un 
certain ordre, dont lavaleur intrinseque serait superieure a celle des 
autres, et cette inegalite ne pourrait etre decouverte que par l’expe- 
rience ou par un examen anterieur tres approfondi, tel que celui que 
nous proposons. 

16. Or il n’y a que l’application de la regie mathematique dont nous 
venons de parler qui rende impossibles de pareilles speculations. II 
suffit et il est necessaire de la suivre, pour etre assure que l’etablisse- 
ment ne peut donner lieu a aucune de ces combinaisons; car tons les 
interets se trouveraient tellement compenses que, pour acquerir la 
propriety reservee aux survivants ou les actions d’un ordre quelconque, 
il faudrait les payer a leur juste prix. On recommit ainsi toute la sa- 
gesse des motifs qui ont porte leGouvernement a exiger, conformement 
a la proposition du Comite de l’interieur du Conseil d’Etat, que les 
conditions des statuts fussent l’objdt d’un examen special fonde sur la 
science du calcul. 

17. Nous devons maintenant considerer les resultats mathematiques 
des combinaisons propres aux tontines. 

On remarquera d’abord que ces resultats sont, opposes a ceuxque 
procurentles Caisses d’epargne, de prevoyance, de secours, etc. Ces 
etablissements ont un objet honorable et precieux; ils encouragent 
1’esprit d’ordre et d’economie, font connaitre tout le prix d’un travail 
constant, conservent et multiplient les dons de la reconnaissance etde 
l’alfection. Il en est de meme des Banques ou des Societes d’assurances 
sur la vie humaine, lorsqu’elles sont sagement constituees. Mais, in- 
dependamment de ces considerations generates, il convient a l’objet 
de ce Rapport que nous exprimions ici une des consequences de 
l’examen mathematique : elle consiste en ce que les transactions qui. 
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au prix d’un leger sacrifice, nous peuvent garantir contre lcs pertes 
for'tuites, augmentent en effet l’avantage actuel de chaque possesseur. 
L’expression analytique dc cct avantage prouve qu’il est devenu plus 
grand, par cela seul que le contrat de garantie a ete conclu. La seeurite 
est un bien reel, dont on peut, sous un certain rapport, estimer et me- 
surer le prix; c’est une valeur nouvelle, entierement due aux transac¬ 
tions qui nous premunissent contre l’incertitude du sort, et il y a des 
cas oil cette valeur est immense. 

18. Quant aux banques de jeux ou de tontines, elles produisent les 
effets contraires. Aussitbt que Ton a consenti a ceder une partie de ce 
qu’on possede, dans l’espoir d’obtenir une somme considerable, on a 
diminue l’avantage de sa premiere situation. A la verite, si les condi¬ 
tions ont ete reglees equitablement, la valeur mathematique moyenne 
demeure la meme; mais l’avantage relatif est diminue, et il peut etre 
beaucoup moindre qu’auparavant. A conditions mathematiques egaies, 
tout echange d’une valeur certaine contre une somme eventuolle est 
une perte veritable; et, aux memes conditions, l’ecliange d’un bene¬ 
fice incertain contre sa valeur moyenne et fixe est un avantage acquis. 

La verite de ces propositions devient plus sensible dans les comhi- 
naisons qui servent de fondement aux tontines. Il est evident que la 
Societe ne peut etre interessee a ce qu’une multitude de families per- 
dent une partie de ce qu’elles devaient posseder un jour, et qu’elles 
contribuent involontairement a enrichirun Ires petit nombre de per- 
sonnes pendant les dernieres annees de leur vie. Ceux a qui la fortune 
reserve cette faveur n’en retirent pas un avantage equivalent au preju¬ 
dice que les autres ont souffert. 

19. Les principes enonces dans ce Rapport ne s’appliquent pas in- 
distinctement a tous les placements viagers; il y a un assez grand 
nombre de cas oil 1’on fait, au moyen de ces placements, un usage ho¬ 
norable ou neeessaire des capitaux. Rien ne s’oppose a ce que des par¬ 
ticulars contractent librement entre eux des obligations de ce genre; 
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elles ne sont restreintes que par Ies limites qui conservent Ies droits 
des heriliers en ligne directe. Nos lois civiles, qui n’accordent point 
d’action en matiere de pari pour cause purement fortuite, autorisent 
et garantissent les contrats de rente viagere, et deux autres contrats 
aleatoires qui se rapportent au commerce de mer. De plus, il cxiste 
deja en France, et il se forme chaque jour des etablissements fondes 
sur des principes tres differents de ceux des tontines, oil les capitaux 
peuvent etre places sous les formes les plus diverses. Nous ajouterons 
meme que nous regarderions ces etablissements comme incomplets, 
s’ils n’offraient point aussi des modes de placement tres varies, au 
moyen desquels des particuliers peuvent retirer de grands avantages 
de la combinaison des chances de la vie humaine, et se procurer, dans 
un age avance, un revenu viager, ou fixe, ou croissant; mais ces asso¬ 
ciations utiles ne peuvent point etre comparees a celles qui ont pour 
unique objet de reunir un tres grand nombre de personnes pour 
qu’elles se transmettent une partie de leurs biens par l’effet des sur- 
vivances. 

20. Si Ton veut apprecier exactement les consequences de ce der¬ 
nier mode de placement, il suffit de jeter lesyeux sur laTable ci-jointe, 
qui convient specialement aux tontines etablies en France; elle fait 
connaitre l’accroissement progressif du revenu annuel que les action- 
naircs obtiendrontaux differents ages. On suppose, parexemple, qu’un 
tres grand nombre de personnes agees devingt ans fournissentchacune- 
un capital portant ioo fr de rente, et que le revenu total doive etre par- 
tage a la fin de chaque annee entre les seuls survivants; il en resultera, 
pour ces derniers, une augmentation continuelle de revenu, mais cette 
augmentation sera peu considerable pendant un long intervalle de 
temps; elleneprocurera un grand avantage qu’a ceux des actionnaires 
qui parviendront a un age tres avance. Le revenu, qui etait do ioo fl ' 
pour la premiere annee, sera de 100^,98 a la seconde annee, i 02 fr ,o 3 
a la troisieme annee, io3 fr ,o4 a la quatrieme annee, ainsi de suite, 
comme on le voit dans, la Table; il s’ecouleraplus devingt-sixansavant 
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que le revenu de Taction soit i33 fr ; il sera egal a i5o fr apres trente- 
quatre ans environ; il s’ecoulera environ quarante-quatre ans avant 
que le revenu soit double. A la verite, pour les derniers survivants, et 
lorsqu’ils serontpeu eloignes du terme de leur vie, le revenu annuel 
croitra tres rapidcment, et quelques-uns d’entre eux, dans une extreme 
vieillesse, auront acquis a peu de frais une fortune enorme. 

21 . Il faut remarquer que c’est dans les dernieres annecs seulement 
que les avantages sont fortuits. Le jeu ne s’etablit que lorsque les ac- 
tionnaires sont en petit nombre; jusque-la, le revenu de Taction n’est 
point incertain, et Ton peut etre assure que, pendant plus de quarante 
annees, cc revenu croitra lentement et scion une loi scmblable a cello 
que Ton vient d’indiquer. 

22. Les inventeurs des projets s’efforcent, pour la plupart, de dissi- 
rnulerces premiers resultats; ilspromettentdesaugmentations rapides, 
qu’ils supposent fondecs sur le calcul des chances de la vie; ou ils rem- 
placent par des combinaiso.ns compliquees les modes plus simples qui 
laisseraient apercevoir les consequences inevitables de leur projet; et, 
comme les connaissances positives en ccttc rnatiere sont pen repandues, 
il leur cst facile de faire naitre des espcrances exagerecs ou confuses. 
Lorsque Texperience a dementi leurs promosscs, ils alleguent qu’ils 
ont ete eux-memes induits en erreur, et que toutefois ils s’etaient con- 
formes aux regies connues; mais cette allegation est denuee de tout 
fondemenf. On s’en convaincra en recourant aux sources ou ces regies 
peuvent etre puisees, depuis l’Ouvrage de M. Dcparcieux, qui ecrivait 
sur cette rnatiere en 174 $, jusqu’aux Traitesles plus recents. Les Tables 
de mortalite sont encore sujettes a des incertitudes, et surtout pour les 
premiers ages et pour les derniers; mais Timperfection n’est pas telle 
qu’il ne soit facile de connaitre, sans aucun doute, le resultat d’une 
tontine nombreuse. Nous devons rappeler a ce sujet que 1’Academie 
des Sciences de Paris, consultec par le Gouvernement sur le projet de 
l’etablissement de la Caisse dite de Lafarge, proposa un avis contraire 

II- . 79 



626 


RAPPORT SUR LES TONTINES. 


a ce projet. Nous avons trouve dans nos Archives le Rapport de la Com¬ 
mission chargee de l’examen de cette question; il a ete adopte dans la 
seance du i er deccmbre 1790 : il est signe de MM. de Laplace, rappor¬ 
teur, Vandermonde, Coulomb, Lagrange et Condorcet.’ 

23. Le but principal que se proposent les inventeurs de ces projets 
est de creer des emplois dont ils se reservent la jouissance a perpetuite, 
et d’acquerir ainsi une fortune considerable a titre de frais de gestion 
oude premier etablissement. Leurs pretentions a cetegard sontexces- 
sives, et ils se fondent sur l’exemple dcceux qui les out precedes dans 
cette carriere. Ils pergoivent des droits fixes, des rentes annuelles, 
des parts dans les extinctions. Nous avons sous les yeux des projets 
dont les auteurs auraient ete autorises, en completant leur etablisse¬ 
ment, il recevoir, pour prix d’un travail tres borne, une premiere 
somme de i 5 ooooo fr , independamment d’une rente annuelle de 
x 45 ooo fr qui subsisterait pendant touto la duree de Fassociation. 
Aussi longtemps que Fesprit de speculation pourra concevoir de telles 
esperances, il s’exercera sous les formes les plus variees, et il est fa¬ 
cile de prevoir tous les elfets d’une cause aussi active. Telle est Fori- 
gine de la plupart des projets que nous voyons se former chaque jour. 

24. Il est vrai que, dans plusieurs Etats de FEurope, des Gouvcr- 
nements eclaires ont eu recours, pour les emprunts publics, aux com- 
binaisons des tontines; maisil est vraisemblable que ces formes d’em- 
prunt ne se renouvelleront jamais: on les regardait alors comme un 
element necessaire du succes; ils appartenaient done a cette classe de 
dispositions dont on ne pretend pas justifier les princip.es, mais qui 
du moins s’expliquent par des motifs d’utilite generale. D’ailleurs on 
cherchait a rendre les chances favorables aux preteurs, on ne prele- 
vait point de frais de gestion; enfin, on suppleait ainsi a des impots 
onereux: mais.on ne peutalleguer ces exernples en faveur d’etablisse- 
ments du meme genre qui seraient crees par des particuliers et dont 
la societe ne retirerait aucun avantage. 
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L’article 25 concerne specialement un des projets presentes. 

26. On a vu que l’accroissement du revenu au profit dcs survivanls 
d’une meme classe est necessaircment mediocre et tardif. Quant a la 
proposition de reserver aux plus jeunes l’hcritagc des classes plus 
agees, et de faire acquitter d’avance par les premiers le prix de cet he¬ 
ritage, elle n’est la source d’aucun avantage reel. Dans la tontine 
simple, le fonds commun, devenu la propriety du dernier survivant, 
passe du moins a ses heritiers de droit, et toutes les families des so- 
cietaires peuvent l’esperer egalement. Ici, cet heritage est attribue 
d’avance aux classes plus jeunes; ainsi pour toutes les autres I’exlie- 
redation estconsommee : mais, dans ces premieres classes, chacun des 
actionnaires pave en annuites viageres le juste prix du fonds qui pout 
lui revenir un jour; il commence done par diminuer son revenu ac- 
tuel, et cette perte subsistcra asscz longtemps avant d’etre compensee 
par l’accroissement de revenu resultant de la survivancc. On est assure 
qu’une partie de ces actionnaires les plus jeunes tnourra avant que 
leur revenu ait repris sa valeur primitive. L’etfet de l’association aura 
ete pour eux : i° d’aliener le fonds; 2 ° de diminuer le revenu; 3° d’ac- 
quitter le prix du aux inventeurs de la tontine. 

En continuant cet examen, on voit qu’un tres grand nombre d’ac- 
tionnaires des quatre premieres classes contribucnt, pendant toute la 
duree de leur vie, a payer un heritage qu’ils no doivent point rccevoir. 
Par exemple, le revenu annuel de la classe de vingt a vingt-cinq ans 
ne passera aux quatre premieres classes qu’apres un intervalle de plus 
de soixante ans; car, sur un nombre d’hommes de vingt a vingt-cinq 
ans, il s’en trouvera un ouplusieurs qui atteindront un age tresavance. 
Or, apres cet intervalle, la plus grande partie des actionnaires qui 
composaient les quatre premieres classes n’existera plus; le nombre 
de ceux qui formaient la quatrieme classe, de quinze a vingt ans, sera 
reduit au-dessous de la sixieme partie : par. consequent, les cinq- 
sixiemes auront contribue, pendant plus de soixante ans, a payer un 
bien qui ne sera possede ni par eux, ni par leurs heritiers. Lorsqu’un 



628 RAPPORT SUR LES TONTINES. 

particulier achete d’un autre une propriete qu’il doit posseder apri's 
la mort du vendeur, il a du moins la certitude d’ajouter ce fonds aux 
siens et d’en augmenter les avantages de sa famille; de plus, il re¬ 
garde comme possible que Pannuite ne soit pas payee pendant un tres 
long temps : ce sont les motifs ordinaires de cette sorte de controls. 
Ici, toutes les conditions sont changees : 

i° L’acquereur payera certainement la rente viagere pendant plus 
de soixante annees. 

2 ° Il est tres vraisemblable que le bien dont il paye lc prix n’ap- 
partiendra ni a lui, ni a ses heritiers. Quelle utilite peut-il y avoir a 
troubler I’ordre commun de la transmission des biens pour arriver a 
de tels resultats? Et comment peut-on esperer l’autorisation publique 
de faire de semblables propositions a plusieurs milliers de families, en 
reclamant, pour prix de son invention etde ses soins, plus de 2 pour roo 
de tous les capitaux et 2 pour 100 de tous les revenus? 

27. Dans le premier projet qui nous a ete presente, nous avions re- 
marque Particle des statuts qui autorise la reunion de plusieurs actions 
sur une seule tete. Nous nc traitons point ici cette question, parce que 
nous ignorons si les auteurs du second projet ont lc dessein de con- 
server Particle. Nous ferons seulement remarquer que cette disposition 
porterait un prejudice notable aceux qui en feraient usage et que lour 
consenternent n’est pas, dans une pareille matiere, un motif suffisant 
pour justifier cette lesion de leurs interets. 

Au reste, cette partie de la question a ete traitee parM. Navier clans 
un ecrit tres remarquable, presente a PAcademie, ou il a soumis a 
une analyse exacte et approfondie les chances relatives aux tontines. 

28. Nous avons vu que les effets generaux des associations dont il 
s’agit se reduisent a intervertir fortuitement, sans aucun fruit pour la 
societe, et dans un tres grand nombre de families, l’ordrc commun de 
Pherediteque determinent les rapports naturels et les lois positives; 
mais si, independamment de ces motifs, on examine seulement les 
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consequences relatives aux interets des actionnaires, on reconnait que 
le placement des capitaux en tontine est beaucoupmoins favorable que 
le simple contrat de rente viagere. Cette dcrniero transaction a aussi 
pour objet d’aliener la propriete des fonds; mais elle procure du moins 
un resultat constant, facile it apprecier, et conforme a des regies simples 
et connues. Celui au profit duquel la rente est constitute voit son re- 
venu augmenter d’une quantite assez considerable; il repoit, des la pre¬ 
miere annee et jusqu’a sa mort, une valeur fixe qui ameliore sensible- 
ment l’etat de sa fortune. Tout homme prudent preferera cet avantage 
moyen et invariable a un accroissement de revenu fort modique pen¬ 
dant un long temps, et suivi de chances tres favorables, mais tres in- 
certaines. 

29. On pourrait developper davantage cette comparaison du place¬ 
ment en tontine et du placement en rente viagere, mais nous n’inserons 
point dans notre Rapport Ies details cle cette question; elle depend 
d’une branche de l’analyse des probabilities oil Ton considere, au lieu 
des valeurs absolues, les avantages relatifs que ces valours.procurcnt. 
On est ainsi ramene ii la consequence fondamcntale que nous avons 
deja indiquee, savoir, que 1’on diminue necessairement l’avantage ac- 
tuel du possesseur si l’on remplace une valeur moycnnc et ccrtaine 
par des valeurs inegales assujetties ii des chances. Le resultat mathe- 
matique moyen est le meme; mais 1’avantagc reel est devenu moindre, 
et il dirninue de plus en plus, it mcsure que les valeurs eventuelles de- 
viennent moins probables et plus inegales. 

30. Nous terminerons ce Rapport en resumant comme il suit les 
consequences principales de notre examen, savoir : 

Qu’en general l’etablissement des tontines ne presente point de mo¬ 
tifs d’utilite publique, et ne nous parait meriter it aucun titre l’autori- 
sation du Gouvernement; 

Que, si cette autorisation ne pouvait etre refusee, sauf a reslreindre 
es speculations par la seule concurrence des etablissemcnts analo- 
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gues, et si toute la question qui nous est proposee se reduit a regler 
equitablement les interets respectifs des actionnaires, nous disons 
qu’on atteindra ce but, soit en reunissant dans une meme classe toutes 
personnes du meme age, sans etablir aueune relation entre les diffe- 
rentes classes, soit en determinant les interets et les mises en sorte 
que chaque mise correspondante a un age donne represente la valeur 
moyenne des sommes eventuelles que tous les actionnaires de cet age 
peuvent recevoir; 

Qu’en s’ecartant de ce dernier principe, on serait expose aux plus 
graves inconvenients, et notamment, que 1’on pourrait donner lieu a 
des speculations qui consisteraient a acquerir toutes les actions d’un 
certain ordre, pour s’assurer un gain enorme au detriment des autres 
societal’res; 

Que, dans I’interet des particuliers qui usentdu droit d’aliencr leurs 
fonds, le placement en tontine est, en general, le moins avantageux de 
tous; que le contrat de rente viagere, constitue sur une ou plusieurs 
tetes, est a la fois plus simple et plus favorable; qu’il en est de meme 
de plusieurs autres placements dont la forme peut etre variee, et qui 
procurent un revenu viager^fixe, ou croissant avec l’age; 

En ce qui concerne les deux projets qui ont ete l’objet special de 
notre examen. 


Que les indemnites reclamees pour frais de gestion sont enormes, et 
certainement disproportionnees aux services rendus aux actionnaires; 

Que 1’execution de cette entreprise donnerait lieu a des contesta¬ 
tions inevitables et nombreuses; 

Enfm, que l’Academie ne peut que refuser son approbation a un eta- 
blissement irregulier, contraire aux vues du Gouvernement, et meme 
aux intentions des auteurs du projet. 

L’Academie approuve le Rapport et en adopte les conclusions. 
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TABLE 

1)E l’aCCROISSEMENT ANNUEL DU REVENU DES FONDS PLACES DANS LES TONTINES. 


Ages. Ilovcnus. 


arm 

0. 

fr 0 

, , 6o,00 

1. 

74,55 


78,00 

3. 

,.. 81, 4 ° 

4. 

83,92 

r>. 

85,86 

(>. 

... 87,53 

7. 

88 ,96 

8. 

90,24 

9. 

91,46 

10. 

92,50 

11. 

.<j 3,35 

1 2. 

93,99 

13 . 

94,65 

u . 

95,32 

IN. 

95,99 

16 . 

... 96,67 

17 . 

97,48 

18 . 

98,31 

19 . 

99, i 5 

20. 

100,00 

21. 

100,98 


102,o 3 

23. 

... io 3 ,oo 


101,09 

25 . 

... xo 5 ,i 5 

26 . 

106,i 5 

£7 . 

107,tB 

28 . 

... to 8,63 

29 . 

109,7° 

30 . 

110,89 

31 . 

112,12 


Ages. Revenus. 

ans fr c 

32 . n3,37 

33 . 114,64 

3-1. 115,95 

35. 117,19 

30. r18,65 

37 . 120,i 5 

38 . i 2 i, 3 i 

39 . 1^2,59 

40 . 123,89 

41 . 120,23 

42 . 126,59 

43 . 127,98 

41 . 129,41 

45 . i 3 o ,86 

46 . i32,35 

47 . i34,io 

48 . i35,89 

49 . 187,96 

50 . 140,10 

51 . i 42,55 

52 . i 45,35 

53 . 148,26 

54 . i5i, 3o 

55 . i 54 , 7 5 

56 . 1 58,36 

57 . 162,10 

58 . 166,46 

59 . 17', 01 

60 . i75,8o 

61 . l8o > 88 

62 . 186,27 

63 . 192,43 


Ages. 

Revenus. 

ans 

fr c 

64 .... 

198,61 

65 .... 

206,07 

66.... 

214,21 

67 .... 

223,62 

68.... 

234,58 

69 .... 

247, 3 o 

70 .... 

... 262,58 

71 .... 

... 279,72 

72 .... 

3 oo ,36 

73 .... 

324, 3 o 

74 .... 

352,38 

75 .... 

... 385,78 

76 .... 

423,95 

77 .... 

470,52 

78 .... 

628,57 

79 ... 

598,52 

80 .... 

. . 689,83 

81 .... 

805,94 

82 .... 

... 957,64 

83 .... 

1146,04 

84 .... 

... i 379 ,o 5 

85 .... 

1695,08 

86.... 

... 2142,01 

87 .... 

... 2806,08 

88.... 

3700,00 

89 .... 

_ 5087,00 

90 .... 

... 7400,00 

91 .... 

... 11628,00 

92 .... 

... 2o35o,oo 

93 .... 

... 40700,00 

94 .... 

... 81400,00 

95 .... 

... » 
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Observations relatives a 1'usage de la Table. 

I. Cette Table fait connaitre quel sera, apres un temps donne, le 
revenu des aetionnaires survivants. On suppose qu’une Societe soil, 
formee d’un grand noinbre de personnes d’un meme age, quo chacune 
d’elles fournisse un capital portant ioo fr de rente, et qu’a la fin de 
chaque annee le revenu commun doive etre partage cntre les souls ac- 
tionnaires survivants. Le revenu de ces derniers augmentera d’une 
annee a l’autre. La Table montre le progres annuel du revenu. 

Par exemple, si Page des associes est vingt ans, le revenu pritnitif, 
qui etait de ioo fr , sera de no fr ,89 a trente ans; il sera de i 75 fr ,88 it 
soixante ans. Ceux qui parviendront a Page de soixante-dix ans auronl. 
262 fr ,58 de revenu. Ceux qui atteindront Page de quatre-vingts ans 
auront 689 fr ,83 de revenu. Enfin, ce revenu sera de pour ceux 

qui auront acheve leur quatre-vingt-dixieme annee. 

II. Lorsque le revenu marque dans la Table, pour Page propose, 
n’est pas ioo fr , comme cela avait lieu dans le cas precedent, on con- 
nait Paugmenlation de revenu en comparant le nombrc qui repond it 
un age plus grand. 

Parexemple, si Page des aetionnaires, a Poriginc de la Societe, etait 
cinq ans, et que l’on voulut connaitre combien il doit s’ecouler de 
temps pour que le revenu fut double par l’effet des survivances, il fau- 
drait, apres avoir remarque le nombre 85 fr ,86 qui repond a cinq ans, 
lire les nombres suivants, et continuer jusqu’a ce qu’on trouve un 
nombre double ou plus grand que le double de 85 fr , 86 , et Pon rccon- 
nait qu il doit s’ecouler plus de cinquante-quatre ans avant quo le re- 
venu annuel soit double; ceux des aetionnaires qui parviendraient a 
Page de soixante ans auraient double leur revenu. En general, si Pon 
suppose que Page des aetionnaires, a Porigine de la Societe, a une va- 
leur quelconque, par exemple i5, et que Pon veuille connaitre dans 
quel rapport le revenu sera augmente apres un certain temps, par 
exemple apres trente-cinq annees, on cherchera le nombre qui repond 
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;'i i .)4- d>; et, co nombre (Hanl i4o fr ,io, on en conclul que le rovenu, 
<[iii (Hail, a quinze ans sera i4o fl ',io pour ceux des actionnaires 

(|ui parviendront a l’age do cinquante ans; le revenu sera augmente 
dans In rapport, do <)q a 1 / jo fr , ro. 

111 . La partie do eottc Table qui se rapporte aux premiers ages ( de- 
puis la naissance jusqu’a cinq ans) est sujette a plusieurs causes d’in- 
cerlilnde. La menu' remar(|iic s’applique a l’usage que Ton ferait dela 
'I’able pour les ages (res avances (ceux qui sont au-dessus de quatre- 
vingl-riii(| ans); la j>artie moyenne de la Table donne desresultats que 
I’on pent regarder eomme constants. 

Cello Table est deduite de documents authentiques, e’est-a-dire 
qu’ellc pent el re verifier au moyen de pieces officielles qui constatent 
des fails posilils, el qui sont conscrvees dans les archives publiques; 
mais les observations no son! point assez nombreuses et assez variees. 

On possede anjourd’hui, en France et en Angleterre, des documents 
non moins certains et beaucoup plus multiplies. L’examen et la dis- 
e.ussion de o.es elements donneront uu jour des connaissances pre- 
e.ieuses; mais ee travail, plus difficile qu’il ne parait l’etre, exige 
neressairement line connaissance approfondie de l’analyso <jes proba- 
bilites; il ne pout (Hre utile quo s’il est fonde sur les principesde cette 
science. 


FIN DU TOME SECOND. 
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